g-idgs- 


-N 


___ CULEGERE 
DE PROBEI 


Pi f- e 


y 

Ai 
og z 
a 


MINISTERUL EDUCAȚIEI ȘI INVĂȚĂMINTULUI 


ION M, POPESCU e GABRIELA F. CONE e GHEORGHE A. STANCIU 


CULEGERE 
DE PROBLEME 


&) 


EDITURA DIDACTICĂ ŞI PEDAGOGICĂ 
BUCUREŞTI 


PREFAŢĂ 


Lucrarea este destinală tuturor studenților anilor I și II din învățăminlul 
superior tehnic. Sînt prezentale probleme de mecanică veclorială a unui punct 
material și a sistemelor de puncle materiale (teoria nerelalivistă şi teoria relati- 
vistă), mecanică analitică a sistemelor de puncte materiale, mecanica fluidelor, 
teoria elasticilății, oscilaţii. (vibrații) mecanice, unde mecanice, termodinamică, 
fizică statistică clasică, teoria cîmpului eleclromagnelic, teoria electromagnetică 
a luminii (optică), teoria gravitaţiei, originile teoriei cuantice, mecanică cuantică, 
fizica alomului şi moleculei, teoria cuantică a solidului şi fizica nucleului. Exlin- 
derea fiecărui capitol depinde de implicațiile acestuia în înțelegerea unitară 
a fizicii şi de corelarea fizicii cu disciplinele tehnice de bază și cu disciplinele tehno- 
logice din planurile de învățămînl. Problemele sînt asifel alese, concepute și 

„sistemalizale, încît să prezinte, la început, un grad redus de dificultate, apoi 
din ce în ce mai ridicat. Se urmăreşte să se contribuie în felul acesta la clarificarea, 
înțelegerea aprofundată și la fixarea cunoștințelor teoretice, precum și. la formarea 
deprinderii de a depăși dificultăţile și a dezvolta îndemiînarea de d rezolva situațiile 
ce poi apărea în problemele de fizică corespunzătoare nivelului de prezentare 
leoretică a cursului de fizică. apese 

Prin prezenlarea “unui malerial foarle varial, s-a urmăril să se contribuie 
la fixarea noţiunilor fundamentale de fizică pentru studenţi, precum și la eviden- 
lierea celor mai noi cuceriri ale fizicii, susceplibile de a fi aplicate în tehnica şi 
ingineria lehnologică contemporană. 

Problemele sînt, în “parle, originale și, în parle, elaborate pe baza unor - 
lucrări moderne și. bine reputate. Succesiunea problemelor dovedește că s-a avut 
în vedere logica: internă a prezentării fizicii. Marea măjorilate a problemelor 
sînt urmale de. o. soluție detaliată. p i ; = 

La începutul fiecărui capitol se dă un rezumat al noțiunilor şi relațiilor 
fundameniale' folosile- în. rezolvarea problemelor din capitolul respectiv. 

Esie respectată programa analitică de fizică, existentă pentru instilutele de 
învățămînt superior . tehnic. - mia 
În afară de studenții: facultăţilor de învălămiînt superior. tehnic, lucrarea 
esle utilă și sludenlilor facultăților de fizică, precum şi cadrelor tehnice cu o pre- 
gălire superioară, i o: 

- Aulorii sînt recunoscălori: luluror. celor care vor face observaţii. pentru a 
înibunălă|i prezentarea acestei lucrări înlr-o eventuală a doua ediție. 
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A. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL 
ŞI A SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE 


1. MECANICA VECTORIALĂ 


1.1. TEORIA NERELATIVISTĂ (NEWTONIANĂ) 


Breviar 


Mecanica studiază schimbarea în timp a poziţiei relative a corpurilor 
sau a particulelor acestora, precum şi interacțiunile dintre corpuri care in- 
fuenţează această mișcare. ; 

Mecanica nerelativistă. (newloniană), fondată de Galileo Galilei 
şi de Isaac Newton, se bazează pe legile enunțate de “Newton şi: 
descrie mişcarea entităților numite particule, concepute ca obiecte macrosco- 
pice, făcînd ipoteza că vitezele relative ale acestora sînt foarte mici în compa- 
raţie cu viteza luminii în vid (c = 2,99792458-108 m-s-1). Mecanica nerela- 
tivistă vectorială descrie fenomenele mecanice plecînd de la următoarele legi : 

— principiul inerţiei: un punct material foarte depărtat de orice: corpuri 
se găseșle fie în stare de repaus, fie în mișcare rectilinie şi uniformă, în raport 
cu un sistem de referință inerţial; 

— legea transformărilor Galileo Galilei (principiul relativităţii newto- 
niene) : coordonatele spațio-temporale î' (a', y', z'), t' ale unui eveniment în 
raport cu un sistem de referință inerţial (K') sînt funcţii liniare de coordonatele 
spațio-temporale F(x, y, z), t ale aceluiași eveniment în raport cu sistemul de 
referință inerţial (K), adică; i F 

EFH Here Cel (1) 


D fiind vileza de translație, a lui (K') faţă de (K); 

— legea fundamentală a dinamicii: forța rezultantă, care se exercită 
asupra unui punci mulerial, este:direci: proporţională cu produsul dintre masa 
acestui punci și derivata vitezei acestuia în raport cu timpul : 

F: P dute MÄ i (2) 
dt 


— legea acțiunii și reacţiunii: dacă prezenla unui punct material condi- ` 
fionează o anumită forţă F,, exercilală asupra unui al doilea punct material, 
prezența acestuia condiționează o forţă F, egală şi de sens contrar cu prime, 
ezercilală simultan cu Ta asupra primului punct malerial, adică: 


Bi = —Fa ; (3) 


— principiul superpoziţiei : forța rezultantă F pe care o mulțime de n 
sisleme fizice n exercilă asupra unui punct malerial este egală cu suma vectorială 
a forțelor Fy, Fri 1s Ps, pe care fiecare din sistemele fizice ale mulțimii le-ar 
exercita asupra punclului material, dacă s-ar găsi singur în prezența- punetului 
material, în aceeași poziție relativă, i 


MANA Tao 


— legea condiţiilor inițiale: starea mecanică (poziția și viteza) a unui 
sistem fizic la un moment dat t se poale determina cu ajutorul ecuaţiei de mişcare 
Newton (2), dacă se cunoaște starea sistemului la momentul inițial to. 

Integralele ecuaţiilor de mișcare se obţin, în general, plecind de la ecuația 
lui Newton (2). Deseori, însă, aceste integrale se pot obține plecînd de la 
următoarele trei teoreme generale : 

— teorema de conservare a impulsului unei particule sau al unui. sistem 
de puncte materiale ; 

— teorema de conservare a momentului cinetice mecanic al unei particule 
sau al unui sistem de puncte materiale, ȘI 


— teorema de conservare a energiei mecanice. 


PROBLEME 


Problema 1.1.1. Se consideră două particule, de mase m, Şi ms, în inter- 
acțiune, forţele fiind dirijate de-a lungul dreptei care unește centrele lor 
(figura 1.1.1, a), a) Să se scrie ecuaţia de mișcare a sistemului format din cele 
două particule. b) Să se arate că mişcarea are loc într-un plan fix şi că mișcarea 
centrului de greutate G al sistemului este rectilinie şi uniformă. c) Să se calcu- 
leze energia cinetică a sistemului de particule în coordonate polare în plan. 


d) Să se calculeze momentul cinetic L al sistemului. în raport, cu centrul de 
greutate. > ; 


Soluţie.. a). 7 sd = 
d?7 = 'd’F, 


ati FE, ul şi F= m, Ra (£) 
Contona sprifeipiulüi atini şi reacţiunii, e S a 
F, = —F,, F(m, + m) = mame — E x] (2) 
adică : ` Cr CR E E S E 
ena a E SC) 
b) G fiind centrul fe: greutate al sistemului : = 
Mu, F mñ; = (mu + ma) = MT (4) 


p m, Ma 2 | 
a i 


Fig. 11.4 


a. 


de unde 


q?’ d?’ i 
M — =m — 4- m, ra E 00 
dl dl’ dl’? 
SANRA ss i 
adică VER O şi viteza centrului de greutate, 
= Q 
di 
Va = — = constant: 5 
FT (5) 
i e) Din figura 1.1.1, b rezultă că: 
tı = ———— r cos 0 (6) 
m; + Ma 7 
m 
à yı =—— rsinð şi i e EE ie 
| m +m, m, + m, 
s m, - 
i Ya = — —— r-sin 0 (7) 
m, +m, 


E 


Energia cinetică este : 


de = mt +y) n= — Ia Gi pr i) = ate În u E drs Tn Al (8) 


PPA digi di 
d) Pentru momentul cinetic rezultă : 37. MBIO Blăioano „dilata 
fanta aD (28000 Er 
ZEIMET Spp pE = ur? pe 9 
zi dt dt = ©) 


Problema 1.1.2. Se consideră o pârticulă care 'se e mişcă într-un cîmp 
central. Se cere: a) să se scrie ecuația de mișcare; b) să se particularizeze 
în cazul unei particule care se mișcă pe o orbită spirală, r = C0?, şi să se de- 
termine expresia funcţiei de forță ; c) pentru particula de la punctul b), să se 
determine variaţia unghiului, O cu- timpul; d) să;.se. scrie: ecuaţia energiei 
particulei, în cazul orbitei de la punctul b). 


Solulie. a) Ecuația, de mișcare În „coordonate “polare se serie: 


mi = [(0ăr ; 3 ; (1) 


Aici ES ase EGS Ba pneza a y TRTA Hait Sau 
COPO NENTA radială- a TA este. R- rò, iar. cea normală. 276 ză. 
Deci, componentele Boala, rale ecuaţiei: (1) sînt: 


m(r — 165 — f(r) 3 | g a) 
m(2rd + .r0)=0. iii (2, 2) 


ci dee ien e 2 ÎN e ai im si ma A mea O > 


aaa OPRI a 


Din aatia (2, b) rezultă că: L i) = 0, 
d 


deci 
PÒ = constant = hi (3) 


Pentru a găsi ecuația traiectoriei se face schimbarea de variabilăzr = — 


Astfel, ecuaţia (2, a) devine: 


it 1 
te clau atăt pf. [a 
e mut rf u ) (4) 
b) În cazul orbitei spirale, ecuaţia (4) va fi: 
ROI (il leac 
Pie Copa: | 24 ape ai E 
no = mte (SE + a 6) 
c) Ecuația (3) conduce la: 
“h 
odo = oi (6) 
sau 
(Oj 
=h AC, (7) 
Deci, ; 
=G bb + G, j (8) 


d) În coordonate: polare : vw? = + rage, intrucit forşa centrală este 
conservativă, energia totală va fi: 


mi” + r263) + Ka = Æ = constant. (9) 


Pruația, (9), scrisă în funcție de.u = -r estei 


es me [E 5) + +u ej ve Vu dh Ei (10) 
În cazul orbitei spirale se obţii mihoyi de forţă: 
vw=e ma (Sa z) ai) 
2 ră TA 


Problema 1.1.3. O particulă cu masa m se deplasează într-un plan de-a 
lungul axei Oz sub acțiunea forţei F = Ax (A este o constantă). La momentul 
iniţial, particula se află în repaus la distanţa a de origine. Să se găsească 
soluția ecuației de mișcare a particulei, ego ici atu de frecare dintre particulă 


şi plan fiind p. 


Soluţie. Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie : mz = Av — umg (1). 
: edi A 
Soluţia generală este : x = xı -H Ta, unde a, este soluţia ecuaţiei omogene 


i-a e) (2), adică t = (O exp = t |+ G exp fe Ja e| (3) şi 


A 
z, este soluția particulară v, =ug (4), “Deci, x = C eNp TES ae 


+ a ep |- Erl o, 


8 


00 


La momentul iniţial, t =0, a = Cı + 


se deduc Gi'şì Ca, iar x Ob ca] 204 
+ uy (7). 

Problema 1.1.4. O. particulă P, de masă 
m, se află în punctul superior al unei sfere 
cu raza b (fig. 1.1.4). Partiĉula este depla- 
sată astfel încît începe să alunece fără rosto- 
golire. a) În.ce, poziție va părăsi particula 
sfera ? b) Să se calculeze viteza particulei în 
această poziţie. Mf 


„n. 


Fig. 1.1.4 


Solutie. a) Forțele care_acţionează asupra particulei sînt: greutatea 

= — M9 üy şi reacţiunea N orientată după normala 'la sferă: în punctul 
în care se află particula pe sferă. În coordonate polare, G şi? N se scriu: 
G= (G-a)ă, + (G-ü)ū = —mg sin 0-i, — mg cos 0:îo (1) şi Ñ= Nü, (2). 
Legea a doua a lui Newton în coordonate polare se scrie: £ —mă = 

= ml(r — rd)ă, ro 2r0)d9]= GIN (N mg sin 0)i—myg'sin 0: d5 (3). 
Componentele scalare -ale ecuaţiei (3) sînt: m(r — rô?) = N — mgsin; 
m(rd 4276) = —mg cos 0 (4). Particula mişcindu-se pe o “sferă de rază 
r= b, ecuaţiile (4) devin: —mb=-N-_ mg sin 0; bô — —g cos (5). 


isa: 5 along ata ale 5 “gga 462 
După înmulţirea cu 6, ecuaţia a doua din (5) devine: ioy dH- 


= oe (sin 0) și după integrare rezultă: bi = —gsin0+ C, (6). 
ag z 5 & PR f 
. 2 
Ea 0 — 5 9 = 0, deci C, = g și ecuația (6) devine : „A = g(1 — sin 0) (7). 
Înlocuind pe (7) în prima relaţie din (9), rezultă NE Ia mg(3 sin 0 — 2). Parti- 


| ; ( SA RM2 
cula părăseşte sfera în punctul în care N = 0, adică 0 = are sinf): 
asig ny imi sigalot o: {0,11 gi AOR ERNO POTEA. MEGGI = 
b) “Introducînd sin 0 mia an (7)-se obţine; 02 azi şi viteza. va fi egală 
ewi t =b. = || bg: 
cu: v =0-0 = g 


Problema 1.1.5. O particulă, de masă m, se mişcă în planul 20y, avind 
vectorul de poziţie +i? s= acos Ole dz  b sin coteiiunde'a, d şi e s?ut constante 
pozitive şi a > b.a) Să se arate că particula se mişcă pe o elipsă. b) Să se 
arate că forţa care acţionează asupra particulei este îndreptată spre origine. 
c) Să se serie energia cinetică a particulei în puinetele de intersecție ale elipsei 
cu semidreptele Ot și Oy. d) Să se arate că lucrul mecanic efectuat asupra 
particulei în timpulunei rotații complete a acesteia pe elipsă este nul, 

Soluție, a) Vectorul de poziţie al unui punet de pe elipsă se serie: F= 
= rü, + yly = a cos ol Üs + bsin wl dy undeg= a cos o! şi y= bsin ol (1) 


29 


Fig. 1.1.6 


S aN N 
Din ecuațiile (1) rezultă: | — | + (+) = cos? ol + sin? ot = 1, care este 
= pa a 


ecuaţia unei elipse (fig. 1.1.5). 
b) Forţa care acţionează asupra particulei se, scrie: E —m dr 
d£ 


d2 Sit 
= T [(acos oü, + (b sin ot)ă,] =— mo? F. 
Sen ae a a E 
c): Energia cinetică se scrie: de zii m m) =y m(o?a? sin? of + 


T 
> 


ab? cos? œt). În cele două puncte de intersecţie, ot =0 şi respectiv, a 


1 
deci dc, = 5 m ob? şi dcp E EE oa. 
| d) Lucrul mecanic efectuat “asupra particulei într-o perioadă se scrie : 
SEE Sp ; o 
jb >f F-dr -m o(a — b’) sin? at | =0. 
o f ; o 


Problema 1.1.6. O bară AOB (fig. 1.1.6) se roteşte într-un plan vertical 
lanul y0z) în'jurul axei orizontale Ox, cu o viteză unghiulară constantă œ. 
n lipsa frecărilor, să se scrie soluţia ecuaţiei de mişcare pentru o particulă 


de masă m, care se deplasează în lungul barei. La t =0, 0=0,r=tşi 


D = Do. : À 
Răspuns. La momentul t, vectorul de poziţie 7 al particulei tace unghiul 9 

cu axa Oy. Asupra particulei acţionează: greutatea G = — mg ü., forța 

centritugă Fe, = m o?r ñ, şi reacţiunea N = N îi, normală la bară. 


dir. SEPARE 
“Ecuația de mişcare a barei este: m T i, = (motr — mg sin dă, + 


+ (N — mg cos 0)â. În final, se obţine: 


y baza cupă Lp ăi A + m te je =at] + 
i aa eriet i 2w do? pI 
; aA 


Problema 1.1.7. O particulă de masă m se deplasează în lungul axei Oz 
astfel încît la momentul £ = 0 se află în punctul z = 0 şi are viteza ve. Asupra 
particulei acționează o forță care se opune mişcării şi are modulul proporțional 
cu pătratul vitezei instantanee. Să se determine: a) viteza particulei la 
t >0; b) poziţia particulei la t > 0; c) acceleraţia particulei la t >0. 

Soluție. a) Forţa care, acţionează, asupra particulei are expresia F = 
= —Bv ü, unde B >O este o constantă. 


Legea a doua a dinamicii se scrie Bar, R dt. Prin integrare se obține : 
V m 
l Bl y 
i = h G. finind:seama că la l; =0, V = Vo, rezultă, că; T =- 
V. m 
aeo Ro a): 
Boot -++ mMm 
b) Din (1) se. deduce că: x zaa i JE GC. “Tinînd seama de 
p vo 
l 
condițiile inițiale se obtine; a= aea (1 fre); 
m 
c) Din ecuația (1) rezultă: . ; 
> ES d d Mvo j= Bm? 
| dat at (poet m) (Boot -H m)? 


Froblema 1.1.8. Se consideră un punct- material în mişcare plană. 
a) Să se scrie expresiile vitezei şi accelerației în coordonate polare 
(fig. 1.1.8,a).b) Să se găsească dependenţa vitezei și accelerației de timp, 


| dacă mişcarea are loc pe o-spirală definită prin r = be şi 8 =c, b și c fiind 
| constante. aa = = 
Solutie. a) Deoarece T= ră,, und: r'şi B, variază în timp, se poate scrie : 
= p= rü, +r- : (1) 
mae dé, 
Din figura 4.1.8; b se; vede că: 
di due 40 
| : $ xl pisi atita Sea Ure 0 357 erai sug (2) 
„2 înlocuind pe (27 în (D, rezultă e si „ste 
| = 0 A rū; H 00. ilo; (3) 
| r fiind componenta radială a vitezei, iar rô componenta normală. 


Fig. 1.1.8 


zu 


Din (3) se obține: 


dö T lea ii 
A a i = (n r OA H (rO 2rd apt, + gg (4) 


Observație, Dacă particula sò migo pe un core de rază b, r=0 și componenta radială a 
accoleraplol osto bOr, indroptată spro contrul corculul, lar componenta transversală are 
valoarea b0, 


b) Din relaţiile (3) şi (4) se obţine în cazul spirálei plane: 5 = 2bt ü 
betè do şi à = D(2 — heda, +- 4 bel üg, E E Ca zar 


Problema 1.1.9. Considerăm un sistem format din două corpuri cu ma- 
sele m, şi respectiv, ma, legate printr-un resort cu constanta elastică k 
(figura 1.1.9). Corpurile se pot mișca pe o suprafață plană, fără frecare. 
Lungimea resortului nedelormat este l. La momentul inițial t =0, corpul 
de masă my se află la distanţa 1/2 faţă de corpul de masă m, şi se lasă liber 
corpul de masă ma. Să se studieze mișcarea centrului de masă al sistemului. 


Soluţie. În timp ce corpul de masă m, se află în contact cu peretele P 
(fig. 1.1.9), poziţia corpului m, este: , 


l f k Na 
zta= l — — cos wt unde o=|—| ` 
2 | m 
Poziţia centrului de masă va fi: 
mt Metal e= Matei l 
tomy = aA = (=s o); 
ma Hama, m +m, 


Corpul de masă m, iese din contactul cu peretele P cînd 41. Aceasta 
are loc la ol! = . După timpul /, centrul de masă se deplasează cu o viteză 
constantă. Viteza centrului de masă este viteza de la momentul t, adică: 

a malt) + mezat) =| m, ) ol, 
wA ; m, +m, Uni Fm) 2 
Problema 1.1.10. Două particule avind masele m, şi m, se mişcă cu viteza 


relativă Y, iar viteza centrului de masă este 5. Dacă M = m, + mM, este masa 

totală și p = (mame) (ma -- m,) este masa redusă a sistemului, să se arate 
e ze A 1 1 

că energia cinetică totală este egală cu' do Ea Mv? -+ A ONE 

ție ai maselor m, Ma şi, respectiv, 


Soluție. Fie F,, Fa şi F vectorii de pozi i 
1.10). Din definiția centrului de 


al centrului de masă C faţă de O (figura 1 


m 


Et at Fig. 1.1.10 


— ap 


3) 


r 


masă : 


= MPa SE hola şi Mila + Mafa 
mit m, 6 mF Ma 


Deoarece 


rezultă : 


mü, + Maba = (m, + m,)Ö (1) 
Viteza relativă a masei m, faţă de m, fiind Į, rezultă: 
d van: E pa 
V = — (Pi a) =i — fa = Du — Da (2) 
dt 
Din relaţiile (1) şi (2) se obţine: 
y z 
e Spate Şi D= ae sui (3) 
m +m, mı +m, 
Energia cinetică totală se scrie cu ajutorul relațiilor (3) : 
1 1 1 AE 
Ec = — m + -mb = Mi A — uV2. 
c 2 aV1 zi ata 2 2 u 


Problema 1.1.11. Să se scrie energia cinetică a unui sistem format din 
trei puncte materiale, cu masele m,, M, respectiv, ms, sub forma unei sume 
între energia cinetică a centrului de masă și energia cinetică a mișcării relative. 


Rezultat. Folosind schimbarea de variabile p, = F; — Fa, Pe =F — Ñ 
şi expresia razei vectoare a centrului de masă a celor trei puncte materiale 
(figura31.1.11), energiaăcinetică devine : Jo = Zm timh += m= 

mım,(F, — În) MaMa(Fa = Fa) 
2(m, + ma + m,) 2(ma + m, + ms) 
i mım,(iı— 7s) z 
2(m, + m, + m) 

Problema 1.1.12; Se consideră acțiunea unei forțe elastice asupra unei 
particule A de masă M, aflată “inițial în repaus (figura 1.1.12 , a). După 
ciocnire, cele două particule, sînt suficient de 
ro pei ca interacţiunea lor să fie negli- 
jabilă, A şi B deplasindu-se cu vitezele V şi 
respectiv, D. a) Să se serie legile de conservare 
ale impulsului și energiei şi să se arate că în 
urma ciocnirii, particula B'se deplasează după 
o direcţie care face un unghi e cu direcţia 
inițială, mai mic sau egal cu; x/2. b), Să. se, 
exprime v, V şi tg P în funcţie Ai Vo şi e. Care 
este fracțiunea K din energia cinetică a par- 
ticulei incidente comunicată. țintei? c) Să 
se arate că dacă se delermină experimen- 
tal ș şi D se poate determina raportul ma- 


selor  M/m' plecînd de Ta “doi inVariânţi, ` i "Fig tai 


= (m. + m: oee 


INA 


N o 
Ann Aaaa 


ta (o - ) iu (2p H b / 

6 danii Şi AAC da 9) et) Să se arate că Omas = 2V dacă masg 
la e sin W 

țintei m esto mult mat mică decit masa proicetilului M, e) Se presupune 

că cele două particulo sint protoni, Ce se poate spune despre unghiul dintre 

cele două traiectorii după ciocnire? f) Se consideră ciocnirile frontale 

(e = 0) ale neutronilor incidenti (M = 1) pe nuclee atomice de masă m. 


i „(m e CE up 
Să se traseze curba X =K (=). Să se justifice alegerea paratinei ca înceti- 
l 
nitor de noutroni fată de plumb. 
Soluţie, a) MVo= MV cos © -- mv cos:g; 0 = MV-sin O — musing; 


MVI = MV” -- mu? (1) 
Ìn tbiunghiul BCD (ligura 1.1.12; 4), 
(IVY = (MV3) + (mo) — 2(M V.) (mv) cos o (2) 


Tinind seama de a treia relaţie din (1) și de (2) rezultă: cos p = 
E (M -+ n) 


= (8); daricos onnu poate deveni negativ, deci 0 <.o<—, 

2 2M Vo 2 

i SS ` SEE: T = 
unde p = 0 corespunde la o ciocnire frontală, iar 9 S corespunde unei 
ciocniri. tangentiale. IN ES - 
RRE ; si : 2M 
b) Din relaţia (1) rezultă: v =V, ———— cos e. 
à hi M í 
Legea de conservare a energiei permite să se calculeze: 


mM 
(M + m) 


REN ei lazi y 
costa] le DI m sin 20 


a LE SSV SEA, papa Pa [5 
a ; M — m cos 2ọ 


— n Ș) = So S REN) 
RRE i pe 0 Q. 
Suie o LA cu 4 
` msin20 __ (Mm sng 
c) Calculind pe tg P = === și tolo F Ph = 
) seta EA + .M— m;cos; 29 pui (AM — m) cos e 
rezultă: A r Ste E D Deoarece te P= M sin V= nsin (29 -+ 0), 
M—m. ta pai i sa cil sati ial: ai j 
rezultă: M = sini(apiziz 0)> Astfel, măsurâtea experimentală a lui eşi 
m sin Ọ 
permite să se cunoască raportul maselor celor două particule, 
Ess : 2M Sa 
d) În cazul unei ciocniri froritale, vmar =Vo TEAN Dacă M >m, rezultă 
si M-i 
Es, Pax 2 Vos i i (1) ij 
z E e i € ook D f i “il 
e) Dacă M = m, velaţia (1) devine „mea = li adică. et 
2 i sin 


+ 9-3 Fi pricgre ar fi celelalte condiții (ciocnire trontală, tangențială ete,). 


a 


Pa 


LE ca e dm lo tă PTR ec TUE EERO: a, Za = 


M intinaciunea RITADE TITTIE TETE UA hs 


b 
Fig. 1.1.12 
pi 
î) În cazul ciocnirilor frontale, K E Ia ll a sau K îi etice e = 
(M + mY? my 
1+ 2) 
M 


Sa unde y ere 
CF M ie 
În figura 1:1;12,.b'este reprezentată curba K =K(y). Pierderea de energie 
este maximă pentru pe = 1; Într-adevăr, ao Ei iar je =0, 
in M a dy (1+yk 
adică y = şi | ) a =u > 0. Nucleele uşoare încetinese 
(69) GY. 


dy? (1 yy 2 


mai bine neutronii decît nucleele grele. 


Problema 1.1.13. Să se studieze mişcarea unui punct măterial pe o ci- 
cloidă aflată în cîmp gravitațional, știind, că energia totală a punctului mate- 
rial este o integrală primă a mișcării. Ecuația parametrică a cicloidei este: 
x = Rs + Rsins; z =R coss, iar la momentul inițial E —0, s—0 şi 
S S 


Soluţie. Energia cinetică a punctului material, care se mişcă pe o cicloidă 
în cimpul gravitațional, este : o S (224 22) — 2m R252 cost Z iar. energia 
potenţială, U = mgz >= —mMgR coss. Energia totală. devine : =b t U= 
= 2m R?s? cos? ae mgR:cos:S.: 2> iso RHI 


Deoarece energia totală este o constantă a mișcării şi pentru că la momentul 


inițial, s =0 şi s =s,, rezultă că 2 = —mgR cos se. Atunci : 2mR3%* cos? = 
— mgR cos s = — mgR cos sẹ de unde, după separarea variabilelor: 
7 SZR cos (512) | 


7 — ds. Făcînd schimbarea de variabilă sin > > u şi înte- 
A/ (Cos S — COS So 2 
grind, rezultă: i 


8 
S 
cos — 


t AE AR = RAE aro sin 4: 
g 3 Joss = cos se | A dă e AZER Data 


Pentru a afla perioada mișcării, care corespunde la o oscilație a punctuluil / 
material între limitele s = —so Și S = So, integrăm între limitele 2 arc sin (— uY 
şi 2 arc sin ue. Perioada mișcării va fi: / 


ra Bf Ema E 


Perioadă mişcării unui punct material pe o cicloidă nu depinde de! „ampli- 
tudinea mişcării (pendulul cicloidal, al „l"i, Huygens). 


Problema 1.1.14. Un vagon aÈ masă i M conține o cantitate m de nisip. 
La momentul t = 0 se aplică o forță constantă F în direcția mișcării şi la 
acelaşi” moment ‘se „deschide un orificiu aflat, pe fundul vagonului; nisipul 


dm 
curgînd cu o rată ia Să se alle viteza vagonului în momentul în care nisipul 


s-a scurs complet. Se consideră că la t = 0, vagonul.se află în repaus.. 


Soluție. Masa de nisip aflată în vagon la momentul t este m(t), iar în 
timpul dtse scurge masa dm. Impulsurile sistemului la momentele iniţiâl şi final 
sînt ::p; = (M + m(t) + dmh şi p; = p; + dp = [M + m(D+ dnj(o + do). 
Dar, “dp. =e dł şi atunci. se poate serie: 


F di 
= 1 
M iig 0 i 
m 
i = —a, rezultă : PE: 
Toata) at al Siale higo 


“După EEA lui (1). şi folosind pe B. se EET 


„Vp Cua i lia) zi 
i gi R EM: i 18 issa, SEI: 


Problema 1.1.15. O tijă subţire omogeñă: de lungime d se poate roti 
liber în spaţiu, în jurul unui capăt al său fixat într-o articulaţie. În poziţia 


iniţială orizontală i se imprimă tijei o viteză unghiulară iniţială oa. Să se 
afle unghiul minim tăcut de tijă cu verticala în timpul mişcării (fig. 1.1.15). 
Soluție. Conservarea momentului „cinetic în cele două poziții se scrie: 


i dy 
hor = Te Și a energiei : Ehet no Teos 9 zei unde Jo = e şi 
fie = lo sin? ora 
Din rezolvarea sistem ului de ecuații rezultă : cos? O LE cós “0 — zi =0, 


= g 
| adică 


do? sia i 
T 36 gi +l 


i Problema 11.46, Două particule, „avind masele 
My respectiv „Ma Se ciochesa elastic, Se alege un 


Fig, wi sistem de r referință galileiàn pe care îl numim 


“16 


a 


Aa 


„sistemu! Tâboratorului“ 
inainte “de iciocnire. şi Di Şi Da. după' ciocnire. Într:un ‘sistenm 'de referință 
aflat în centrul de greu 


 Vitezele :părtitulelor „în acest: sisteni: fiind di şi Da 


tate G al sistemului format 
pe care îl numim „sistemul propriu“ j 
ciocnire şi d, şi i; după ciocnire. Se consideră 5, = 0. a) Să se exprime i, 
Şi ü, în funcţie de ù. b) Să se arate că viteza centrului de greutate 5g este 
invariantă, Să se exprime ăi; şi ü, d, şi da în funcţie de î,. Să se deducă Valoa- 
rea maximă a energiei 2s, transferată după ciocnire particulei cu masa Ma, În 
funcţie de energia iniţială Ea particulei- cu masa;m,. c) Notînd cu 6, = 
= (Du în) şi 0 = (a up) se cere: a) să' se calculeze 6, în funcţie de 9, m, 
şi ma. Să se particularizeze această relaţie pentru m =m, =m,; B) să se 


calculeze 5; în funcţie de î, şi; y) să se reprezinte grafic vitezele înainte Şi 
după ciocnire în sistemul laborat 


de cele două particule, 
» vitezele lor sînt: dă, şi ü, înainte de 


orului, în cazul particular în care M = Ma = 
= m şi 6 = 72. SR 
Soluţie. a) Fie O originea sistemului de referinţă galileian şi G centrul 
de greut 


ate al sistemului format din cele două “puncte -mâteriale A; ŞI A3, 


de mase m, şi m, (fig. 1.1.16,q). Atunci, 0G e atat Asa a Aa” Astfel, 
$ DI oz Z iza Zi = "m Pm 
rezultă: ; p CE 
n ratai e E ae 
U, = ————— D, . 1 
i iei sa (1) 
şi 
appi ian eg 
mı + Ma 


b) Inyarianța vitezei Ōę după ciocnire este o co 
vării impulsului” centrului de greutate, 
se :scrie: 


nsecinţă a teoremei conser- 

care în sistemul centrului de masă 
A zd p =p 

mü, + Maia = mal + mai, (2) 


Ciocnirea fiind: elastică se conservă și energia cinetică, adică : 


1 1 a 1 7 
gati + Saun = icre + 2 ES (3) 


După înlocuirea expresiilor (1) și (3) se obţine: mū, + mū, = 0 şi 
din (2) rezultă că 


îi p NG 


Din ecuația (3), după simplificări, se obține: > / 


Ma 


mg Mg = 
ü = Da ns 
mik Ma 
iar din relația (4)-rezultă : N 
s Ü, = PRD 
ëm Homa 


2 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 ETA 


Pentru a obţine vitezele J; şi î, după ciocnire, în sistemul laboratorului, 
trebuie să adăugăm la fiecare din vitezele ü, şi ü, viteza centrului de masă ; 


d(0G) Mm» 3 
dt m, +- me A (5) 
Atunci, 
2, Ma 3 mı E 
Ü = vü, F ——— d 6 
m, -+ Ma E m, + Ma ; (6) 
şi 
= mı = Mp = 
Da Dl Pg ZA 
să mem m, + Ma : (7) 


Energia cinetică “maximă transferată particulei de masă m. este: 


Si 5, H 2 
Ca = MD = DS sie Vi = Anais dı (8) 
2 (ma + m)” (m, + m)? 
c) «) Impulsurile particulelor înainte de ciocnire sînt: 
Pi = Mada Și Pa = med, (9) 
4, MMs + 


Introducînd notația u = ; 
m, + m 
relațiile (9) devin cu ajutorul relațiilor 


(6) si (D): Bi = poin + 


Da = uviū, F uü. Aceste relații vec- 
toriale se pot reprezenta ca în figura 
1.1.16,D. Se observă că: 


E uü, şi 


o 


Mmi 


MO = Wr; ON = Wilna; 


2 


OQ = wir; 0 = (ös üa). 


Fig, 140.16 
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pp — A, -+- cos 0 


Ma 


În triunghiul MNH, tg 6, Sei la ae sin 0 


„ Dacă mM, = Ma, re- 


zultă 0; TRR 
2 


6) În triunghiul OIN, RA a R 
m, j 2 


m 0 n 4/27 


1) Pentru u E 05 9, A deci 0 = z și i] = 15, z > Punctele 


M, N, Q aparțin cercului cu centrul în O şi cu raza egală cu aee (figura 
; 2 
1.1.16,c). 


Problema 1.1.17. Un fascicul de neutroni nerelativiști, avînd masa M 
Şi aceeași viteză V, bombardează nuclee de hidrogen, cu masa mu =1 u, 
aflate în repaus. Nucleele sînt împrăștiate cu viteze diferite, a căror valoare 
maximă este vy. Cu aceiași neutroni se bombardează nuclee de azot, avînd 
masa My = 14 u și viteza maximă a nucleelor de azot este de 7 ori mai mică 
decît a nucleelor de hidrogen. Să se calculeze masa M a neutronilor. 


3 VyMy — M,Ug 7 
Răspuns. M = zN H o ns eai 
Vy — Uy 6 


Problema 1.1.18. Un electron nerelativist cu masa m şi viteza ọ cioc- 
nește un atom aflat inițial în repaus. Atomul capătă o viteză V’ paralelă cu ö 
şi este excitat pe un nivel de energie superior, primind energia 2. Să se de- 
termine viteza minimă necesară electronului inițial. < 
2 
(1 + a În cazul 
M M 


considerat, m/M ~ 1/1850 1, se poate dezvolta în serie binomul (1 + m/M) 


Răspuns. Problema - este posibilă dacă: v > 


după puterile raportului m/M, adică v > |= + z) 
E m 2M 
Problema 1.1.19. Se consideră un corp de masă m, în cădere liberă sub 
influenţa cîmpului gravitațional. Se cere să se afle abaterea locului de cădere, 
în raport cu verticala, provocată de rotația Pămîntului. Acceleraţia cîmpului 
gravitațional: este ĝ, iar viteza unghiulară Q a Pămîntului se va considera 
mică. La momentul inițial; vectorul de poziţie este fo; iar viteza d: 


Solulie. În cîmpul gravitațional, funcţia de potenţial este: 


Ecuația de mișcare a corpului cu masa m are expresia: 
ESEU ENID AEG x Q) i se (2) 
dt oF 


O fiind: mică se neglijează termenul mă x (Fx 9), care conține Q2. Atunci, 
ecuaţia de mișcare (2), tinind seama de (1), se serie: | 


19 


5 Ecuația (3) sce poate rezolva prin faproxi- 
mații succesive. Se pune: 


D = ü + Ga (4) 
unde î, este soluția ecuației 
a | y X 
7 adică 
Fig. 1.1.19 Ü, = Jt +0 (6) 


do fiind viteza inițială. Introducind pe (4) în (3) şi ţiniad seama de (6) rezultă ; 


(Gt dn P) = A0 H D A, 
adică . f 
; Da = Ag O Alba X OX O (7) 
Integrîind pe (7) se obține : 


IX O FPX OQ 
şi integrînd fpe (6) rezultă : 
ge 
Ti = Po F Dot F a 

În final, se obține : - PPS : 

pape pepe teiti ta 7 0 Japis Aee Am ear 

aici E REA E ae Lai O FPD X X, (8) 
unde 7, este „vectorul de poziţie iniţial al particulei. 


Considerînd sistemul de axe rectangular ca în figura 1.1.19 (axa z perpen- 
diculară pe suprafaţa Pămîntului şi axa z după meridian spre polul N) rezultă : 


ga = 9Â4=0; l = =] (9a) 
şi , 
0 = Acos 0; 0, =0; Oz:= 0 sin 9, (9b) 
O fiind unghiul de latitudine nordică. ` 


> a Ji ni ie pai 
În cazul unci căderi libere, D = 0işi (8) devine : F= Fa F AX Q, 
adică 


3 e 
r =0; y =— cost; z A "(10) 


deoarece Fo = zip, Timpul de cădere fiind 1 = | teontarm relaţiei a treia 
din (10)] rezultă ; 


ao „(tă p jani îxnsţiia | 
z=0; ae A (20) a cos. (1) 
3 lg 


„20 


Ţinind seama de sensul aj 
(11) că abaterea locului de cădere de la verticală are loc spre est. 


es pentru axele da coordonate, observăm din 


4 Problema 1.1.20. Se consideră un corp lansat paralel cu suprafața Pă- 
mintului, cu viteza iniţială d,. Se cere abaterea planului format de direcţia 
de deplasare a corpului cu verticala la Pămînt față de planul considerat, 
în cazul în care nu se ţine seama de faptul că Pămintul se roteşte cu viteza O. 


Soluţie. Se consideră planul zz care conţine viteza p- Ecuația de mişcare (8) 
din problema 1.1.19 devine: 


a 2 E 3 == a 
Es ctg retro Q-H PB x O (1) 
deoarece ñ% = 0. Ţinind seama de faptul că Ş şi Q au componentele (9a), 
{2 
respectiv (9b), date în problema 1.1.19, din (1) rezultă: y= —-Z 99z+ 
; 2 
ap P(Q Doz Isi 002). : 


Durata mişcării fiind 1 —2 22 rezultă: 


40, [1 
„= — (g2 Er Pea); 
3 $ 

Problema 1.1.21. Să se studieze influența rotației Pămîntului asupra 
micilor oscilații ale unui pendul (pendulul lui F ou ca ult) 0 este viteza 
de rotație a Pămîntului şi œ frecvenţa oscilaţiilor pendulului. 

Soluie. Se poate considera că pendulul se mişcă în planul: orizontal zy, 
deplasarea verticală a acestuia fiind infinit mică, şi aici vom neglija termenii 
în QO?. Ecuația de mişcare este : 


mi = — 2U + 2m(5 x-0) (1) 
oF 
Asupra pendulului acţionează forța F =—kr, deci U.=— fF-dř = 
= f kr-d7 -— LF şi sa = KF. Atunci (1) devine: F+ o = 2(Fx 0), 
F 


0 
unde a” = km. Deoarece z —0 (deplasarea verticală a pendulului fiind 
infinit mică) rezultă : 
2 + oz = 20,7; y Hoy = —20e7 B 
Multiplicînd ultima relaţie din (2) cu i şi adunînd-o la prima din (2) 
rezultă : | 
| 5 E H 2i0£ + ok = 0 (3) 
unde £ =z+ iy. Pentru Q, < o, ecuaţia (3) are soluţia: 
£=exp [—i04] (A, exp [ i o (+A, exp [—iot]) sau z+iy=exp [—iQ.(](zo+ 


+a) (4), i : ; i 
unde ze(f) Și Jə(f) dau traiectoria pendulului fără a ţine seama de rotația 
Pămîntului. 2 sh nggo ma ere emHsot 
Se observă din (4) că rotația Pămîntului duce la o pivotare a traiectoriei 
pendulului în jurul verticalei, cu. o. viteză unghiulară Q, iti) fas 


Problema 1.1.22. Se consideră o rachetă cu trei trepte, folosită la. ex- 
plorarea spaţiului cosmic. Primele două trepte transportă a treia treaptă 
pînă la o distanţă faţă de Pămînt la care atracţia gravitaţională devine negli- 
jabilă. Frecarea cu aerul este neglijabilă. Treapta a doua lansează treapta 
a treia în momentul în care a atins înălțimea maximă, adică viteza sa față 
de Pămînt este nulă. Viteza de expulzare a gazului este menținută constantă 
faţă de rachetă și egală cu Vo. Să se calculeze viteza finală a celei de-a treia | 
trepte a rachetei. Treapta a treia a rachetei are masa M, masa iniţială a combus- 
tibilului este me, iar masa expulzată în unitatea de timp este constantă. 


Soluţie. Impulsul sistemului format din rachetă, combustibil Şi gaz 
expulzat se conservă. Dacă masa de combustibil din rachetă, la un moment 
dat, este m, aceasta scade în timp cu o rată egală cu —dm/dl. Notînd cu V 
viteza rachetei; componenta după axa z a impulsului rachetei plus combustibil, 
la momentul ¿, este (M-+m)V, iar componenta după axa za impulsului com bus- 


t 
d 

tibilului expulzat este egală cu: a (V — Vədt, -astfel că. teorema 
y | 


d 
conservării impulsului se scrie: 0 -£ [M + m)V] — S [(V — Vo)] = 
d 


= (M + m) 1 Ve m, unde V este vileza rachetei de-a lungul axei z. 


dm i tc A a Ev = IL Z 
Dar, m=mM == t, unde m, este masa combustibilului: la. momentul 
di 


1==0, cind este lansată treapta a treia. Atunci 


dm AV dm. ah 
0 = M-A mni — — + Vo: (1) 
(m+ S adi E, i cil 
Relaţia (1) se integrează de la V = 0 pentru (=0 la V = V, cînd tot 
combustibilul a fost expulzat și m = 0. Combustibilul este complet consumat 


= 3 SE m ă 
la momentul t, =- =-` Atunci: 
m 
dt 
Mo 
dm 
Vv “ar 
dm 
YSG 
$ - ta E 
ANA a —— dm $ 
M + 0 ATA t 
0 0 Mao 


Voda 


iraciad SCN] d a a Sg purtat 
aci schimbarea, de variabilă x = — AR E eee 
ăcînd schimbarea, „Nariabilă a =. „rezuli EVITE EI 


“at ` 


0 5 
Pi E A t WI i tt (iesi í 3: | | UME m P 
= V, ln şi viteza finală va fi egală cu V; = Ve ln | 
Batia: aUan mita Ei cita EPRS M 


Problema 1.1.23. 0 sleră omogenă. de masă M se poate rostoauoli, tară 
"frecare, pe un plan neteda yi; înclinat cu un unghi'a față de planul ori- 
zontal (figura 1:1423). Să'se serie ecuaţiile: de mişcare ale sterei, 
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Problema 1.1.22. Se consideră o rachetă cu trei trepte, folosită la ex- 
plorarea spaţiului cosmic, Primele două trepte transportă a treia treaptă 
pînă la o distanţă faţă de Pămînt la care atracţia gravitaţională devine negli- 
jabilă. Frecarea cu aerul este neglijabilă. Treapta a doua lansează treapta 
a treia în momentul în care a atins înălțimea maximă, adică viteza sa față 
de Pămînt este nulă. Viteza de expulzare a gazului este menținută constantă 
față de rachetă şi egală cu Vo: Să se calculeze viteza finală a celei de-a treia 
trepte a rachetei. Treapta a treia a rachetei are masa M, masa inițială a combus- 
tibilului este mə iar masa expulzată în unitatea de timp este constantă. 


Solulie. Impulsul sistemului format din rachetă, combustibil și gaz 
expulzat se conservă. Dacă masa de combustibil din rachetă, la un moment 
dat, cste m, aceasta scade în timp cu o rată egală cu —dm/dl. Notînd cu V 
viteza rachetei, componenta după axa z a impulsului rachetei plus combustibil, 
la momentul ţ, este (M--m)Y, iar componenta după axa z a impulsului combus- 


i 
tibilului expulzat este egală cu: o (V — Vo)dt, “astfel că. teorema 
h l 
e ; . ed ; dm 
conservării impulsului se seric: SET [M + m) V] — E [(V — Vo)] = 
d 
= (01 + m) + pete 


spa unde V este viteza rachetei de-a lungul axei Z. 


Dar, m imp e ST unde :M, este masa combustibilului : la, momentul 


t—=0; cind'este lansată treapta'a treia: Atunci 


K SABII ID SSTP] 


did DA e ae 
0 =| MA mo— — t| +V, Ca ie (1) 
| (m+ Z d | Toe 
Relația (1) se integrează de la V =0 pentru t= 0 la V = V, cînd tot 
combustibilul a fost expulzat și m = 0. Combustibilul esie complet consumat 
la momentul t; — 9: Atunci: Rn RI de 
„dm 


F 


0 ES Mo 


a aa ti a e di d aan (Vad. 0 
ACAD ACU PICA Secara AFA i alt cai D Una iM mi ~ Ë 
0 - 
a ARI Ip pile (jicai Fs § Pira pH Mm FRIE 
= E EA viteza finală va fi egală cu V, = Veo ln e Ñi 
siS 7 Mo Mi a bre MEDUS TOPO UB tjai M, Rila 
Problema 1.1.23. O sferă omogenă de masă M se poate rostoguli; fără 
“frecare, pe un plan neted myi; înclinat cu un unghi'a față de planul ra 
zontal (figura 1:1423). Să se scrie ecuaţiile: de miştare ale slerei.. © =¢= 
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Fig. 1.1.23 


Soluliė Poziţia centrului de masă față de sistemul 'z,y,z, este- determi- 
nată de coordonatele x’, y’, z', unde z =r (raza sferei), iar orientarea sferei 
este determinată de unghiurile Euler 0, y, ọ. Atunci, variațiile òx şi 3y vor 
fi date de relaţiile: . 


3e r(ò0 sin 4 — de sin 9 cos); 
dy = —r(80 cos Y + 8e sin 6 sin 4), ; (1) 


care nu pot fi integrate pentru a obține relațiile dintre z, y şi 0, 4, e. 
Relațiile (1) reprezintă legături neolonome tipice. i 


Ecuațiile mişcării de translație a sferei se scriu : 
Ma = fs, + Mgsina; My! ips 
Mz- fa ~ Mgcosa p Si (2) 


unde fz, fu» fa sînt componentele forței de reacțiune . din punctul de 
contact P. ' S i 
Ecuațiile mişcării- de rotaţie a sferei vor fi: 


Ios = Mz; lov, = Mu oz = ME (3) 
unde I este momentul de inerție al sferei. în raport cu orice dreaptă. care 
trece prin centrul său, iar oz, Oy, @z, sînt componentele vitezei unghiulare 


a sferei față de sistemul de axe ziyiz. 
În cazul considerat, I, = I, =I, = I = constant, indiferent de orientarea 


sferei. Atunci relaţiile (3) devin: 


1 (cos Y + e sin 0 sin Y) = fur; ke OaE Pino costy); re fe 


1-5 ($ + ẹ cos 0) = 0. (4) 


Fig. 1.1.24 
Considerînd deplasările òx, dy ca variabile în timp se scrie: 
d = r(6 sin ù = e sin 0 cos Y), = roy, i 


y = —r(6 cos p + ọsin 0 sin Y) =—roz,; 7 Bety 
Înlocuind relațiile (5) în (4) se obţine: | 


I Tag E 
—2 = fat;  ——Y9 = ur; 2 =0 
r r } e 
şi mai departe în relaţiile (2) rezultă: 
~; Ma = Mgsina; ji = (0 
r ; : a ; 


(5) 


Astfel, se pot determina coordonatele x, y, z ale centrului de masă în func- 


ție de timp şi componentele fz, fv, fz, ale forței. 


Problema 1.1.24. O bară subțire omogenă OC avînd masa u pe unitatea 
de lungime se poate roti în jurul axei orizontale AB făcînd unghiul 0. cu 
verticala (figura 1.1.24). Bara orizontală A B'se poate'roti în planul orizontal. 


Să se scrie ecuaţiile de mişcare ale barei OC. 


Soluţie. Se consideră coordonatele centrului de masă în sistemul vyz 


legat de bară egale cu y =, =z —0; iar momentele de inerție sînt : 


To= Il I, =0, iz. = Iza = Iy: =0. 


Vitezele unghiulare faţă de sistemul de referinţă tyz vor îi: 


Oz i-ai —0,, Oy = d, COS Oa, Oz =.0a sin 0,. 


Acceleraţia centrului de masă faţă de sistemul ay va fi: 


â=fh+roxi+roxt(oxf), 


(1) 


unde ño este vectorul de poziţie” al originii sistemului de referință xyz 
față de sistemul Taia, lar i vectorul de poziţie al centrului de masă faţă 
de sistemul de referință xyz: Componentele scalare ale relaţiei (1) sînt: 


dz = da — tlah Eo) t gloros — GI) + loso: + os); 
îy = toy F (asiy H0) yo + o) + (oro — oa); 
a; =a Faze, o) + yoro H w) = 4024 o); 
unde EIR 
i (oz = SRO gati — RÖ? sin 0; G = RÔ? cos Oy. 
Atunci | 

Gis ai (z+ Esin a.) — 26,5, = cos 0; 


üy =— (z -+ Lis o.) 62 sin Oa Eee da; 
2 2 
a, = (z + sin B) 02 cos 62 cos 6, — SU (2) 


Ecuațiile mișcării de translație se scriu: 

Mas = la; May = —Mg cos ba + fv; Ma, == Mg sin Oa F fa (3) 
unde fas fu, fz sînt componentele forței de reacțiune din punctul de rea- 
zem. İnlocuind relațiile (2) în (3) se obţine: 


F D AA 
M (z + sin 0], -H{2{0,0; = COS J = — fz ; 


M (= + sin o) 6 sin 6, + = | = Mg cos 0 = fus 
d îs 5 [SA z 
M||R + z o) 02 cos 0, — ze] = — Mg sin 0, + fe. 


Ecuațiile mişcării de rotație se scriu: 
M(a:y — z) + Iza TOS Isjosoz i Im za = oy) TE 
= Izi(oroy 02) Hillo — 03) = Tai 
M(aoz2 — dos) + Iyoy + (+ — Lor: + Iuz(0voz — 02) — 
> zl ovoz tb oz) t Talot) = Tu i su 
M(aov2 ='ao9)] E Los H (Il Io)ozou H Talora = az) — 
| „i Ludazoz F oy) E Teslo E w8) = Ta l (4) 
unde componentele T,, Ta sînt ale momentului de torsiune, În cazul 
considerat, ecuațiile (4) au forma : a ; 


MR Z d? cos 0; — I2(0, — 0? sin 0 cos 0a) = Mg 7 sinb ; 0= Ty; 


MRE 0, + Ia(0, sin 0a -+ 20,0, cos 0) = 7, 
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Problema 1.1.25. Un cilindru de rază 
a şi de masă M se rostogolește fără 
alunecare pe un plan înclinat, de unghi a, 
Să se calculeze acceleraţia cilindrului. 


Soluţie. Se consideră că cilindrul se 
află iniţial în contact cu planul în 
punctul O și după timpul t s-a rotit cu 
unghiul 0 (fig. 1.1.25). Dacă vectorul de 
poziţie al centrului de masă la momentul / 
este 7, mișcarea este descrisă de ecuaţia : 


; Mi =M] +R +f (1) 
unde A este reacţiunea planului şi f forța de frecare. Proiecțiile ecuației 


(1) pe axe sint: Mx = mg sin « — f; My > R — Mg cos «, iar momentul 
forțelor exterioare față de axa ce trece prinicentrul de masă este: 


Fig. 1.1.25 


M = — fă; (2) 
Momentul cinetic faţă de axa orizontală ce trece prin C este: 
L = lo SU ac) 


unde 1. este momentul de inerție al cilindrului. 


Legea, conservării momentului cinetic se serie: jai Aa 


M=. (4) 

Înlocuind pe (2) şi (3) în (4) rezultă: To= af. Deoarece cilindrul rămîne 

pe plan, y =0 și cum nu există alunecare; 2 = a0. În acest caz, se poate scrie : 

— let - Dar, I. ZA şi atunci R= L Më Astel, rezultă accelerația : 
CE Wre? [se 3 erare. g 


1? 
şi it 


Problema 1.1.26. O particulă cu masa de 1 g, avînd viteza d, = Să — 280 
se ciocneşte neelastic cu o particulă cu masa de 2 g și viteza 0a. Să se calculeze 
viteza (modulul şi vectorul) particulei rezultate. 

Răspuns: 5 = "18,028, Aü, ia bi = V21 m/si 

Problema 1.1.27. O particulă A se ciocneşte elastic cu particula _B 
aflată în repaus. Să se determine raportul maselor lor dacă: a) ciocnirea 
este centrală și particulele capătă direcţii opuse și viteze egale; b) direcţiile 
de mişcare ale particulelor după ciocnire fac un unghi 0 = 60° și sînt simetrice 
faţă de direcţia iniţială a particulei A. 

m 1 

Răspuns, a) m ==. 

i Mg 3 


Die i 


Fig. 1.1.29 Fig. 1.1.30 


Problema 1.1.28. O particulă cu masa m este deviată cu un unghi de. 
2/2 în urma ciocnirii cu o altă particulă de masă M, aflată iniţial în repaus. 
Particula. de masă M se. deplasează. în. urma, ciocnirii după o. direcţie. care 
face un unghi 0 = 7/6 cu direcţia iniţială a particulei de masă.m. Să. se calcu- 
leze variaţia energiei cinetice. a sistemului format. din cele. două particule, 


dacă zh = 5, 
m 
Răspuns. Ser 2an 
7 Vei 5 


Problema 1.1.29. O moleculă ciocneşte o altă moleculă. cu aceeași masă 
şi aflată în repaus. Să se arate că unghiul dintre direcţiile moleculelor după ` 
ciocnire este egal cu 7/2, dacă ciocnirea este perfect elastică. o A 


“Răspuns. Avînd notaţiile din figura 1.1.29, se obţine: 0,16, = 


Problema 1.1.30. O particulă A de masă m are viteza iniţială d. După 
o ciocnire elastică cu particula B (figura 1.1.30) de masă 2m, aflată iniţial în 
repaus, particula A este deviată cu unghiul 0 față de direcţia inițială. Să se 
calculeze unghiul 6. 


Răspuns. 0 = arctg2 = 6%. 


1.2. TEORIA RELATIVISTĂ (EINSTEINIANĂ) = 
Breviar ; 


În cazul vitezelor. relative ale corpurilor, comparabile cu viteza luminii 
în vid, c, legile şi principiile de bază ale mecanicii trebuie reformulate în cadrul 
unei teorii mai generale. Această teorie în câre se formulează legile generale 
ale fenomenelor fizice în forma' valabilă şi la viteze relative foarte mati ale 
corpurilor, pentrir care- legile: formulate. în. fizica -nerelativistă nu mai sînt 
confirmate de experienţă, poartă numele de teoria. relativității restrinse. 

Teoria relativităţii restrinse constituie, “în esenţă, o cinematică, formulind 
baza teoriilor fizice care vor fi în mod obligatoriu relativiste. dar vor păstra 
domeniul lor explicativ particular. Limitarea teoriei constă în studiul feno- 
menelor unde influența gravitaţiei este neglijabilă. Experienţa: Michelson 
şi Morley, precum şi experienţa Kaufmann constituie bazele experimentale 
ale: teoriei relativităţii restrinse; elaborată de Albert Ei n'ste in în 1905, 
avind ca precursori pe H: A. Lorentz, I, H. Poincars şi P.Lan- 
gevin, Í } 
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i Teoria relativităţii restrînse se bazează pe principiul relativităţii restrinse 
einsteiniene, principiul invarianţei vitezei luminii în vid, principiul de cores- 
pondenţă, precum şi pe noţiunea de simultaneitate relativistă. Pe baza acestor 
principii se stabileşte că transformările Galileo Galilei sînt un caz particular 


al transformărilor Lorentz : 


Fi = d = a? v? —1/2 Dope A Mă 
yè —1/2 Ü- 
ao E LAP i 
| z) | tea ) (2) 


Transformările Lorentz duc la introducerea mărimilor lungime cine- 
matică și lungime proprie, volum cinematic şi volum propriu, durată cine- 
matică și durată proprie, stabilind legătura între fiecare mărime cinematică, pe 
de o parte, şi mărimea proprie corespunzătoare, pe de altă parte. De asemenea, 
se introduce teorema relativistă de compunere a vitezelor, se explică cantitativ 
relativitatea simultaneităţii, efectul Doppler-Fizeau ş.a. 

Reprezentarea mişcării unui sistem fizic se face în spaţiul Minkowski, 
a cărui metrică este dată de 

(ds)? = “(d — (dx)? — (dy)? — (dz). (3) 

Proprietățile intrinseci ale lumii fizice sînt caracterizate de entități 
matematice care posedă caracterul de invarianță în raport cu rotațiile spațiului 
cu patru dimensiuni (minkowskian) și prin urmare, în raport cu trånsformările 
Lorentz cele mai generale. Aceste entităţi matematice sînt invarianți scalari, 
cuadrivectori şi cuadritensori de ordinul al doilea. | 

În dinamica relativistă se stabileşte că masa inerţială depinde de viteză : 

Mo 


ERRES ni la | (+) 
Hi SI yii ? | VERSIT 622. buri 


5 ta 
Se introduc noţiunile de cuadriviteză, cuadriacceleraţie, cuadriimpuls, 
cuadriforță ete. Legea fundamentală a dinamicii capătă forma : 


PRIN Pa 
Fi (mò) Sagi =F AT 


Legătura dintre energia totală & = mc, energia de repaus Co = mac ȘI 
impulsul = mi, pentru, o „particulă liberă, este: d? =cîp' + da. De 
asemenea, între variația energiei, Ad, și variaţia masei, Am, ale unei pati e 
există relaţia: Ad = "Am, unde Ad = 6 — 2 şi Am = m — ma. În cazul 


absenței cuadrifoiţelor exterioare, Æ = 0, rezultă teorema de. conservare a 
cuadriimpulsului D = constant, care implică 2 d, = constant și Pe s 
= constant, simultan. În fine, dinamica relativistă introduce şi noţiunea A 
foton, ea particulă cu masa de repaus nulă, avînd energia e=pc şi viteza v = 6- 


Sa w 


PROBLEME | | Ă = 


Problema 1.2.1. Se consideră un referențial fix (S) și un punct M de 
coordonate z, y, z. a) Fie referențialul (Si) în mişcare de translație RAE A 
cu viteza î,, paralelă cu Ox, față de reterenţialul (S) şi un reterenţial (S1) 
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în mişcare de translație uniformă cu viteza 2, paralelă cu Oy, faţă de refe- 
renţialul (S,) (figura 1.2.1, a). Să se scrie coordonatele punctului M în referen- 
ţialele (S$,) şi (S1). b) Dacă un referențial (S3) se află în mişcare de translație 
uniformă cu viteza ō,, paralelă cu Oy, faţă de referenţialul (S) şi un referen- 
țial (S; ) se află în mişcare de translație uniformă cu viteza d, paralelă cu 
Oz, față de referenţialul (S2), să se scrie coordonatele punctului M faţă de 
referențialele (S3). şi (S,) (figura 1.2.1, 6). c) Să se compare expresiile coordo- 
natelor punctului M obţinute la punctele a) şi b). d) Un mobil M se deplasează 
cu viteza 9, paralelă cu O'y’ a referenţialului ($,). Care sînt coordonatele 
punctului. M în referenţialul ($)? Să se scrie ecuaţia traiectoriei punctului M 


în referenţialul (S) și să se compare cu ecuația traiectoriei din mecanica 
clasică. 


Solutie. a) Coordonatele punctului M în sistemul de referință (Si) sînt: 


= t — vaze 
Ti nba. yJ =J; z =Z; LE ıx/ p (1) 
i sl anu 
Ta = 
iar în referențialul (S7) sînt: 
d A PI + 2 
t” = q”; y” ne Vaz 2 ; r sat z; pri Vy le > (2) 
d i aih 
| ENE a ; i M 
b) În referențialul (S;), coordonatele punctului M sint: 
g A e ai Val Cine z PEE EE 


Fig. 1.2.1 
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ppt a —— vt 


C= iae 
SA = ——— ; y” Sy y' ; g! ea z’ ; w z t — iaxe S (4) 
vi vi 
c Ea 


c) Din compararea expresiilor coordonatelor lui M de la punctele a) şi b) 


rezultă că transformările Lorentz corespunzătoare la două viteze neparalele 
nu sînt comutative. 


d) Coordonatele punctului M în referenţialul (S,) sînt: x =0-: 


D > y = vk; 
ar 


Aceasta este ecuația unei drepte. Rezultatul nu este simetric faţă de p, 
Şi v, datorită necomutativităţii celor două transformări Lorentz penlru 
viteze - neparalele. 


Vo 

ÎnYmecanica clasică (figura 1.2.1,c): y ez: 

Problema 1.2.2. a) Se consideră două evenimente, E(t, Yo Z L) si 
E(x, Y2, Za, l), în referențialul (S). Ele sînt caracterizate printe intoa 
de timp £ şi o distanță l. Să se arate că intervalul s” =c ja = P se conservă 
la schimbarea referențialului inerţial. b) Considerînd că pucnigeniele 
Ei (Da Va a e 0) Și Eta = ye aÀ l) au loc în selepa u 
(S) şi că referențialul (S') are o mișcare de translație cu viteza COLE : 3 
paralelă cu Oz, față de referenţialul (S) (figura 1.2.2), să se serie coor ona Sie 
celor două evenimente E,şi E, în referenţialul (S°). c) Să se găsească son aN 
în care evenimentele E, și E, au loc în același moment în re ERTER S 
şi condiţiile în care evenimentele au loc în acelaşi punct în referenţialul (S°). 


Soluţie: a) s? = et? — l? = e(t, — i)? — Era a Yu) = 
aie AS CE A a sa: si 
. 5 Lă a ` 
b) Coordonatele „evenimentelor: E, şi E, din referențialul -(S°) sînt: 


; A a) Ta — Vl, ` j = z2=0i 
zi = y= 2, = l= 0- pentru evenimentul Ey şi ty = i h= h 
1 1 E 
Siy 
, la — Vitale" 
la ama Dai 
= 
' cà 
y y', 
Fig. 1.2.2 pentru evenimentul La: 
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„ ©) Dacă evenimentele au loc în același moment în referențjalul (S’), 
= Das e i o x 19 + Fa, v 
t =h t =0 şi atunci s? =s’? = —y2, Condiţia necesară este ca s? < 0. 
În cazul în care evenimentele au loc în așa fel ca l“ =0 și ti, = 0, urmează 
Dts 


cù h ser Se observă că: 2 = (a= 232 + (Va — yy F (a a E, 
272 
de unde l =q}. Atunci, l= t, = dă ȘI SA ms T E = c2 A CIE 
c 62 
a(% 
—n[ = 1) < 0, deoarece bje <:1. 
ct 


Dacă evenimentele E, și E, au loc în același punct al reterenţialului (S°), 
. 3 Ra T l y 
Ty =Q şi rezultă că x, = vl, sau v = B Fr Condiţia ca v<c conduce 
2 
la: è? = — l? >0. Pe de altă parte, 


pe da ac? CZ ga aiee 


Deci l, are acelaşi semn cu t, adică evenimentele se succed în aceeași 
ordine în referenţialele (S) şi (S^). 


Problema 1.2.3. Într-un referenţial “S (Azyz) se află!o riglă fixă AB, de 
lungime ! (74 = 1), iar în referenţialul S'(A'z'y;z'), aflat în mişcare ¡de trans- 
lație uniformă cu. viteza ð paralelă cu A'z! faţă, de-referențialul (S), se află 
o riglă fixă A'B' (x's = —1), de aceeași lungime proprie, ca işi „precedenta. 
Originile A şi A” -ale referenţialelor- coincid la momentul t — (10, a) Să se 
determine coordonatele evenimentului E,, care constă în întilnirea extremi- 
tăților A' şi B, în referenţialele (S) şi (S°). La ce concluzie ajunge observa- 
torul din referenţialul (S) aflat în B? b) Să se determine coordonatele eveni- 
mentului Es, care constă în întîlnirea extremităților A şi B', în reterenţialele (S) 
şi (S'). La ce concluzie ajunge observatorul din referenţialul (S') aflat în B^? 
e) Care este punctul C’ din referenţialul (S') care coincide cu extremitatea A 
cînd în reterenţialul (S) extremitatea A” întilnește pe B? Cum este așezat 
acest punct C' față de B' ? Care este punctul C din referenţialul (S) care 
coincide cu A' cînd în referenţialul (S”) extremitatea A întilneşte pe B’? 
Cum este aşezat C faţă de B? 

Soluţie. a) Coincidenţa A'B înseamnă că în referenţialul (S), x =l şi 


lri p a Sa a 
t ==, iar în (S°), x" =0. Cu ajutorul transformărilor Lorentz se scrie: 
D $ 


i Sei 2 2 
U mulci = ee 


Atunci-l < l şi observatorul din B ajunge la concluzia că timpul se 
scurge mai încet în (S°) decit în (S). Est pA 
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b) Coincidenţa AB' presupune că în reterențialul (S”), £ = —L'şi 


gl 
= p: 


iar în (S), = 0. Cu ajutorul transformării Lorentz se scrie : 


şi observatorul din B’ constată că timpul se scurge mai încet în (S) decît în (S”), 
c) Întilnirea AC are loc la momentul t = l/v şi atunci 


, 2 == 


deoarece x =0. Deci C'-este la stînga lui B’ (figura 1.2.3). 
Întîlnirea AC” are loc la-momentul t = 1/v şi deci 


deoarece x! =0 şi. C.'se află la dreapta lui B: dz: 

Problema 1.2.4. Se consideră două surse de lumină, aflate în punctele 
A şi B ale axei Oz din referenţialul (S). Se alege originea sistemului de refe- 
rinţă în aşa fel încît OA = —0B —a. Un alt referenţial, (S'), care coincide 
la momentul t =t''=0 cu'(S), se deplasează de-a lungul axei Oz cu viteza 5 
faţă de (S). La momentul t = 0, măsurat de ceasul din (S), se emit: două 
semnale luminoase din A şi B, care ajung simultan în 0..a) Să se calculeze 
timpii t, şi f, măsuraţi în (S) şi respectiv (S), necesari semnalului emis din A 
să ajungă în O’, originea referenţialului (S°). b) Să se calculeze timpii te și h 
măsuraţi în (S) şi respectiv (S); necesari semnalului emis din B să ajungă 
în O’, originea referenţialului (S^): c) Un observator aflat în 0! priveşte punctele 
A şi B la momentul't' =0, măsurat de ceasul din 0”. Să se calculeze la acest 
moment poziţiile lui A și B în; referenţialul (S') şi distanța AB măsurată în 
referențialul (S). a a a 

Soluție, a) Lumina, emisă din A ajunge în,.0' după timpul f, măsurat 


a 
în (S), adică (figura 1.2.4): O'A = OA — 00' =a => vii = clu, sau, =: 


cte 
Ceasul “din O“ înregistrează timpul 
De a eee: 
, ' y? 
a 4) pi SE 
A p | ab |, zi 
8 p m 
4 unde a,'este abscisa punctului 0 în reterea 
i | i a 
a A ţialul'(S), adică as ul =- 
Fig. 1.2.3 Co 
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a VU 
Deva îi 


Fig. 1.2.4 


Lă a seva: r i: 
tc e OB 


Atunci, 


č -Hv cs @ 


4 Pentru observatorul aflat în: (S), care vede că 0” se deplasează, durata 
d propagării semnalului luminos este mai mare decit durata proprie măsurată 
3 de observatorul aflat în -0% din (S^. 

b) Cînd semnalul: luminos emis de B ajunge în:0', ceasul aflat în (S) 
măsoară timpul t; adică BO =B0+00' = al = cl, de “unde 


citi j av, s 
l = Tt Poziţia lui 0° față de (S)este: r, = vl, = „ Atunci cea- 
C—v z C—v 
sul atat în (S) indică timpul | 
g = la tavle, oua T ju sud 
RE c—v (6 c 
că 


adică acelaşi fenomen de dilatare a timpului, (la > l4). Se observă că 
(e 0) a 3 i ; 
l # 0, deoarece v 4 0. Rezultă că semnalele :luminoase emise de 


, 


a, Ee +v 
A şi B nu ajung simultan în 0’. 
c) La momentul ' =0, în sistemul (S^), 0’ are o poziţie dată de x = 00" 


față de (S) şi un ceas aflat în (S) arată timpul dat de 


t= av]c2 


SS xU pnz ; h k : 
adică l ==: Conform transformărilor Lorentz, abscisa lui A faţă de 


c 
(S) este: 


9/9 3 
A , e a e Ua v 
Tp = a K | =a |i a: 
pi s 
nT 


3 — Culegere de probleme de fizic — od, 138 33- 


Rezultă că pentru observatorul aflat 
în (S), 


o 


AB = ai ză =a =, 
c? 


| 


în timp ce pentru observatorul din (S), 
AB = 20. 


Problema 1.2.5. Un mobil cu masa 
de repaus m, se deplasează cu vileza 
Fig. 1.2.5 d(uz, Uy, u) faţă de sistemul de refe- 
rinţă inerţial (S). Un alt sistem de re- 
ferință (S^) se deplasează cu viteza 7, paralelă cu Oz, faţă de sistemul (S). 
a) Să se calculeze viteza i'(uz, uy u;) a mobilului faţă de sistemul de refe- 
rinţă (S^). b) În cazul particular în care mobilul are viteza ă” paralelă cu 
axa Ox din referenţialul (S'): æ) să se găsească formulele de transformare ale 
impulsului său la trecerea din referenţialul (S') în (S); B) să se arate cum | 
variază componentele forţei care acţionează asupra mobilului la trecerea 
dintr-un reterenţial în altul. c) Două mobile M, și M, au în referențialul (S) 
ecuaţiile de mişcare (2 =0, y = ut -+ a, z =0) pentru M, şi (x =b. y = 
= ut + b, z = 0) pentru Ms: œ) să se scrie ecuațiile: de; mişcare, ale celor 
două mobile în-referențialul (S); B) să se calculeze pentru fiecare referențial £ 
momentele de timp la care mobilele traversează planul z0z şi să se interpreteze 
rezultatul. 
Soluţie. a) Relaţiile de transformare Lorentz pentru sistemul (8%) | 
(figura 1.2.5) se scriu: 


z— ul r 
| E E E N an 


morent u? 
tas pera 
| c? „UI Mi | Ca 


Componentele vitezei & sînt: (2 ERP i 


dr — pate Ura 2 a 
De Aa IEEE z di > 


TS Uz FE SDan Sia d Upin FR 
Fa dt Fa Dilz at 1 Luz 
S z a 
F dz’ ESNA NAI z, v? [ee j 
Uz ET TEE ea i 
d!" Si nig | 
i (ie 


< F 3 ` t ă 
b) a) Deoarece mobilul are viteza ū' paralelă cu axa'0z din (S ), rezultă 


că modulul ei va fi: ŞI la | 
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deci 


o Aie ue dorae) 


Us, =—— = - 
E, VHRR 


l 


1 


unde $ =vjc, iar B! =u'Je:  În'sistemul (S); proiecția impulsului pe axa 
Oz vali; 
; B’ j 
a Moll; RE moc(f + 6!) == í) 
J: A VSAA 
c Í i 
Pe de altă parte, în (S”), proiecția impulsului pe axa, Oz este: ar ongi 
4 mu - 1998.47 ai 
pi SR 0 : (2) 
12 i 
|! T ns | i 
cz îi ; 


Ecuația căutată se obţine din relaţiile (1) şi. (2) e 


BaN — 2 mecf : E 2 ze Ze = 
Dr al EE i Ti i (3) 
Viera fii fi abiy spatar at AA Mlidora 
Pentru celelalte componente : py = py; Pz =p; 


; EA E pe ete ee 
$) Diferenţiind relaţia t = y fk Taa) unde X= fi- = „„ rezultă: 
BAS dez 


aie pal cil 939 p ago pe tă alla (4) 
i Diteteațiiial și” relaţia (3) se obţine: “ape = rapi | + mp: în £), 
ERA 
Seriind relația (2) sub forma Bz = = moeg’ y = ac TE — 1, unde B = 
= (y — Php, rezultă : E 
Chr = E d $ j 
ap, — B e E a Ei zaa) 
cady Îi Bi HISD ID-BSI 7 Onr Ga F S83 MEG 
Împărţind relațiile (4) şi (5):sefopține — > Sanari salile EE = 
dpa dpa. 
U E aE 


Deci, proiecția forței pe axa Ox este aceeaşi în orice referenţial care se depla- 
sează cu o viteză paralelă cu axa Ox. X i 


N E e ia 
d o > . 
Pe 'de'altă parte, —— Rui enrad e. ; dacă B< 1l, Apy 25 R „Abe 
d “dl FBR e di d! 


Deci, componenta forței pe axa Oy diferă de la un sistem la altul de referinţă 
inerţial. Situația este aceeași şi pentru axa Ox. 

c) a) În (S), ambele mobile au aceeași, viteză a: u, = dv/dt =0; 
u, = dy|dl = u; ilz: pe = 0,iar în (5), conform relațiilor de la punctul a), 
viteza lor devine d” =de dli ap în st = dy lat = ulei; w = az fd =0. 
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Ecuațiile de mișcare în sistemul (S) sint :2 =—vl + A; jy = 
= (uj) + Bi; 7 = G, pentru mobilul M,. Pentru determinarea constan- 
telor de integrare A, Bı, C, se scriu condiţiile inițiale: în universul 
Minkowski, un eveniment E, care se produce la momentul £ =0 în (S), are 
coordonatele : tve =0, Yg = 4, Zg =0, lp =0, iar în (5°), același eveniment 
are, contorm transformărilor Lorentz, coordonatele: ap = (Xp — vlg) S; 


YE = Js =Q, 2g =Zg =0, lg =y(tn — uzulc?) =0. Rezultă că: A, =C, =0 
şi Bı =a. Ecuațiile de mişcare ale mobilului M, în (S) sînt: 
gs; y = l yF aa =0. 
Pentru mobilul M., ecuațiile de mişcare sînt: z =—vl' + Az; y = 


= ut' ly + Ba; z’ = Ca. În universul Minkowski, evenimentul F, care se 
poguet la momentul t ='0, are în (5) cocrdonatele : xp = b, yp = a, Zp=0, 

= 0 şi același eveniment are în (S') coordonatele: tp =yb; Yp =a; 
2 =0:; lp = aee Deci constantele vor avea valorile: A, = bl: 
Ba Sar uvb/c? ; = 0. Ecuațiile de mişcare ale mobilului M, în (S%} 
devin: 2 —-—w + ve ; y = ul y +a wbi; z =0. 

B) În sistemul de referință (S), fiecare mobil traversează planul xOz 
cînd y = 0, adică la momentul t = —af/u, > acelaşi pentru ‘ambele mobile. 
Deci, în referențialul (S), M, şi M. traversează simultan planul 202. 

În referențialul (S^), mobilele traversează planul xOz cînd y' = 0, adică 


mobilul M, traversează planul la momentul t; = —ay/u, iar mobilul M, la 
3 b : Š 
momentul l, = — (« + -a = 4 + X ne „Deoarece 5, 4l; cele două 
c u 


are erau simultane în (S), nu mai sînt simultane în (S9) 
cu  dispozi- 


evenimente, c 

Problema 1.2.6. Se consideră experiența - Michelson-Morley 
tivul din figura 1.2.6, a. a) Să se arate că în cazul în care compunerea 
vitezelor se face contorm teoremei lui: Galileo Galilei (nerelativist), deplasarea 


franjelor obţinute pe ecranul E este: 


N = la la ) = 0,4. 


À c 


b) În ce caz N = 0? Se cunosc : viteza de deplasare a Pămîntului pe orbita 
sa, v = 3-:10% m-s”i, viteza luminii c = 3:108 mesi, l œ la = 10A. 


2 
| scie 

Yi 
| “M 
| 
[ic 

ad 
g é 

Fig. 1.2.6 


B6 


Solujie, n) Presnpunind că Interferomelrul este orientat în aga fel încât 
axa AM, să se alo în lungul direcției de mişcare a Pâmintului, Lin pul necesar 
undei să străbată diplanța 4 de la A la M, yi Inapoi este: 


l l 21 pi 
be fe ml ae ei [1 bee 
MD Cu C 


Figura 1.2.0, b permite calculul timpului necesar luminii să parcurgă 
drumul de lan A la- M, și fnapol: 


Diferența în timp cu care cele două unde ajung la ecranul Æ este : 


E A = Dali y” la J 
lea Pee = — ln) la = il: 


i F KA T ; 3 A , A 
Rotind dispozitivul ir deci schimbind braţele interferometrului între 


ele, se obţine: 


5 2 y 
E 2 E A > A 
fel 2 
Diferența de: timp între cele două poziţii va ti: 
= 2 
E a AN A e aa 
: E 2c GE 


Dacă A este lungimea de undă, o întirziere în timp de à/c va deplasa 
figura. de intevferenţă cu o Iranjă, iar intirzierea cu Alu, va deplasa figura 
: N A Aloe Ce lila C a 
de interterență: cu N'franje, unde N = Ee = ach “—— Ținînd seama 
ri - ane Ee 2 i z \ v= 
de datele probiemei, rezultă N = 04. = = 7 = e 
b) În cazul în care viteza luminii este un invariant, rezultă: N =0. 
Problema, 1.2.7. Să se calculeze modulul vitezei relative a două particule 
relativiste, definită ca vileza untia din particule în sistemul de referință 
în care á doua 'paiticulă este în repaus; | pate 
Răspuns. Componentele vitezei relative se obţin” înlocuind în relațiile 
de -compuneve relativistă a vitezelor: d'(g vi bi) = Doi Viya) şi 
YV, 0, 0) = Balba, 0, 0).În final, se obține : 


A AI Cu — 0) (DX adulte 
e (1- Ü sÜ, 
Ce 


Problema, 12.8. Să se arale cum variază poziția stelelor pe cer peatru 
un observator aflat pe o navă cosmică, care se deplasează cu o viteză relati- 
vist V == 01 — 0,5+10-0) față de Pămînt, Eai 
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Seluţie. Pentru observatorul de pe navă, poziția stelelor” pe cer se modi- 
fic dătotilă efectului relalivist de aberaţie a luminii, Astfel, stelele sê apropió 
de un punct de pe bolta cerească spre care este îndreptată viteza de deplasare 
a navei şi se îndepărtează de punctul diametral opus. Dacă viteza 5 a unui 
corp face un unghi O cu.axa Ôx a sistemului (S) şi un unghi 0” cu axa O'z 
a sistemului (S^), aflat în mişcare uniformă cu viteza V faţă de, (5), din rela- 
țuile de “compunere relativistă a vitezelor, rezultă : ei 


- J: i 
. Due —— 
Vy — V f: x AC 


Va = E ȘI Vy = n , 
væ V | Dy V. 
1 9 lei 2 
că Ga 
adică: 
[i r VER [i CEI tr i 
v cosh = V . A Da SIN ASV es 
v cos 0 = — şi sing e UOM (1) 
Lă 7 Li Lă t 
i v V cos? l v' V cos 6 
a-i cè c2 


În cazul în care v =v’ =c şi V este viteza navei, relaţiile (1) devin: 


ja 
i tă în a cos 0 — Vie 


sin 6” şi cos? = 
V 


Iesi ERAS 
c e 


(2) 


sin 0 = 


unde 6 este unghiul făcut de direcţia de zbor a navei cu direcţia de obser- 
vare a stelei în sistemul de referinţă al navei, iar 30 Acelaşi Sebi în sistemul 
Pămîntului. E EI : g Hat gey A iesti 

În cazul numeric 'considerat, stelele: aflate pe o” enisteră erai 
(9:-=-m|2); în sistemul Pămîntului, vor fi văzute de.pe navă într-una:con cu:o 
deschidere dată de: cos 0 = db: — 1 — 0,5+10-8, adică, 0! 036. 

c 

Problema 1.2.9. o barā cilindrică, de lungime * se ata'i în planul xy 
al referenţialului propriu şi face un unghi 0, cu axa v’. Care, este, lungimea şi 
orientarea barei în sistemul laboratorului 7; y, faţă de careca este. în: mişcarea 
cu viteza, 5 (figura 1.2.9)? căt cl (Ri nu) 

„Solujie. În sistemul de referință propriu, coordonatele: capetelat: A şi B 
sînt: zu =0; y4 =0, respectiv, de = cos; y = sin. 

În sistemul laboratorului, tinind 
seama de transformările Lorentz, 
coordonatele aceloraşi capete sînt: 


m ahon SAE i yaaa (1) 
= - ) k TA an UNAR “ti raita? 
- 7 1 j i Pas $ € dkay 
Fig. 1.2.9 mian 
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respectiv : 


y — vl F j 
tp E lo COS Oo = Tat Vp = lo SIN 0 = Vp. 


= 


Lungimea barei în sistemul laboratorului va fi: 


c 


2 4/2 
l= [aa — ra) H (ja 2 yE, | [ a co o) l 


Ținind seama de (1), unghiul 0 făcut de bară cu axa z este: 


tg 0 
0; = arctg? U arctg et. ; (2) 
[i 


Problema 1.2.10. Se consideră un atom, care radiază energia corespun- 
zătoare unei frecvenţe v, în sistemul de referință propriu. a) Să se calculeze 
frecvența v. în sistemul laboratorului. b) În cazul atomului de hidrogen, 
cunoscut ca ceas atomic, frecvenţa 'se datorește unei tranziţii în hidrogenul 
atomic. Știind masa protonului; M = 1,67-10-27 kg, să, se afle raportul. 9y/u 


ja temperatura de 300 K..Se va considerea v/e &l.. a 


Solutie. a) t = D Sy a . 


p2 cÈ = i zi 
le 
4 3 C fri fii citi Pai a 0 P vt frica 


| b) Dacă v? jc? <1, rezultă : 


Sil a Să gri (1) 


DEURI „Bai ASADI HS BFI da 59 IUSR HU- toli Ă S A 
Conform fizicii statistice, 5 M Va gle unde "> este. viteza medie 
AAA Aia E 3 504039 193g 3 ETET i t-al ISAE S pi p 5 
pătratică. În cazul numeric. considerat; — = 7 4,2:1071. 

i bitz fr aaga Total, iti IDHA ARTIN BBROIST { Mia 

Problema 1.2.11. Dezintegrarea spontană a mezonilor z în electroni şi 
neutroni a permis măsurarea. timpului; de viaţă al mezonilor în referențialul 
propriu, To = 2,2*10-6 s. Acești mezoni se deplasează cu o viteză egală cu 
0,998 c. Rezultă că în referenţialul propriu, ei pot parcurge o distanță mâximă 
Le = VIe = 600 m, „Acest rezultat este în contradicție cu faptul că mezonii 
produși la ciţivă kilometri altitudine sinl înregistraţi pe suprafața Pămîntului. 
Să se rezolve această contradicţie. a Sp 

Solufie. Această contradicţie poate fi rezolvată în două moduri. 

a) Cu ajutorul fenomenului de dilatare a intervalului de timp. Timpul 
de viață al mezonului, pentru observatorul aflat pe Pămînt, este; 


E E E N O 


f] 
i i V T { 4 i j SA 
a af Jiris oi Patra =." ny 
QS Za eây +picstrui ái 
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și distanța parcursă de mezon şi măsurată de pe Pămînt cse: ESE AMEX 


L = o = 0580 m, 


s b) Cu ajutorul fenomenului de contracție a lungimii, Mtitudinea la care 
sint produşi mezonii, măsurată în sistemul observatorului de pe Pámint, 


este : 
Hr ti- 2 = 0 525; m, 
tz 


În ambele cazuri se obține că mezonii pot parcurge aproximativ 10.090 m 
pînă la suprafața Påmìntului. 

Problem 1.2.12. Energia mezonilor rapizi din razele cosmice este de 
3 000 MeV, iar energia-lor de repaus este de 100 MeV. Ce distanță pot străbate 
aceşti mezoni prin atmosferă în timpul lor de viaţă, dacă în sistemul propriu 
au un timp de viaţă egal cu 2,2. 1078 s:2 

“Răspuns. L = 19 786,8 m. 

Preblema 1.2.13. Să se determine timpul de viaţă ral mezonilor a căror 
energie cinetică este egală cu 10” eV, dacă timpul lor de viaţă în's:stemut 
prepriu ceste to = 2,2:1:0-% s; iar masa de repaus este mo = 206,7 ma = 
= 9,108.10-3. kg. 

Răspuns. = = 2,26.10-% s. 


Problema 1.2.14. O sursă de lumină emite impulsuri cu perioada 


To l în referențialul propriu. Sursa se deplasează cu viteza 5, observa- 
v ; 
torul indise pe o direcție ce face un unghi 0 cu direcţia de mişcare. a) Să 
sa calculeze frecvenţa recepţionată” de observatorul: plasat foarte departe de 
sursă. b) Se consideră un satelit ce se mişcă cu viteza v < c, la distanța r 
de søl. Un oscilator emite un semnal cu frecvenţa proprie ve. Să se arate cum 
variază poziţia satelitului în funcție de frecvența recepţionată, ştiind că la 
staţia de recepţie există un oscilator identic cu cel de pe satelit. - 
Soluie. a) Perioada impulsurilor în sistemul observatorului este 


e 
F ; - și sui sia iza acea E 
z == şi frecvența “ recepţionată de observator ‘estei va = m 2 


p? 
z 


Întrueît între impulsuri sursa se mişcă pe distanța ot, din figura 1.214, a se 
observă că: L = (c veos 0)r. Astlel; 


EEE 
f WEG i | SEN 
Yp mir == Va 9 | Cipi 3 
> [ema (z) cos 0 
e 


Obsorvajie. Pentru 9 = 0 se obține ofootul Doppler longitudinal, tae poutat = fă 
efecte? Doppler transversal, 
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Fig. 1.2.14 


b) Deoarece în cazul satelitului, v < c, relaţia (1) se scrie: 
v , : 
Yp S yo + — Cos o). Cu ajutorul oscilatorului aflat la stația de recepție 
c 
se poate calcula diferența de frecvențe: (frecvenţa de „bătăi“) vp— vo: 
Yp — Yy = T €os 0. 
e 
Viteza radială a satelitului este (figura 1.2.14, b): 
dr ae e j Ce 
~— = ü rö = —v cos = ——(vp— Y) = — (Yn Yo), (2) 
di să „Vo. S 


unde 2, este lungimea de undă a radiației. Frecvența vp variază în i Rp cu 
sehimbarea vitezei și a direcției satelitului. ; : 

Pentru a găsi distanța străbătută între momentele Ta şi T, se integrează 
relaţia (2) în raport cu timpul: 


T; T, H Ti 
f Za == ho f (5 ERT vo)dt; de unde To — Do | (vp— vodi- 
EA A A GAZE a: STG Pot AER ce Pit a pi E eg 


Integrala este egală cu numărul de cicluri N „ale frecvenţei de „bătăi“, care 


au Ioe în intervalul T} — Ta, un ciclu avînd-loc în timpul 7 = ` 
5 YD — Wo 

Deci, Fp — Fa = — Nas: i i 

Se observă că la o creștere a distanţei cu o. lungime de undă, faza semna- 
Iului de bătăi seade cu un ciclu. Metoda se foloseşte la urmărirea sateliților, 
măsurătorile fiind foarte precise. | 

Problema 1.2.15. Să se scrie soluția ecuaţiei de mișcare pentru o parti- 
culă de masă mo, aflată în mișcare relativistă unidimensională sub acţiunea 
unei forţe constante. | 

Soluţie, Ecuația de mișcare se scrie sub forma : 


d /. Mot 

— | =æ [1 1) 

J 1 5) i € 
ma 


4r 


unde v = dx/di. Efectuînd derivata în ecuaţia (1) rezultă: 


2 \-3/2 
Mo ( — | SE 3 F: i (2) 


d! 


Notînd raportul constant cu a = F/m, şi integrind ecuaţia (2) se obține 2 


c 


v 


t 
2 \ 3/2 
Maz w= faas 
că 
0 0 


adică 
poca = at. i (3) 
EA = 
jan E 
Dar, v = dv/dt şi din (3) rezultă: 
dg 3 at 
dt i at 
J aG 
de unde A 
r ; : 
l l 2 2p2 
T= E S ); 
ape apei 
0 n pat - spa 
adică Hi E 
Ti e “ 


Curba dependenţei spaţiului” de timp” este o hiperbolă, mişcarea, numin- 
du-se hiperbolică.. Ea tinde asimptotic spre o mișcare uniformă cu viteza c. 


Problema 1.2.16. Pînă la ce energie şi la ce viteză pot fi accelerate parti- 
culele într-un ciclotron, dacă creșterea relativistă a masei particulei nu tre- 
buie să depăşească 5%, (pentru a nu 'se. strica sincronismul dintre perioada 
de rotaţie a particulei în cîmp magnetic și perioada de oscilație a cîmpului 
electric) ? Răspunsul se va da pentru a) proton și b) deuteron: 


Soluţie, Energia de mișcare a unei particule relativiste este : 


Din condiţia ?ea variaţia relativistă a masei particulei să tie egală cu 
k'= 0,05 rezultă; a | 
y m — My = Kmo, (t) 
de unde i n] 
Ze = kme? şi 8 = me? t= m1 + k). 
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VEE F2): 
k4-1 3 


ticulele, în 


Din (1) rezultă viteza la care sînt accelerate particulele : v = 
articulă, fiind cu atît mai mare cii cît este maí 


Se observă că viteza maximă este aceeași pentru: Toate par 
$ ; listoni sartgo ig 
= 9,14-10" m-s~*; a) pentru proton, 


timp ce energia depinde de p 
mare masa de repaus. 
“În cazul numeric considerat, v 
Esr = 4,710” eV; b) pentru ‘deuteron, dp = 2p, =194-:107 ev, 
d S} i biiraatal 
gile de conservare ale 


Problema 1.2.17. Să se demonstreze că un €lectrob'liber, aflat în mișcare 


i 


în vid, nu poate emite fotoni. mAT 
Soluţie. Această imposibilitate se bazează pe le 
energiei şi impulsului : 
2 2 
mc? e 
a pia (1) 
g i v“ tduĉse 0 i e "sosi 
= | sai HIX | r9] (n 
şi = E Í 
mod Moi. * E ho fe 
3 => > ap do, (2) 
1 u 1 Ue: f (S 
eaa pai fi = | sam EA 
` i = S ] 
unde i este viteza electronului înainte de emisie Și ü după emisi -„Helația 
vectorială (2) este echivalentă cu relăția scalară: Pe LZA saider 
nn? Ara aa aia aloe pri iviupotoi B 2U8q51 9b a ZIS shull 
m ec IN Uu“-1o) Hole EI mhu öy EL puz imre nit 
0 = 2 o - die 9 d $ Pyh aLL OA E ES pari reusi cdi 
1 0 Sa ACEI | Ag Ei a 
c2 c Ta O È c 
unde a este unghiul dintre direcţiile de \deplasare ale electronului după emisie 
şi a fotonului. Eliminînd viteza v între relațiile (1) şi (3) rezultă : 
Slmavooil-oid1on5 sijslsr 3o batauquasid 
E€,— 1 u ho 
cosa = —= | 1—2 AA 1 —— - 
Ci pa Deal i E Us 
: lusor (€) iz (1) mib „ălprăvobe smimmăr 
conform teoriei relativităţii, u < c, deci 
9. 
US 


În cazul vidului, e, = 1 şi, 
cos a > 1, ceea ce este imposibil (a este) compl 
Problema 1.2.18. Cunoscîndu-se dependența masei de viteză pentru 
v Z c, în cazul unei particule, se cere : a) să se arate că viteza de variaţie a 
a) 


lucrului efectuat este 
fad Sy 
me (A EBA, 
“ddt a" 
unde = vjc; b) să se deducă din (1) că expresia energiei cinetice Dte 
— mo)? = moc? {(1 — p3)>HA = 194 c) să se arate că pentru v< e, 
inhaavosri fulor 918 so 
Jdulunojol s aweqo 
osii Hux 


Faa 


2-0 
sim idori 


„iv!unoJoi s avilaiTalaBr89 
9591803U 


OS.S. 


əlnyə sləxniv ig 


si Biluso (E) mib = 


ĉc = (m 
1; f 
Ce = — mp2, BIZI woi 
2 ia .Q 
Solutie. a) Din legea fundamentală a dinamicii: 
fesnr butrrg „opilaabi sdurilipig DRUC 
dep T, kuqo ie 
gi Nibayi ig ioiaroa» ala SIRVI 


afwo olozBt 
sh sliitsy 95 a192 k Fe | . 
hiisi mitol 


gəiz2Als HINGIS 7 


| 


5 
4 


W . 


l 


M Ü 


` S d 
Pae a a a a mp a a 
di dt ( JAE a) "at (= z) 


b) Deoarece lucrul efectuat este egal cu variația energiei cinetice, rezultă: 


AL „dd să 1 E 
d d T a): & 
Întegrind pe (2) se obţine: 
E i E G 


ls E e 


Deoarece lav = 0, 2. = 0 se obţine C, =—m c şi atunci E =(m — ma)c?. 
€) Pentru 6 < 1, rezultă: | : 


1-3 


1 2 -j 
fi BE a 2 ia 


B+... Deci, 


be = me (1 a asia aR , i. Mace Amt, 
ca 


“Problema 1.2.19. Să se arate că masa de repaus a; totonului este nulă. 


Solutie. Dacă masa de repaus a fotonului me este diferită de zero, atunci 
viteza luminii va fi diferită de c. Energia fotonului poate fi scrisă: 


= e e a) 
E 
sl ie 
Presupunînd că relaţia energie-frecvență 
RR a asa (3 


rămîne adevărată, din (1) şi (2) rezultă : 


d = 


12 2ya 1 
(Ro (mo Ea 


v 
TERAN 
sau - Js Prg uda 
2 2 q 
T ER Sad 3 Ù 
că W? 
unde, i A (d T 
3 | ħos = me. TA a (0 


iar Aas este energia de 


are rolul frecvenţei earacteristice a fotonului, i 
ee je =0. Deci, din (€) 


repaus a fotonului. Deoarece D =c, din (3) rezultă «a 
rezultă m = 0. l 
Problema 1.2.20. Două particule identice, avind masele newtoniene A 


şi vitezele egale și opuse, se ciocnesc neelastie, a) Să se serie ecuațiile da con- 
servare ale energiei şi impulsului, conform legilor mecanicii clasice. b) Să se 
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scie ecuaţia de conservare a energiei relativiste în sistemul laboratorului şi să 
se determine masa de repaus a particulelor după ciocnire. c) Să se arate că 
legilă, de conservare ale energiei și impulsului rămîn neschimbate într-un 
sistem) de referință legat de una din particule. 


Soălie. a) MO — Mo =0; ime = E Mv =Q. 


După ciocnire, corpurile rămîn în repaus, jar energia cinetică se trans- 
formă în căldură. 


b) Se notează masele de repaus înainte de ciocnire cu Mao: şi după ciocnire 
cu May. „Legea“ conservării energiei se scrie : 


OM 
Moe. = 2Moşe? 
Ri 
C 
sau, pentru v/e < 1, 
y ip 
Mo ae ae ( E ) 

v? Dica 
c 


Masa de repaus finală este mai mare decit cea inițială datorită faptului 
că particulele sìnt „calde“. În teoria relativității, o parte din energia cinetică 
nu mai este transformată în căldură, ci duce la creşterea masei de repaus. 

c) În figura 1.2.20 este reprezentată mişcarea- particulelor în sistemul 
de referință propriu al unci particule. Conform compunerii relativiste a 
vitezelor, : “i E ee E că SA re 


9p 351915: TLIN A 
u= fue i% Aitas EA Api L ta (1) 


Menţinindu-se aceeași formă: pentru legile de conservare ale impulsului 
şi energiei, rezultă : 


omora n mara 
OR în tera ot rea 


u? pe 2 y% 2 | 


ul d 2v 
|: ME | v? i (4) 
c? To PI) 
Astfel, 
Mou 5 2Mow 
| B Ji nA 
G (2 
Deoarece 


Moi = My || = e 


penultima relaţie devine : 


-A Ep 
u V 
pi peska 
J T Aik 


~ Deci, se menţine forma legii de conservare a impulsului. 


Problema 1.2.21. Densitatea unui corp aflat în repaus este po, Să se 
calculeze viteza unui referenţial în raport cu care densitatea corpului crește | 
cu 10%, față de valoarea de repaus. 

Răspuns. 


n Ap 
pc |b 20,305 unde n =: 
Ji Fh Po asi 
Problema 1.2.22. O particulă cu masa de repaus mo, aflată în repaus, 
se dezintegrează spontan în două particule cu masele de repaus Mo, Și Moa- 
Să se determine energiile relativiste ale celor două particule formate. 


Răspuns. 


dı 


2 2 — mê ý 
__ m+ mi v Miz e ka mă sk m — Mô ca, , 
2mo ` "2mo 


Problema 1.2.23. O particulă relativistă, cu masa de repaus Mo, Şİ vi 
teza î,, ciocneşte o particulă cu masa de repaus Mos, aflată in repaus, formin- 


du-se o particulă complexă. Să se determine masa de repaus Me Și viteza # 
ale particulei complexe. 


Răspuns. 
11 3 a 2mMo Moa a 
zn z Tna | 2 a A Moş 
Dlo [2 VE Ga Beura ng r, 


2 Morb, 
Io 2 Moan] = ue 
Problema 1.2.24. Să se determine energia proprie, masa proprie şi viteza 


unei particule captate la mare altitudine în atmosteră, dacă se cunoaște energia 
ci cinetică ein = 215 MeV şi impulsul p = 35 MeV/c. 


Răspuns. 


Eoas Cate L J38: MOV TI ap lil o70 if, Si p : = 2,76-10% ms-a, 


2 Gein c? 


Problema 1.2.25. Considerăm captura în repaus de antiprotoni de către 
deuteriu, care are loc după reacția: pi H D? > nl + r°. Să se determine 
energia totală € a pionului z* produs, dacă se cunose masele de repaus ale: 
antiprotonului, m, = 938 MeV/c?, deuteriului, mp = 1876 MeV/c?, a neutro- 
nului, m, = 940 MeV/c? şi a mezonului 7°, Ma = 135 MeV/c2. 


Răspuns. 


5 (mp + mp) + m? — m?) i 
Or = e 


= 1 240 MeV. 
2(mp — mp) 


Problemu 1.2.26. Considerind reacţia de formare a particulei elementare, 
mezonui 7*, din ciocnirea a doi protoni, Pi F P: > n" F P3 +- n, unde 
protonul p, este în repaus față de referențialul (S) al laboratorului, să se calcu- 
icze energia cinetică de prag a protonului-proiectil p,, necesară pentru obţi- 
nerea reacției, dacă se cunosc masele de Tepaus : ma. = 938 MeV/c my = 
= 940 MeV/c? și m+ = 140 MeV/c?. 


Solulie. Relaţia -de invarianță a energiei proprii a unei particule la tre- 
cerea din sistemul laboratorului (S). în sistemul centrului de masă (S”) este : 


m = e — D202 g pece (1) 


Deoarece în sistemul centrului de masă p.=0, în sistemul laborato- 
ului energia totală a sistemului de particule este: E, 

DER e Pa (2) 

și impulsul se reduce la cel al particulei-proisetil pi Xa be 

bi afisa B Biobizuav, 52 SELF sməldorg 

1 Da ZA. 1 PE II ECE E ; : 

p SE mă 2 Vinge Ce imact st p EA (8) 

c TER i i i vi i i jé i 


Înlocuind în (1) pe (2) și (3), şi tinind seama că p =0, rezultă: 


Ci = Arms + mp a Cu (4) 
Dar energia totală 4! în reterenţialul centrului de masă este mai mare 
sau egală cu energia proprie:a- particulelor create, adică: 


Di > (Mat + Mp E mac? aa $ (5) 
Înlocuind (5) în (4) se obţine: 


24 2 ni 
2mpc*%e, > (Mat + Mp + Ma) CE Ame nia 


său 


(Ma A MF m, — 4m2 , 
Ge, > A O CA 


2mp 
Energia cinetică de prag va fi: 
Oo pran = 29H Me. 

Problema 1.2.27. Un mezon 7, aflat în repaus (masa de repaus m) se 
dezintegrează într-un mezon u (masa de repaus m,) și un neutrin (masa de re- 
paus: m, = 0). a) Să se scrie expresiile energiilor ey și £z, ale mezonilui y 
şi neutrinului. b) Cunoscind masele de repaus m, = 273 m, și my = 207 me, 


unde m, = 9:10-31 kg este masa de repaus a electronului, să se calculeze, 
Ccu Şi oy. C) Să se calculeze impulsurile p, și py în, MeV/c. 


Solulie. a) Legea- conservării impulsului se scrie; 
Pu = Py ; (1) 
adică modulele celor doi vectori sînt egale, neutrinul și mezonul fiind emise 


în sensuri opuse. 
Legea conservării energiei „relativiste. se seric: 


Mac? = Cty + O (2) 
Ecuația (1) fiind echivalentă cu pă = p? (3), adică cu E 
| 02 — maci = 2 — măi TESES) 


ecuațiile (2) şi (3) formează sistemul: 


zi Ci F 85: = (fu = (Cu +6 = (mi. = meet; ga zi pe AE: 


T 


Din acest. Sisene “nind scama de Gu = Cta = mac? şi m, = 0, rezultă © 
TRM T Ér c? 
a _ Amt — me si de= D (m mie 
ZI e Ă ia 


b) de, =4 MeV şi a =30 MeV. 
c) CDy = Cpy = JE == me = (= Bey de "unde, pu = p, = 30. MeY/e: 


Problema 1.2.28. Se consideră două particule identice, încărcate cu 
sarcina q, una fiind fixată, în punctul A al sistemului de referință inerţial (S) 
(sistemul laboratorului), iar a doua B fiind legată de relerenţialul (S'), care se 
deplasează cu viteza O, paralelă cu axa Oz, faţă de A. Distanţa AB =< 
(figura 1.2.28). Să se serie compo- 
nentele forţei care acționează asu- 
pra particulei B în relerenţialele (S) 
şi (S'), 

Solutie. În (S) particula A 
exercită asupra lui B o forţă avind 
coniponentele : 


i(i s: 


S 
E 
if f ` 


RA / 


Fig. 1;2.28 
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N 


\ Componentele cuadrivectorului forţă-putere, în referenţialul (S), vor fi = 


- qv 
Q= de aie D, 10 D; -SOE b, = —— m, 
4neo? y _ P_ szea li i 
cz c2 
iar în (S”), 
] = = 7 
O, = 2 | sri zs 0, =0; 
ja za VA PEG Ameta eA 
c2 
2 2 
0; =0;0%; ei E e A a A e =. 
g E v- ATE? c C; ATENT? , 
ce 


Deci, în referenţialul (S), particula A exercită asupra lui B o forţă tridi- 
mensională cu componentele: f'(f, = fz; fs =0; fe=0). Rezultă că f = f 


şi deci şi Ë — E”, datorită invarianței sarcinii electrice. 


~ Problema 1.2.29. Să se determine traiectoria unei particule în mişcare 
relativistă, uniform accelerată, mărimea accelerației d, rămînînd constantă în 
sistemul de referință propriu (se va considera că la t =0, x =0 şi v = 0). 

Soluție. Se alege referențialul (S^) în aşa fel încît particula se deplasează. 
de-a lungul axei O'q’, iar v, =v, = 0. Atunci, în referențialul (S), compo- 
nentele corespunzătoare ale- vitezei particulei sînt: vy =v, = 0. - 

Deoarece accelerația particulei este invariantă în referențialul propriu (S”), 
componentele accelerației sînt: Æ =[ao, 0, 0, 0], ae fiind componenta după 
O'z' a accelerației tridimensionale uzuale. Condiţia relativistă de invarianță 
a accelerației este ca în oricare sistem de referință să existe relația : 


dU, 2 iată 
(ja | 4) 


În oricare referenţial, cuadriviteza particulei are componentele : 


Up | sl aa pia 


=p EREE 
j- Js 
e Pee e Si EN 
Ținînd seama de ecuația de mişcare m, = F;; componentele F, şi 


T: 


Fa ale cuadriforței sînt nule. Deci, într-un referenţial oarecare există două 
ecuaţii de mișcare : 


dU, aF, F, a dU, i că 


dz EE dcii pi 
Ca as 


unde s-a notat F; =F şi v, =n. Condiţia (1) va lua forma : 


Mo 


dU,\? 1 g2 | Pl iN lina va 
ai (aaa Ea 
(aa gt 
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mişcarea rectilinie uniform accelerată avind loc sub acţiunea forţei constante 
A = Mo. Ecuația de mișcare va fi: 


dU; (lo U 2 
SS său = Go, deoarece dr =dt|/r—!_. 
dr vè di (i 
be 
e: 
Sub formă tridimensională, se scrie : 
d v 


HE a 
re 


în sistemul de referință propriu al particulei. Integrind pe (2) rezultă : 
v 


Ta 


-const. = 0. Deci, 


=;@Í + const. - Punînd. condițiile ca la t = 0, v =0, rezultă 


v E ia IE: i iuti “Ene să : ; (3) 
ghida Dyhre yr ab 
È; A E 
:unde FI EA, ro Dal 
Integrînd ecuația d E leh eh]: dt şi tinind. seama de faptul că la 
i fe sin ita 
4=0, xt =0, rezultă : S = RIRE 
j z c2 i 7077) s (4) 
ahoo- S 


Pentru Vai < c, (3) şi (4) conduc la relaţiile obișnuite Se Sat 


IS RP 30 e = 
i 3 Der e şi x aie | 


“Se observă din (3) că pentru at — co, rezultă v SR 


Pentru:a-caleula timpul propriu al particulei în mişcare uniform accelerată 
PESAR 
„se foloseşte relaţia d7 = | 1— = dt, din care rezultă, dacă lat =0, T =0: 


1 t 
7A ; paal? 
= zar ie aa RT 
z =\ 1—5 at 4 \ |1 -= [at = Cin sa ARIE i 
p i E agl? do é c 
: TE 
$ “i TIE) ) piip i i ci ; 
Cînd f — œ, rezultă TEn i ci 
ONE 6) 
do Ee 


3 „Di n (5) se observă că timpul propriu al unui. corp în mişcare uniform accele- 
Yata creşte mult mai lent decît cel din interiorul sistemului de referință 
„imobil“ în raport cu care corpul este în mișcare („Părăsind Pămîntul, călătorul 
în spaţiu, care se mișcă cu o accelerație constantă, se observă mai tînăr decit 
gemenul său terestru“). 


D . > 

Problema 1.2.30. Să se studieze mișcarea unei particule de masă de 
repaus mo într-un cîmp al-unei forțe centrale. Să se particularizeze această 
mișcare în cazul interacțiunilor gravitaționale și electrostatice. 


Soluţie. Într-un cîmp de forţe centrale, F(r) = F(r) au U(r) = 
r 


dumi 
= DRE r fiind distanța de la „focar“ la locul în care se află particula.. 
TET 
Ecuația de mișcare se scrie: 


dp. = F(r) = —grad U(r). (1) 


În cazul particulei relativiste, impulsul este : 


Mo V 


: ja 
c? 


Înmulţind vectorial pe (1) cu F se`defineşte poziția particulei în raport 


d = = = 
cu focarul, F x = =f xX F. Deoarecef | F, Tx F=0 şi 


= apa -alear 
į X —— = — (PXP) —— xp =0. 2 
at TA p) mE O 


dF $ 5 ` pii e 2 
În O) XP = X P =Q, deoarece Ō|| p. Deci i XD SE 
sau 7 X P= M = const. Rezultă că vectorii 7 şi Ð sînt a coplanari.. 


Deci, mişcarea relativistă a unei sarci în cimpul. forţelor centrale este 


tot o mișcare plană. 
Conservarea energiei duce la: 


mc? sal AE | + U(r) i E = const. 


| pui 
cè 
„În coordonate: pelare plane (r, e), elementul unui are de curbă este : 
ds? = dr? + r? de”. Modulul vitezei este: v = Ei = ri m otin 
cu d, şi i, vectorii unitari tangenţi la liniile coordonatelor, vectorul viteză 


este: D = rū, -+ rüş. iar raza vectoare a punctului în care se află masa mu 
va îi: F =ră, Expresia momentului cinetic în coordonate polare este: 


5K 


aix B = pă, unde u, este vectorul unitar după axa Oz, perpendicular 
po planul mişcării. Modulul lui A7 este: 


Mor 
M = riy = BRULA = constant. 


| ETY 
că 


Teorema de conservare a energiei în coordonate polare se serie : 


; 1 ; 
Ma c~ Ee — 1 -L- U(r) = da (2) 
CET -] 


Ecuația lraicctoriei particulei în coordonate polare r = r(e) se obţine 
prin eliminarea timpului între ecuaţiile r = r(t) şi 9 = q(1). Astfel, rezultă : 


pe 1/2 
de ul 7 a] 


dl mor: 


Admiţind că există r = r(ọ), se obţine : 


ME rea: M A (M dr 
r = — — 9E — KESH o (3) 
m? dọ m? dọ\ m? dọ 
Din (2) rezultă : = 
ie ee ali E eo EN 
ERS miec? rE 
a y Ei 3 Fă m ze fis 
unde i5 
v? i + reg? a MA idus i H 
Mpis $ e — Smet er E eI 
dacă se ține seama de (2) și (3), deoarece, - 
X ; pe tA 3 E i i 
SE : $ 
E E E iza Stelo 
vê. pe a DS caza 1 d 3 
1 — —— 1 e 5%, mge 3 
c? c cÈ | 1 E p 
i că, 


unde u pie Ținind seama de (4), ecuaţia (3a) devine: 
r A. 4 


m’ [i du): gUn] © 
e A sec aaa a 
— şi 


Derivind ecuația (5) în raport cu q, simpliticînd factorul comun ie 


i 2 f 
împărțind cu r ajunge la expresia : 
o me, 


UA t ia, m [y é~ uU) , (6) 
T an oi Mu |: i mac? l Asu) | i 
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unde. s-a ţinut seama că F(r) =— e UET Relația (6) este ana- 
: dr «& du 


iogul relativist al formulei lui Binet: 


a m m 
dọ Meu 


i Pentru a ajunge la forma concretă a traiectoriei este necesar să se cunoască 
Tuncția de potențial U(r). Pentru cazul interacțiunilor gravitaționale sau electro- 


magnetice coulombiene (electrostatice), U(r). = — k = —ku. Atunci, F(r) = 
r 


KST. ; 
= — grad U(r) = — a E „adică, F(r)= — 23 = —ku?, kfiind o constantă 
rr Ta 


care depinde de masele corpurilor şi de sistemul de unități ales, în cazul 
interacțiunilor gravitaționale, sau de sareinile electrice ale corpurilor şi de 
sistemul de unităţi ales, în cazul interacțiunilor electrostatice. În acest caz, 
relația (6) devine: 7 


> i 
Sa fu = Ea ia) 0 
dọ mM? mc 
Introducînd notaţiile : ia 
2 
a E EE 
ieas Meh te 
şi Fig aa SRE ii cf 
ai ( seo ) 
2 mMc? 
ecuația (7) capătă forma : 
2 
SU iiA: (8) 
de? 


Se observă că pentru c — œ, ecuaţia (8) se transformă în ecuaţia clasică 


du îi tza km 
dp? -= M? 


Pentru a rezolva ecuația (8), se ţine seama de faptul că este o ecuație 
diferenţială liniară de ordinul doi cu membrul drept constant. Soluţia generală 
a ecuaţiei (8) neomogene este egală cu.suma dintre soluţia generală a ecuaţiei 
omogene, 


g i 
pei d mu =0 SRD 
dp 
20 soluţie particulară a ecuaţiei (8). Soluţia generală a ecuaţiei omogene 
este ; 


z u, = C, cos (wp) + Ca sin (wọ). 


Una din soluţiile particulare ale ecuaţiei neomogene (8) este: 


Up = —— 


w 


Deci, soluția generală a ecuaţiei (8) este: 
1 ; A 
u = — = Ci cos (wg) + Ge sin (we) + ——. (10) 


Se consideră ca origine a unghiului ọ, e;=0, locul care corespunde unei 
îndepărtări minime de focar (periheliul). Deci, pentru ọ =0, U = Umaz- 


Astfel, E = 0, adică w(—C, sin wp} Cz cos wo)ọ=0 = 0. Rezultă, G, = 0. 
9=0 


de 
În consecinţă, 


e C, cos wo MONE An (| + scos wọ), : (11); 
f "w Kye INS ; 3 
unde 
SEO A 
(A EC A 
A 
1 
Ecuația — = C(1 + e cos ọ) este ecuaţia generală a unei conice avind 
r 


focarul în originea coordonatelor. Cind e < 1, conica este o elipsă. Cind: 
unghiul ọ ia valorile 0, 27, 47,..., 2nxm, particula de masă m se află în 
periheliu, acesta fiind fixat în plan. Mărimea razei vectoare la periheliu este 


1 ; 
egală cu rp = ————. În teoria relativității _restrînse, ecuația (11) devine = 
C(1 + £) 7 | ag = 
ia. cos wo |. La o =0, tT =r]; gizel Mig 
r w | Ts w? 
adică SaR z 
1 2 
— = Zi + m — tos wo 
r w Arp 


Se observă că în cazul mişcării relativiste a particulei în cimpul forţelor 
centrale, ecuaţia nu mai este cea a unei conice şi periheliul nu mai este 
fixat în spaţiu. Valoarea razei vectoare a periheliului este totdeauna egală cu: 


rare „astfel încît punctul periheliului nu părăseşte niciodată cireumfe- 

(27) z ; ș i i t X 
rința descrisă de această rază. În același timp, unghiul care corespunde razei 
vectoare a periheliului variază în mod constant. Astfel, unghiul ọ, deseris 
de primul periheliu este nul. Următoarea poziţie a periheliului se determină 
din wọ = 27, adică p, = 27/ib. În toate cazurile care interesează, w° 31 
și deci, a > 27. Deci, în cazul mișcării relativiste are loc o mişcare orbitală 
a periheliului a cărui, deplasare unghiulară face la o rotaţie unghiul 


Ap = man = ar( 1). (12) 
PAIE w, 
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Astfel, în cazul mişcării relativiste, particula urmează o orbită com- 
plexă. Periheliile succesive ale orbitelor descriu o circumferință. Trecînd 
într-un sistem de coordonate care este în rotaţie faţă de periheliu, adică 
T =r şi ọ = wọ, orbita devine o elipsă obişnuită, cu parametrii puţin diferiţi 
de cei ai elipsei clasice. Însă, din. punctul de vedere al sistemului „imobil“, 
particula descrie o rozetă. 


Trebuie observat că (12), în cazul planetei Mercur, duce la Ap =7, 
«deplasare mult mai mică decit cea măsurată de astronomi, anume de 43”. 
Această deplasare de 43!” este explicată în teoria relativităţii generalizate, 
a wunde traiectoria unui corp în mișcare în cîmpul central al unui corp masiv 
i “(problema lui Schwarzschild) este: 


du 
dọ? 


E urn a 
E OG 


În concluzie, rezolvarea problemei în cadrul teoriei relativităţii restrînse 
3 mu este completă, deoarece am neglijat întîrzierca datorită interacțiunii 
E ‘dintre corpuri, considerînd interacţiunea corpurilor în aproximaţia newtoniană. 


Problema 1.2.31. Un punct material, în mişcare în spaţiu, are în sis- 
ttemul (S) o viteză y = 2-10% m-s-1, a cărei direcţie face un unghi 0 = 7/3 
cu axa 0z şi a cărei proiecţie pe planul xOy face un unghi o = 7/6 cu axa OT. 
a) Să se calculeze viteza 5'(v', 9, e) a punctului material într-un sistem de 
referință (S°), care se mişcă cu viteza V = 10% m-s-1 faţă de referenţialul (S) 
şi a cărui axă O'r’ coincide cu axa Oz, b) Să se particularizeze acest rezultat 
pentru o mişcare în planul rOy. c) Să se particularizeze acelaşi rezultat pentru 
© mișcare în planul zOz. HUJA 


Răspuns. 
ape | vi + V? — wV cos-e sin O — (v°V?/c?) (1 — cos? e sin? 0) 
Za „1 — (vV [c?) cos e sin 6 = 
233146 5105 ms5- sarat „SE. smider 
rată $ Pisino sit IA] EWP uig Snt; n Í b 
Pe Ei case sin 0 Va pi Ey i 
pa v? sin? 0-+ V* —(v2V2/c?) sin? ș sin? 0 —2vV cos ọ sin a pi o 
o E a E rN 
a a a] SA AAN 
- 1 OVA cos ș 
Pn joi Mb Ei a aa 
p rgo tg TE 2°30 a 
V VI —20V sin 0 — (Vic) (1 — sin! 0) a 3 
2) 0 m — e 1,4105 mes; 
2) mii e 0 V/c0) Sin. e 20 SARI A 
: ua sinki NESE ZZuV sin d me ae s 
9 = arc t „alo sint 9V" — 2oV sin 0 : - = 3740. N bă 
ESA v cos. AA = Vefe? Ent .niă 


Fig. 1.2.33 


Problema 1.2.32. Să se arate că ecuaţiile de transformare care leagă 
sistemele (S) și (S') se exprimă prin: 


; ; r T v 
Ti =f; Ta 22; T3 =T; Cosh 0—cl sinh-6; i =t cosh 0— ~—* sinh 6, unde 0—= —- 


€ c 
Să se arate că, transformarea Lorentz corespunde la o rotaţie cu un unghi @ 
în spaţiul: cuadridimensional. 


Problema 1.2.33. Se consideră două reterenţiale, unul fix (S); Oxyz, aflat 
pe Soare, şi altul mobil (S°), 0'z'y'z, aflat pe Pămînt. Cele două axe, Or şi 
O'a', sînt dirijate după direcţia mișcării de revoluţie a Pămîntului şi la mo- 
mentul iniţial t = 0 coincid. O stea de coordonate (x, y, 2) se află la distanța r 
de observatorul așezat în originea referenţialului. (S), după o direcție care 
face un unghi 0 cu axa Oz (figura 1.2.33). a) La ce moment î, este emisă [iaţă 
de. reierenţialul (S)] lumina percepută de observator la momentul t —0? 
b) Care este unghiul 0', în referenţialul (S”), tăcut de direcția stelei cu axa Oz ? 


Răspuns. 
a) LE = — di . 
c 
b) ERA eat aa ză - 
À ` TEF vecos 


Problema 1.2.34. Timpul de viață propriu al unei particule instabile 
este 7, = 10 ns. Să se calculeze distanța parcursă de această particulă înainte 
de dezintegrare, în sistemul de referință al Jaboratorului în care timpul său 
de viaţă este 7 = 20 ns. : 

Răspuns, 


d = acri = 3/3: m; 
ză 

Problema 1.2.35. Într-un referenţial (S), două particule se deplasează 
de-a lungul aceleiași drepte, în acelaşi sens cu viteza v = 0.990 c. Distanţa 
lor proprie este La=120 m (fig. 1.2.39). 
Presupunind că acestea se dezinte- 
grează simultan față de referenţialut 
legat de particule, să se calculeze] inter- 
valul de timp ce separă momentele 
dezintegrării, inregistrate din referen- 
ţialul (S). Care este ordinea dezin- 
jl Í tegrării particulelor, văzută de referen- 
Fig. 1.2.35 țialul (S)? 
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Răspuns. 


E == 38-10-78 Se 0, 
v” 
Gaa 
=a 
deci particula B se dezintegrează inaintea particulei A. 


Problema 1.2.36. O particulă cu masa de repaus m, se deplasează de-a 
lungul axci v a unui referenţial (S) după legea: 2 = (a + 22), unde a 
este o constantă, c vileza luminii, iar t timpul. Să se determine forţa care se 
exercită asupra parliculei în acest referenţial. 

Răspuns. 

Mac? 
E: 
a 


Problema 1.2.37. O particulă cu masa de repaus m, şi energia cinetică 2, 
întilnește o particulă fixă, cu aceeaşi masă şi aflată în repaus. Să se calculeze 
masa de repaus și viteza particulei complexe, formată în urma ciocnirii. 

Răspuns. ; ' 


oea 5 Ve, : pi “st l [2m + 2m cy] 
OG a; = =z e AoC ], ` 
3 Neesh 2moc2 TA c : wai 


Problema 1.2.38. Energia unei cuante de lumină į (foton) se exprimă 
prin £ = ho, unde ñ este constanta lui Planck şi « frecvenţa fotonului. 


Impulsul fotonului este ho/c. Să se arate că fotonul împrăștiat pe un electron 
liber, de masă m,, va avea energia 


t3 


4 HJE 
Zi = ej ue șes J 
mec? 


unde 9 este unghiul sub care este împrăștiat fotonul și să se arate că elec- 
tronul primeşte energia cinetică 


EIF \ at cos 6... ca 20 
mb ee i ESE ge Ai ta îi A 
S mmh 5 003.6.) 


Problema 1.2.39. Să sc calculeze impulsul unui proton a cărui energie 
cinetică este egală cu-500 MeV. 


Răspuns. 
A/C F 2m) 


A = 1,744+10-10 kg-mes”1, 


pP 
Problema 1.2.40. Să se calculeze masa de repaus a unei particule rela- 
tiviste cunoscindu-i-se impulsul p = 130 MeV/e şi energia cinetică £, =50 MeV 


Şi să se exprime în mase electronice.  . ` 


Răspuns, 


pici A 


mg = 2 29,56:105% kg 284 mi. 
dac a 
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Problema 1.2.41. Să se calculeze viteza mezonului v a cărui energie: 
cinetică este de 10 ori mai mare decit energia sa de repaus. 


Răspuns. 


120 
v = c = 2,985+108 mesi, 
121 


2. MECANICA ANALITICĂ 


Breviar 


Mecanica analilică este un capitol al fizicii, care consideră drept legi 
anumite propoziţii generale care au 0 formulare matematică susceptibilă 
de generalizări şi din care, prin demonstraţie, pot rezulta legile mecanicii 
newtoniene sau einsteiniene, precum şi alte ecuaţii ale fizicii (ecuaţiile Maxwell, 
ecuația Schrödinger ş.a.). > 

Ca principii diferențiale ale mecanicii analitice pot fi considerate : princi- 
piul lucrurilor virtuale și principiul lui d Alembert. 

Principiul lucrurilor virtuale ; în cazul unui sistem de n puncte materiale 
în echilibru slalic, suma lucrurilor. virluale. ale forlelor aplicate sistemului de 
puncte materiale este identic nulă, oricare ar fi deplasările virtuale infinitezimale: 
reversibile și compatibile cu legăturile punctelor sistemului, plecînd de la o stare 
de echilibru a sistemului, adică : enp: PRE ; 


ZEO. Sr =Q.: 
k 


Acest principiu ține seama de existența axiomei legăturilor virtuale : 


DEP- > 0, 
= i 


unde F(P reprezintă. forţele de legătură, iar-97 -sînt deplasările virtuale com- 
patibile cu legăturile. = pap 51910 sntiia 

Principiul lui d Alembert: în cazul sistemelor fizice în mișcare, suma 
lucrurilor virtuale ale forțelor “efective (ansamblul forțelor aplicate şi al forţelor 
de inerlie) care acționează asupra unui sislem:de puncle materiale este identic 
nulă, oricare ar fi deplasările virtuale_infinilezimale reversibile şi competibile 
cu legălurile acestor puncle, adică: 


j și sèinn SDIR ED 
) F — — (mufa) (Si =0. 
3 di i 
În unele aplicaţii este util şi un principiu dilerenţial introdus de Gauss. 
principiul celei mai mici constrîngeri, conform căruia : peniru o mişcare reală 


a unui sistem de n puncle materiale, èZ =0, unde 


TA 


i f 3 HBS 1 Š 1 3 QE i y i m $ 
H GE = D polio) lie a GER ea i midA 
2 Mia ; 
k } EKHG d 
este conslringerea sistemului, : l aia 
Ca principii integrale se utilizează ; principiul lui Ia mi lton şi pun- 
cipiul lui Maupertuis, 
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Principiul lui H am il tomsin cazul unul 


sistem dinamle vlonom-reonom 


` 3 l; i i , 
cu f grade de libertate, acțiunea hamilloniană S = se (îi, i A Tie de 
i A sp pata m Li 
Qr; Dat între poziția inițială « sistemului de puncte malerlale și pozi fla sa finală, 
pe drumul mișcării reale a sistemului, are o valoare Slajionară În raporl cu acțiunile 
-corespunzăloare altor drumuri compatibile cu legălurile, care s-ar efeelua de călre 


sistem între aceleaşi poziţii iniliălă şi final și între aceleași momente de limp, 
adică : 


lı E 4 
òS =ò | Lo qi; Dal=0, 
tı 


unde Lligo M; t) este Tuncţia lui Lagrange, a sistemului, În cazul În care se 
ţine seama de legălura dintre funcţia Hamilton Apo m; D a sistemului 
şi funcția lui Lagrange ; 


e 2 =X pila, 


unde p; = Le ; principiul lui “Hamilton ia forma echivalentă: 
qi 
S 
r | (pd — DD) =0. pă 


— -æ 


= 75 S 
Principiul minimei acţiuni: acțiunea Mauperluis, S = | 2 ın dl, între 
E x 2 MTb Sposa | i HHU , ugsa puimii sias 
douä poziții P, şi P, ale unui sislem conservaliv de puncte materiale are o valoare 
slalionară pentru mişcarea reală, față de acțiunile caleulale între aceleaşi poziții 


exlreme, pentru toate celelalte mişcări” posibile, compatibile cu legăturile, adică 
P, il 


d f 2 Gein dL =0; unde Zoin = ii čle chergia cinelică a sistemului. 
P, das + t=t ` : 3 T t 3 H $ 
Principiul minimei acțiuni este extins de Helmholtz la sistemele necon- 
servatixe și Lără legături neolonome, în cazul particular în care forţele aplicate 
nu conţin explicit timpul, însă pot deriva dintr-o funcţie de forţă care depinde 
explicit şi de timp. 

Evoluţia în timp a,sistemelor fizice este descrisă, conform mecanicii 
analitice, de “trei formalisme: Lagrange, Hamilton şi Hamilton-Jacobi. 

Ecuațiile Lagrange pentru un sistem de n puncte materiale cu f 
grade de libertate sînt: 


fe sil Re Ade OS ANA PE 1, Aias tai fe ; 
ME 9q, ôq . | 


Ecuațiile” lui Lagrange pot Li rezolvate dacă se cunosc condiţiile iniţiale : ` 
= ql = 0) = Mi dl 0) =, i REA unah, 


Ecuațiile Hamilton (ecuaţiile canonice) pentru “uni “sistem de in puncte 
materiale cuf grâde'du ibertatei-statie ni nottiatali ie ggasi b alina 


Ap 


unde i =, „f. Ecuațiile lui Hamilton pct fi rezolvate dacă se 
cunosc Eine iniţiale : ; 


gE 0) pS) Epe e | 


Ecuația de mişcare Hamilton-Jacobi pentru un sistem de m 
puncte materiale cu f grade de libertate este: 


eS, qes -> qz; l 0S as 
i ini Ee AR) ) +2 fi (2522-2073 S TELI), - ; ) 
at Cd cr 


În cazul sistemelor fizice conservative, pentru care S(q,; £) = So(q)— et, 
d fiind energia totală a sistemului, ecuația Hamilton-Jacobi devine : 
0So 05 aS 
w (o lz; fs > E pe =, 
êh 8q 997 


Revenind la calculul acţiunii unui sistem fizic, în cazul în care se realizează 
o variaţie generală (coordonatele q; variază şi în timp, astfel încit, şi le nu maè 
sînt aceiaşi pentru'ambele- drumuri, de exemplu), atunci: 


ee eT 
0 SPR t: 
SS | ) Eo zd: rA -3q tH [5 `pòqi aa] : 
aqi di oq: h 
i=1 i=1 


care ţinind seama de ecuaţiile lui Lagrange devine : 


set ac 
LS APAE i- Su) az 


Scriind FU) = È Piddi — =: 31, atunci 35. 2 Rl) - — Esh), -E(t) fiind gene- 


ratoarea de Pa alora ase inlinitezimală care produce variaţia òS în inte- 
grala-acțiunii: i > 

În cazul unei transformări canonice cu mnha F ca generatoare, variația 
unei: mărimi fizice A (pa q) estedată de: 


a Í 
face s CA _9E OA co 
ag peN ofta a da =(4F). 


Din proprietățile spațiului și timpului, rezultă teoremele de cunservare 
pentru energia totală, impulsul total și momentul cinetic total al unui sistem 
mecanic izolat, 

De asemenea, ţinînd seama de evoluţia unui sistem fizic în spaţiul fazelor, 
se pot introduce invarianţi integrali (teorema lui Liouville etc.). 

În fine, trebuie amintit că ecuaţiile de mişcare păstrează aceeaşi formă 
în cazul mișcării velativiste, cu deosebirea că există, o altă expresie pentru 
funcţiile Lagrange și Hamilton, În cazul unei “particule libere : 


<k = = mac? | 2 e şi d c/p F me. 
eJ RE i 
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PROBLEME 


Problema 2.1. Două corpuri. de mase M, Şi ma. se allă pe un plan 
înclinat dublu, fiind legate printr-un fir inextensibil, fără masă, trecut peste 
un scripete O (ligura 2.1). Considerind că frecările sînt neglijabile, să se arate, 
cu ajutorul principiului lucrului mecanic virtual, că la echilibru există relația : 


Sin &, Me > = a = Aare 
—— =——, unde a, şi «, sînt unghiurile făcute de planul înclinat cu 


Sin Qe mM, 
orizontala. 


` Solulìe. Considerind F, şi Fs vectorii de poziţie ai maselor m, şi Ma față de O, 
forțele reale ce acționează asupra lui m, şi ms sînt forțele de gravitație : 


F = =muş (1) 
şi 
F. = & = mS. (2) 
Conform principiului lucrului mecanic virtual : 
F.-dă 55 F. òFe =0. e (3) 
Folosind (1) şi (2), relaţia (3) devine : 
mg Ar, Sin & + mag òra Sin aa =0. | eg iata ă (4) 


Întrucît firul este ' inextensibil, 


E ao 
Relaţia (4) se transformă în : 
(Mg sin e, — mMs9 sin as)-ăr, =0 (G) 
şi òn Mind arbitrar, rezultă : 
in dat Mas L2 ui 5 i (7 
Sinai = Mais 


Problema 2.2. Să se calculeze accelerația maselor mi Şi ms din pro- 
blema 2.1, folosind principiul lui. d'Alembert. 


Soluţie. Introducind forţele de inerție în ecuaţia (3) din problema 2.7 
rezultă : 


(m ğ — m,řñ)-òñ, T (m.ĝ — msi.) di =0, (1) 

adică | 
(m,9 sin a, — mir) Òr, = (Mg Sin as — MeTa)ăre pă (2) 
Deoarece firul este inextensibil rezultă : rı + ra = const, Se poate scrie: 


i AE sc Za iute L) 
Gh =0. (4> 


GŁ 


Înlocuind pe (3) şi (4) în (2) şi după simplificarea cu 3r, O, rezultă: 


== Mg SIN &ı — Mag SİN de 
Ta IT ——— 
m, IM 


(5) 


Deci, particula 1 urcă sau coboară după cum m,g sina, > M9. SİN Ga sau 
in Vers, : ; f 

Problema 2.3. O tijă omogenă. PQ (fgura 2.3), de masă m şi lungime L, 
este susținută la capătul Q cu ajutorul unui fir inextensibil 0Q, de lungime l, 
avînd punctul O fix pe peretele A B. Capătul Pal tijei se deplasează fără frecare 
pe peretele AB. Presupunind că planul care conţine punctele P, Q, O este 
vertical, și perpendicular pe perete, să se: arate că echilibrul se realizează 


dacă: 
NES 42 £ 
ȘI S 


IPS T ele RUDA 
Soluție. Există o singură forţă reală, greutatea G = mă a tijei, care acţio- 
nează în centrul acesteia (figura 2.3). Forţa cu care peretele acţionează asupra 


Lijei şi tensiunea din fir sînt forţe 'de legătură și ele nu dau lucru mecanic. 
lje 7 vectorul de poziţie al centrului de masă C față de O, 


. 


ză + yä. SACD) 
Din figura 2.3 së obţine că o = IEI p e i 

09 = 0P + PQ (2) 

OQ = 0C + CQ. (3) 


După înmulţirea lui (2) cu å, scalar, rezultă: 


lsin a = L sin ĝ. girar ai (4) 


Analog pentru (3), după înmulţirea scalară cu Üy, 


l cos g =y EL cos B. (5) 
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O deplasare virtuală a centrului de masă C este dată de: 


òr = dacii, + yd. (6) 
Întrucît G este singura forță reală, principiul lucrului mecanic virtual se- 
scrie : 
m- =0. ; (7) 
Cu ajutorul lui (6), relaţia (7) devine : | 
mg-5y =Q. (8) 
Din (4) şi (5) rezultă : - 
l cos «:da = L cos 8:35; 54 (9) 
lsin &:5a = aL sin pòp ' (10) 


Deoarece ôy = 0, după împărţirea lui (10) prin (9), se obţine : 


PE e Ec 


sina, Li sin f Hoi pt atdoti 17, 


Din (4) rezultă : 


: l 
sin 8 = — sin g. 12 
pa 1E } FEER ni a) 


Relaţia (11) devine, cu ajutorul lui (12): 


sin a ] paziti = 
= 2 E EEE (13) 
VIsiR: a. fă 2 JL- E sin? a 
de unde - 
E MEE P > ig S, 
sya U VIPER: (14) 
LA/3 
şi 
le 5 3 773 

sin 6 VALI (5) 


Problema 2.4. Să se scrie ecuaţiile de mișcare pentru pendulul atirnat 
de un resort din figura 2.4, aplicînd principiul lui Hamilton: 


Soluţie, Pentru sistemul din figura 24, funcţia, lui Lagrange se scrie : 


ce 0 = m eri mp cacao La i (1) 


Principiul lui Hamilton se scrie : 
Í {Imr — mr? — mg cos 0-Hk(r — Ta)]ăr-tlmr*0-+-2mrr0-+- mgr si n 0]80) dt — 
ti d 
I.E sea ARTE (3) 


= Prătinir 37 PAMS = 0. e a 
[i 2 gi De-a CE- CESES dia a, De Oai < 


63. 


kaa ana i 


Deoarece, ăr(1,) = 3r(1,) = 50(1) = 50(4.) = 0, integrala a doua din (2) este 
nulă. Prima integrală din (2) este nulă dacă: mr -- mr? — mg cos 0 + 


= kr — ro) =0 (3a) şi mr?6 + 2mrrd + mgr sin 0 = 0 (3b), care sînt ecua- 
tiile de mişcare ale sistemului. 


- Problema 2.5. Un corp este aruncat cu viteza 5, sub un unghi 0 față 

de orizontală (figura 2.5). Să se compare valoarea acţiunii pe traicctoria 

> PS = 1 ei 

reală, descrisă de ecuaţiile x = val, Y = vyl — — gł (a), cu valoarea acțiunii 
2 


= 


cati (a Liri MERE 
je traiectoria virtuală, descrisă de ecuaţiile a =V y =h i (b). 
t 
Cele două traiectorii coincid în punctele. 0(0; 0) şi A(R, 0): 


Soluţie. Avînd funcția Lagrange 


: | E era = 
RSE m +y?) — mgy, (1) 
acţiunea corespunzătoare traiectoriei (a) este: 
1;2oLz: 
1 Ta = vă l a 
Sp | — m(v + v — 4vygtk 20) al = 2mh | — > bul, (2) 
9 Uy £ 
d 
„ar cea corespunzătoare traiectoriei (b) este: 
pani i a0 ESRR 
y 1 lerè? v Ti 
Ei ETAU pinup i a 
dp | E (i + = Ş = — 29h sin — ) di = 
CARO | 
vè, : 
= 2mh aet 0,329 ) . (3) 
Dy ! \ 
‘Se observă că: : 
EEIN } Tti V VUN LS; a AN (1) 


„„ Problema 2.6, Să se arate că drumul cel mai scurt dinte două puncte 
«de pe o suprafaţă cHimdriică este o elice, 


GF 


Soluţie. Distanţa ds dintre două puncte: P, şi P, de pe suprafaţa unui 
cilindru, în coordonate cilindrice, este dată de: 


A i 
(ds) = [ +r? (ase) | . (dz)? = Q?(dz2)}. n (1) 
9) 28 
Distanţa s = | Q dz va avea o valoare extremă pentrao) 2e = 0, (2) 
Pa 3 i 

adică r29? — —“ = c2 = constant. ; E) 

Te Ca 

Integrind pe (3) rezultă : 

TO = caz C3, Ta sieti (4) 


care este ecuația unei elice în coordonate cilindrice. Dacă punctul P, se află 


în originea axelor, adică 0; =0,z, = 0, atunci 03 = 0 şi C, =——, iar ecuaţia 
ză ig Gis F x Za 
elicei se scrie: EE 5 
rô 
TS 
Za 


Problema 2.7. Sistemul . de referință z0y din figura 2.7 se deplasează 
de-a lungul direcţiei Oz cu acceleraţia a, avind viteza iniţială 5. Asupra 
masei m acţionează o forţă de frecare f/2 — ba. Să se serie ecuaţia de mișcare 
a sistemului folosind principiul: lui“ Hamilton. 235 E E 

Solujie. Avînd ecuația de mişcare a sistemului de referință | 


A E : 
SEWE E 71 papală A 1 
LOR 0) 


variația acțiunii este : 


ta ta E eE $ 
SS = f (8L F föt) dof [moat + x) dă + kr dz — bròzjdt. (2) 
Íi $ li Sa zei f = 
Deoarece a di Da a 
E sa 2 ADE BETIE O? Ba (13 10-a 
mg +,at gi l-a Fi afm + at 292] —m(a d 2) T Al vei (3) 
expresia, principiului lui Hamilton este: Zei a apostoli e LA 


po a rada + 2) + br + kr]ăz) dt — f dmo atd 2) 03] 20. (4) 
i n a a e E EEA 


Sa 


X 


$ 
Í 
t 
$ 
E E 
f 
$ 


$ Fig. 2.7 83 ya 


Ape niy 
no AA 


5 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 : 65 


Soluție, Distanţa ds dintre două puncte: P, şi P, de pe suprafața unui 


cilindru, în coordonate cilindrice, este dată de : 


i a / 940 X2 : 
(ds) =|1 + [—] |- (dz)? = Q2(a2). (1) 
£ dz 
g 
N Distanța s = | Q dz va avea o valoare extremă pentri să N =0, (2) 
A dz(20 J 20 
| P, 
A 7 e 
| adică 7°90? = ——=— = = constant. ASY 
E: r — c 
i Integrind pe (3) rezultă : 
r9 = Cazi F ca, | (4) 
care este ecuaţia unei elice în coordonate cilindrice. Dacă punctul P, se află 
= = 3 : zi KE 79, s x 
în originea axelor, adică 0; =0, z = 0, atunci cs =0 Siac == , iar ecuația 
Sng ; Za 
elicei se scrie: S 
r9 = 19; Za 
a Za 
Problema 2.7. Sistemul -de referință ioy diù figūra 2.7 se deplasează 
de-a lungul direcției Ox cu accelerația -a, avînd yiteza inițială 5. Asupra 
masei m acționează o forță de frecare f/=— — br: Să se serie ecuaţia de mişcare 
a sistemului folosind principiul! lui Hamilton. N pa 
F Soluţie. Avind ecuaţia de mișcare a sistemului de referinţă. 
j Snug Sl E ; : 
| se DEA qi? (1) 
2 
variaţia acţiunii este : 
t la EEE Š 
SS = f (BL fS) dnf [mu Hat g) da kr ör — badz]dt. (2) 
în . + li st ae i w 
Deoarece 2 Ss E e: = 
Ma Fat Hade re Alma k alt, oaz] mla cf 3:8 e dl ua (3) 
: expresia principiului lui Hamilton este : za s aa i T E Ni iz 
h A z LE UTENS N RA TOARE 
35 = f{[m(a + z) -+ bz -+ kx]ļòr}dt— f alm(v + at + x) òr] =0. (4) 
l die a E 
f 
= ra 
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Integrala a doua din (4) este nulă deoarece 3z(1,) = ŝz(t,) = 0, iar prima 


integrală este nulă dacă m(a-+a)+ bx + kx =0 (5), care este ecuaţia de 
mișcare. 

Problema 2.8. Un corp este aruncat pe orizontală din punctul P, 
(fig. 2.8), cu viteza iniţială vo, traiectoria reală fiind descrisă de ecuaţiile : 


t = vl, y = Zot. (a) 


Prin punctele P, şi P(x, Ya) trece şi traiectoria virtuală, descrisă de 
ecuaţiile : 


xr=v t, y za 2 ef] — 1) (b) 
SI 2 


Să se arate că pe traiectoria reală (a), acţiunea are valoare mai mică decât 
pe traiectoria virtuală (b). 
Soluţie. Pentru traiectoria reală, funcţia Lagrange este: 


La =T (oh + g'e) + = mgt (1) 
şi acțiunea 
t =21 
S r a 20 a (2) 
Vo 
1,=0 


Pentru traiectoria virtuală (b): 


m ya zii 2vot vot ) 
L, = — iv + — 2 lex — 2 exp|— |+ Lt 
; | (e— 0 az | Pa 


mg: eap 2] (3) 
e— 1 | 225 
Și 
Xa 
Ve 
Sa. (2, E ut, 1-10;689-I09%ada (4) 
Vo 


0 

Din (2) şi (4) se observă că S, > S, 

Problema 2.9. O mărgea de masă m poate aluneca de-a lungul unui fir, 
sub acțiunea greutății proprii (fig. 2.9). Să se găsească forma pe care o va 
lua firul în așa fel încît timpul necesar parcurgerii drumului între P,(2, Yı) 
Şi P(x, Ja) să fie minim. 


d x 


ACSA] 


pile pe i 
„br s Va fa (xaya) 
y 
Fig. 2.8 Fig. 2.9 
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qi 


Soluţie. Pentru orice curbă care leagă cele două puncte, intervalul de 
timp este : 


P 
E D 
p, V 

unde ds =1/ (dz + (dy), iar v este viteza instantanee a mărgelei. Deoarece 
energia d se conservă, 


1 S 
ó= g A mgy = mut + mgy, = constant (2) 
de unde 
= = 299 y). (3) 
Atunci, i 
Va 
pa | | eta Sa (4) 
E — 2g9(y — yı) 
Yı e ii 
Variabila independentă feste y şi notind cu Q = a 
29(y—y1) 
unde z' = dz/dy, integrala z va avea o valoare extremă pentru 
e dz dz | 
adică 
se i DI REST ilg =y (6) 
(1/2gci) — (04/29) — yi +y 
Introducînd notaţiile c, air Vu ŞI C3 =- E E C2, (6) devine: 
29 2gci 
Rada) = | (7) 
dy c3 +y 
Pentru a integra ecuația (7), se face schimbarea de variabilă : 
Ca — y = RU — cos a) — se DEA (8) 
Atunci, | AE z 
; & + y = R(1 + cos a). (9) 
şi si | 
dy = — R sin a da. (10) 
Înlocuind (9) şi (10) în (7) rezultă : 
dz = —R(1 — cos &) da. (11) 
Integrînd pe (11), rezultă: 
T= To R(a — sin a), (12) 


unde ze este constant și integrînd pe (10), se obţine: 


Y = Yo —-R(L— cos «). (13) 
Relaţiile (12) şi (13) reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei. cicloide. 


Problema 2.10. Un punct material, de masă m, se deplasează după 
direcţia zenitală în cîmpul de gravitație presupus uniform. Să se determine 
acţiunea lagrangeiană S relativă la intervalul de timp (0, i), în următoarele 


3 LSS: y 

ipoteze: a) z = — gł; b) z=eul; c)z=cal?. Constantele c, și ca vor fi alese 
2 

astfel încît poziţiile iniţială şi finală ale traiectoriilor virtuale să coincidă 

cu poziţiile reale la limite. Să se indice care din cele trei mișcări este cea 

reală. 

9 


Răspuns. 2 =— mz? + mgz; a) S« =— mg'i; b) S, =— mgt; 
g 


1 
2 3 
c) S, SEE Sa CSES 
20 


Problema 2.11. Să se scrie funcţiile lui Lagrange şi Hamilton pentru un 
pendul plan, de masă m, și lungime l, al cărui-punct de suspensie, de masă m,, 


se poate deplasa pe odreaptă orizontală (fig. 2.11). Cimpul gravitațional se 
consideră uniform. 

Solutie. Mișcarea avînd loc în plan, sistemul are două grade de libertate. 
Alegînd coordonatele generalizate qy = z şi qa = e, funcţia Lagrange pentru 
sistemul considerat va fi: 


Pb —U = eat Oar Us; (1) 


deoarece U, = 0, mişcarea punctului material de masă m, avînd loc în plan 
orizontal. 
Pozițiile 'celor două puncte materialei sint definite prin coordonatele : 
Ti; Za =0 (2) 
pentru m, şi i ; 
Za. A LSID O Za = cos Qian : (3) 
pentru m,. Atunci, 


. 1 . S 
de = ba Fin = t ma E ma glc) (4) 
şi ; 
| U = —Magza = —magl cos 9. (5) 
Funcţia lui Lagrange va îi: -i 
1 i a 1 sa 
gis m, si atei Va Ma) 2 za Ca Sta 


4229 l cos“) + ma9l cos e: (6) 

Impulsurile conjugate coordonatelor 

vor Îi: 

Mz PAGI a pp E i= = (m + ma) -+ mule cos e 
z 


Fig. 2.11 (7) 
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şi 


oL 


29 


malo ptm zlz cos Q, (8) 


Pe = 


iar funcţia lui Hamilton devine: 


E e păl'm= + pg(ma + Ma) _ popa cos 9U + sin” 9) --. 
A 2m (n, + m, sin? 9). im, + m, sin? 9 


— mgl cos 9. (9) 


Problema 2.12. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru un circuit format 
dintr-o capacitate electrică C şi o inductanţă Í: Se va alege drept coordonată 
generalizată sarcina electrică a unei armături a condensatorului sau potențialul 
electric. 


3 z 1 | sas 
Soluţie. a) Dacă q = Q, q =Q = I. Ţinind'seama de é; == LE = LO 
şi de U Zile o rezultă : 
26 


b) Alegind q = U, rezultă: 
= ~a i å : = asaan = = > 1 3 = 
U= L CÙ şi å -pS = LCU; 
2 2 2A 
Funcţia lui Lagrange va îi: 
1 - 1 
£2 = — LCU? — — CU. 
2 2 


Problema 2.13. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru sistemul din 
figura 2.13. Sistemul. se află în planul orizontal. ; 4 
Răspuns. Alegind qı = ză Side 10, rezultă oi co 


ab = LO — ma t+ Ofasinal— Le PE L re, 


Problema 2.14. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru sistemul din 
figura 2.14, alegîndu-se drept coordonate generalizate : 3 Yri yz; b) A, şi Qz- 
Soluţie. a) În acest caz, 


taali Ia "a i 1 Ti Ti A Is Po în 
d lata) (zimi) a însa (1) 
şi hA ; 
1 > 
U = mag + magh e RA — h e Ra, e) 
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k pozitie de 
echilibru 
aaz EA: 
x 
m 
A 


LI 


placă fixă 


Fig. 2.13 


unde l, şi l, sînt lungimile netensionate, iar y, şi 
punctul cel mai de jos. Deoarece s, ar St Și (Op 
unde c, și cə sînt constante se poate scrie că : 


1 s 1 
U = mg, + M9} + (6 Să ata) ale 5 Ey Sa 


= e) 
iar funcția lui Lagrange va fi: 
1 (1, - TEMIS li ; 
A m 2 a E — 2 
ip E j e aa JE RI PY 


1 A 1 
— mMı9Yı — M29Y2 — (0 — Va — l’ — FRA Yı — Ca — la)? 
b) În acest caz, 
1 aa îs aS S 
Ve e La + m)R2 + I] xE Isa ata + 12)0a + m R.R0,0: 


şi 


U = mag(ca — R,0, — R202) + Mo9(c3 — R,0,) + - ki(C& — cs + 
1 Rione e s PETORO RHA 
Funcţia Lagrange va fi: 
kr ce Im, +m) R? + 1]02 + Z (mR + 1a)03 MR, Radda — mug(Ca 
= Riina R10). dle AROE hla Lie R 
— lalea Ca — R0 HR: — la. 
Dacă sistemul este în echilibru: 0, = 0, = 0. 
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Ją se măsoară de la 
— Se) + (Y2 — DISE 


(3) 


(4) 


(©) 


(6) 


(7) 


Problema 2.15. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru sistemul re- 
prezentat în figura 2.15. Punctul material de masă m, se mişcă pe axa z şi 
întreg sistemul se rotește în jurul acestei axe. Mișcarea are loc în cîmp gravi- 
taţional considerat uniform. 


Soluţie. Dacă 


pentru fiecare punct material m,, elementul de lungime parcurs este : 
(d4)? = a2(40) + a? sin? 0(do). (2) 


Distanța de la punctul material m, la punctul de suspensie A este egală cu 
2a cos 0, deci: 
dl, = —2a sin ð dð. (3) 


Atunci, 


Ce = 20, Ce, = ma(0202 +a? sin20- p?) + mad sin? 0.62 (4) 


și 
„U = 2U; + Us = —2ag(m, + m.) cos 6, (5) 
iar 


L= b — U = mad?(02+-sin?0- p?) 4 2m,a?0?sin? 0-+2(m,-+m;)ag cos 0. (6) 


Problema 2.16. Două bare AB și BC, avînd fiecare lungimea 2a şi 
masa m, sînt articulate în B și se află în repaus pe un plan orizontal lucios, 
punctele A, B şi C fiind colineare (fig. 2.16). Să se descrie mişcarea siste- 
mului după aplicarea impulsului P în punctul A. 

Soluţie. Se aleg coordonatele generalizate z, y, 6, ṣi 0a, unde z şi y sînt 
coordonatele punctului B, iar 0, şi 0, unghiurile făcute de cele două bare cu 
direcţia iniţială ABC. 

Energia cinetică a sistemului, înainte de aplicarea lui P, este: 


G= Sme + ad, + 16+ Tma 46) + i; e (1) 


unde I este momentul de inerție al unei bare față de centrul său de masă. 


Fig. 2.15 Fig. 2.16 
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Ecuațiile lui Lagrange se integrează în intervalul (0, t) în care acţionează 
impulsul P : 


a 2 

| d e ) 2 pi 2% qi si [o dt, (2) 
Oda Oe 

0 0 0 


Qr fiind forțele generalizate. Dacă Q, tind la infinit în aşa fel încît impu'sul 
generalizat 


lim | Q, dt=P, (4) 
7>0 0 
să fie finit, atunci 
lim (| =] d= 0. (5) 
>0 qr 
Deoarece mărimea = este finită, se poate scrie: 
dk 
2 3 
A (2) a 5) 
29 
Lucrul. mecanic virtual corespunzător impulsului P este: 
i òL = Pòs, + (6) 
unde Hia 
: ds = òT + 2a stea K Tal) 
adică i - iat n ; f 
- : AL => TE sira 2aP-56,. (8) 


Pena o deplasare SE irtuala generala a site abia lucrul, mecanic , virtual 
este : 


SL por e Poy E Paad e E Idila o 
Comparînd relaţiile (8) şi (9), rezultă : 
„Pa = Ps. Pu 0; Po, 324; Poa. (10) 
Aplicind relaţia (5) rezultă : 
Gr i a[ie]=p., (11) 
sei ôx 
sau , 4 
m(x + 00.) F-m (aab) =A o (12) 
F A dea e, (3) 
ôy 
sau aS 
Fi mý =0, (| (14) 
BEENA ôd 5 
A=] = Pe, (15) 
E AR. | 90, & "Sp 
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sau 


ma(a 4- a0,) = 10, m 2aP, (10) 
De asemenea, 
afa) = Po (17) 
00, 
sau 
ma(x 4- að.) + 10, =0. (18) 
înlocuind I = më, se obţin valorile vitezelor: 
. P : : 9--P A o RE 
rt = — —; = 0; 0, = ——; l= = 
3 m 4 ma Min: 4 Mda 


Problema 2.17. Masele din figura 2.17 se mişcă vertical sub acțiunea 
greutăţii și a forţelor elastice din resorturi. Să se scrie ecuaţiile de mişcare 
ale sistemului. 

Solutie. Sistemul are trei grade de libertate. Se aleg drept coordonate 
generalizate. y, -Yı și Yz. Folosind coordonatele centrului de masă, energia 
cinetică a sistemului poate fi scrisă sub forma ; 


1 ; 1 ; 1 : 1 . 
de = (mut m + mo) + 7 mut + 7 Ma + Ma: (1) 


Intreducînd notația M = m, +H ma + m, și ţinînd seama de definiţia 
centrului de masă, mag, = Mada + Mada, pentru a-l elimina pe q se observă 
CĂ Qi = Yi — Ys iar qe =: — Va. Atunci, 


Misa mM se o mM e „m ii 


des y — == YU — yya + — (m, + m) + 
2m3 Ma à mz y i mz ză pă ; 2 
m 12 , 
+ — (m, -H m3) Aa an Vaz (2) 


ma mz 


Ecuațiile de mi se scriu: 


y 


M mi — mia = -had = E (m, Fmaj pi mayi — -Miya = 
mg Mz í 


e e ea 
g 


La o deplasare a întregului sistem, lucrul mecanic elementar in coordo- 
natele y, Yı Şi Yz este: 


èL Ae Eau i ue Moi + 
mg mg RERA înc ANA a de 


sii | Ja — L) Ta lea 5 ie WF ap pe = Mp :)) ay api 


Ma ; ý Ma 


T [so — h m h) ha = m -- les Si INR aem Tat m ii m ee eva Tari | lar, au) dj = 


a 3 


Să =— fă -+ Puţ-ăd ste Fy,’ 9ya. 


N 
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Fig. 2.17 Fig. 2.18 


Ecuațiile de mișcare devin: 


My = mı == may: = efai Psi E My S t) — mg ; 
m3 m3 M3 
(m, + ms)jı FP MaJo -E My sai kı(Y4ı — Ya — hL) — k = Yı + 
mı 3 


mM 2 5 SI : 
— maya + (mi + ma)yz] — My = k(yı — Ya ~h) — 


Mg 


Rae 


ms F ms ( Ma p 
m3 M3 m3 m3 

Problema 2.18. O sfoară legată de o particulă de masă m este trecută 
printr-un orificiu al unei mese netede şi este legată de un resort ușor, ca în 
figura 2.18. Punctul de care este legat capătul de jos al resortului este în așa 
fel plasat, încît atunci cînd se află masa m în orificiu, resortul este netensionat. 
Să se scrie ecuaţiile de mișcare ale sistemului. 


Soluţie. Sistemul are două grade de libertate și energia cinetică în coordo- 
nate polare se scrie: 


1 , 22 
e = A T03) (1) 
Singura forță care acționează asupra masei este cea din resort. Atunci, 
pentru o deplasare oarecare a masei m, lucrul elementar va fi: 
SL = — kr-ðr=F,sr + Fo 80, (2) 
unde k este constanta elastică, Deci, 
Fe = mkr. şi Fo =:0, (3) 
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Ecuațiile lui Lagrange se scriu : 


mr — mr? = —kr (4) 


d A 
— (mr?0) = 0. 5 
a, (mr*0) (5) 
Din (5) rezultă că : 
mr?ð = pe = constant. 


Eliminîndu-l pe 0 se obține ecuația în r: 


E 2 
o e (6) 


mr? 


În coordonate carteziene, ecuațiile de mișcare sînt: 


mz = kx şi mğ = — ky. 


Astfel, mişcarea s-a descompus în- două mişcări armonice simple perpendi- 
culare, cu aceeași frecvență. Traiectoria va fi o elipsă cu centrul în originea 
axelor de coordonate. 


Problema 2.19. Pendulul de masă m, din figura 2.19 este legat de un 
bloc de masă m,, care poate aluneca liber, fără frecare, de-a lungul axei ori- 
zontale x. Presupunînd r constant şi mişcarea posibilă doar în planul z0y, 
să se scrie ecuaţiile de mișcare ale sistemului în cazul unui unghi 6 mic. 
Condiţiile iniţiale sînt : 

lat =0, T= To ti = m 0 =0, şi 6 26, 


Soluţie. Sistemul are două grade de libertate. Se aleg x, şi © drept coordo- 
nate generalizate. Energia cinetică se scrie: 


[eo 1 ; Ei ; 
Ve = pri -- 25 alai + 2720 cos 0 -+ r?02), (1) 
iar ecuaţiile lui Lagrange vor fi: 
(m, ma)z, + mard cos 0 — mer sin O = Fs, (2) 
și S aE 
marx, cos 0 + mar? = Fe. (3) 
Lucrul mecanic elementar este: 
òL = M298ya = —megr sin 0-30 = Fz, tòt, + Fo:80, 
de unde ; 


Fa, =0 și Fo = —megr sin 6. 
Ecuațiile de mişcare (2) şi (3) 
devin: > 
(mm) + m,rô cos 0—m,r0? sin 0 =0 


(4) 


u. au 50 + mar? = — nmgr sin 0. 


(5) Fig. 2.19 


n ma ere rapa 


Pentru 0 mic, ecuaţiile (4) şi (5) devin: 


(m, +m, + marĝ = 0, (6) 
ti H 10 = —90. (7) 
Soluţia ecuaţiei (6) este : 
Mr0 
hr [=cette 8 
m, + m, h sta (8) 
şi eliminînd pe t rezultă 
0 = A sin(ot-+ o), (9) 
unde 
FE p, ao) 
rm, 
iar constantele cu; Ca, A, o se deduc din condițiile inițiale : 
SSF marĝo 
C SRT T Ma’ 
; Mar 
Ca = to 9; 
m Hm 


Ta 
A = jos: 


0. 
oda Arc ae 4 
E 0 3 
Problema 2:20.: O sferă mică de masă m și găurită poate aluneca pe un 
fir de formă parabolică a cărei ecuaţie este y = bx”. Să-se scrie ecuația de miş- 
care a sferei. 


Soluţie. Mişcarea avind lòc pe o curbă plană, sfera are un singur grad de 
libertate. Există două legături: y = ba? şi z =—c. Energia cinetică a sferei 
va fi: 


ada mid 4r’), a) 


iar ecuația Tui Lagrange -va fi: 


mz(i + Aba) + 4matab2 = Fe (2) 
Lucrul mecanic este : 
AL = —mg dy = —2mgbas t a Fa, (3) 
de unde 
F, = —2mgbz (4) 
şi ecuaţia (2) devine; 
ma(1 + 4b?x?) + 4matzb2 = —2mgba. (5) 
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Problema 2.21. Să se scrie ccu- 
aţiile de mişcare ale sistemului din 
figura 2.21. Se presupune că discul are 
un moment de inerție I şi că lungimea 
netensionată a fiecărui resort este l. 


Soluţie. Sistemul are trei grade de 
libertate. Lungimea firului masei m, 
satisface condiţia : x 

Yı + TR +a = constant = K. (1) 

Din figura 2.21 se vede că: 
da = — Yı = grt TR + ta — K. (2) 

Întrucît discul se roteşte, rezultă 
că: : - Fig. 2.21 pa 

FRO: (3) 


Energia cinetică este- 
di asalt m A E Ea a (4) 
c 2 A Ra i 2 2:31; 2 3 2 > 
iar energia potenţială, 
$ 1 s 1 $ Waa i SA 
U S k(jz — l)? + Dr ka(2a — To —lo) 2 — (Mata 2 Mata FMmaXa)g. (5) 
Lagrangsiana sistemului se scrie : 


1 5, "CANTAR tab aa o aA e N atesta 
Je [mă 37 (m aF wa == mail T (mt, + Meta F mts) g — 


1 ; SE - 
E: > kuri = Pa Ar ki)? == 2 Ro(2a — Xa — lo), (6) 


unde 
ka = TR — K — (5 (7) 
sA = E Era E AEE 
Ecuațiile de mişcare se scriu: t, =g — (el al R) 
E iey - Ge a ă Za 


Tii [mg 39 k(x, Fat: => K.) J Ka(Ta Ca mic Dia 19] + 
mz : ; A = 
Ea ja 
+ RE? T3 ai 27 R (Tz—Ta—lo). 


Problema 2.22: Să se scrie ecuațiile’ lui Lagrange pentru sistemul din 
fgura 2.22, pa i 


i 


Soluţie. Sistemul are două grade de libert 
Q, = Q: + Q,. Se aleg coordonatele generaliza 


ate, deoarece existi legătura 
te Q, şi Q.. Enefgia cinetică 


va fi: 
or= P i + LaO? + Lali — À) H2L,00: + 
+ 2Las0u(0, =Å + 210,0, ODi í) 
iar energia potenţială : 
r ala a 0 (00): 
U = a 2302 > fai — ata — (2). 
[e g = |+ zo E Of EEQ e 42) 


Ecuațiile Lagrange sînt: 


(aa + Las + 22ra), -+ (Las Lis — Los F Lo), + 


1 1 
| st E loga E 3 
G E) AE HB = Pa 3 
-> 2 1 1 
Tu t La — d, + Ma — La — Laa + Leda F (i 00, 
Ce 
Q, JE = 
E E Pa, (3b) 
C, 


unde Fo, şi Fo, sint forţele disipative datorită prezenţei rezistenţelor. 
Din lucrul mecanic al forţelor disipative -rezultă : 3 


Fo, = R-Q, — (R, + R)Q, (4a) 


Fo, RQ; — (Re+ Ro). (4b) 
Ecuațiile Lagrange devin: 


(La i Las PF Las)Out (Lie — Las — Lost Lea), A 


= 1 1 Q- a 7 
Hia e o Oe E. FE, = RO, — (RF RO, ; 
z A G saci (iai e 
(Lo F Las 200, E (CE LA + La), + 
1 1 - = À 
ABES = t E: — Ea = RQ; — (Ra RQ. 


Problema 2.23. Se consideră două pendule matematice identice, avînd 
fiecare lungimea I şi masa m şi fiind legate printr-un resort cu masă negli- 
jabilă şi constantă elastică k (fig. 2,23). Să se scrie ecuaţiile lui Lagrange 
pentru acest sistem. Se vor considera micile oscilații în jurul poziţiei de echi- 
libru, 


Soluţie. Se aleg coordonatele generalizate 


d =% ȘI qa = a 0) 
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E: 


Fig. 2.23 


şi făcînd schimbarea de variabile : 


9 NRSP a şi 0 Ma; —- fa (2) 
e a CI DĂ er = 
2 z 
rezultă : 
fe =ml*(03 + 03) (3) 
şi 
U = mgl(02 + 02) + 2kl?02. (4) 


Se observă că 0, şi 0, sînt chiar coordonatele normale, deoarece ener- 
giile apar ca sume de pătrate. 
Funcţia lui Lagrange se serie : 


L =L. — U = mP(6? + 63) — mgl(02 + 02) ++ 2102. (5) 
Ecuațiile lui Lagrange se scriu : a 
6, + 430, = 0, (6a) 
k 2k 
0, + (3+7). = 0 (6b) 
m 


unde 4 =g/l este frecvența proprie a pendulului simplu. F recvențele normale 


2 
ale sistemului sînt: 0, = A, -cos(wot + o) și 0: =A; os| oot Ji 2 + a); 
0 


unde A,, Az, qi şi 2 se determină din condiţiile iniţiale. 


Problema 2.24. Să se scrie ecuaţia lui Lagrange pentru sistemul din 
figura 2.24. Se va considera că pentru 0 = 0, bara este în echilibru static. 
Să se calculeze frecvența barei, în cazul micilor oscilaţii în jurul poziţiei de 
echilibru. 


Soluţie. Sistemul are un grad de libertate. Se va alege coordonata gene- 
ralizată q —0. Funcţia lui lagrang> se scrie: 


1 
2 = merge =- Zl +s, sin 0 — L) — TAN + Sa sin 0 — la)? — 
mii - — mgr sin 0, (1) 
iar ecuaţia 
mr +- ksa cos O(l +8, sin 0 — l) F Kasa cos O(I sa sin 0 — la) + 
+ mgr cos = 0. ; (2) 
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Pentru 6 = 0, ecuaţia (2) devine: ! / 
kisı(l — l) + koSa(l— la) + mgr =0. / (3) 
Ținînd seama de (3), ecuaţia (2) devine: / 
mr’ (kıs? + kas2)cos 0 sin 020, / (4) 
În cazul micilor oscilaţii în jurul poziţiei de echilibru, ecuaţia (4) devine : 
pp Re ati și do 5) 
: mr? 


de unde 


a / kasi F kost 


mr“ 


Problema 2.25. Să se scrie ecuația de mişcare pentru un sistem format 
dintr-o particulă, de masă m, care alunecă fără frecare pe un plan înclinat, 
de masă M, care alunecă la rîndul său fără frecare pe un plan orizontal. 

Solutie. Sistemul (fig. 2.25, a) are două grade de libertate definite de x 
Şi zı. Între componentele vitezei masei m există relația ce rezultă din fi- 


gura 2.25, b. 
Funcția lui Lagrange se serie : 


L = mg FR 2ra, cos 6). + = Mi komgzi sin 6; D 

iar ecuaţiile luiġ Lagrange se scriu: ; i 
m(x x cos-0) + Mx = 0, (2a) 
m(z, + 2 ços 6) + mg sin 9= 0. (2b) 


Problema 2.26. Se consideră sistemul numit maşina Atwood dublă, 
prezentat în figura 2.26. Masele scripeţilor sînt neglijabile. Să se serie ecua- 
tiile de mișcare ale sistemului. 

Soluţie. Sistemul are două grade de libertate definite cu ajutorul lui x 
şi xı. Funcţia lui Lagrange este: 


1 à ii Š 1 A 3 
L= Z max h EA Mo(— 2 h t) + ouale + 2) + 


+tg(m, — ma — m) + g(ma — Mata. (ID) 


Fig. 2.25 
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Fig. 2.26 Fig. 2.27 


Ecuațiile de mişcare se scriu: 


mata m(x — 2) +m + Tı) = 9(M, — M, — my), (2a) 
ma(—z +2) + maè + 2) = g(m, — m,), (2b) 


de unde rezultă expresiile accelerațiilor: 


A4mam39 Sa g(m, — ma)m, 
DRS, ie r: 
Mih “+ mim, + 4mm mM, + mm, 4mm 
Problema 2.27. Sistemul mecanic numit maşina Atwood constă din 
două mase mu şi m, legate printr-un fir inextensibil, de lungime l, trecut 


peste un scripete de rază « şi de moment de inerție J (fig. 2.27). Să se scrie 
ecuaţia de mişcare a sistemului. Se vor neglija frecările. 


ga — 


Soluție, Viteza unghiulară a scripetelui este z/a şi funcţia lui Lagrange 
se scrie: s 


1 j ENA 
L =p = US = (m + m, + Ja glm, :— m)x. -+ magl, (1) 
Ecuația lui Lagrange se scrie: 
(m + m+ a z (Ma — m,)g =0, (2) 
a: 


de unde rezultă acceleraţia siste- 
mului : 
9(m, — ma) 


I 
m +t mat 
a 


gz = 


(3) 


Problema 2.28, Discul greu, de 
masă M, din figura 2.28 se Țpoate 
rostogoli fără frecare în contact cu 
planul z,y,. Să se scrie ecuaţia de x, 
mișcare a sistemului, eu Fig. 2.28 


6 — Culegere de probleme de fizică — cd, 198 81 


Soluţie. Se alege axa a siste- 
mului fix faţă de corp, de-a lungul 
cozii OC. Atunci, z 

s= Ù sinĝ sin Ọ, (la) 
wy = sin 0 cos 9, 05) 
o: = o+ Ú cos 0, (1c) 


unde 0 = constant, sin 0 = r/r, 


cos 0 = Taffs și rs Ų = — rọ. 
Deci 
Os =Ù DL sin Q, (2a) 
Fig. 2.29 r3 
Oy = Ù T cos q, (2b) 
T3 

siR 
Or E) Alisa (2c) 

Talg 


Unghiul V este măsurat între yı şi proiecția lui Oz pe planul T0yı. 
Atunci, Is = Iy şi Isy = Iza = Iy, = 0, deci funcția lui Lagrange devine : 


2E. 2 
îl e T A je let Lt Mgl cos yl (3) 
Pai Ta 
Ecuația lui Lagrange se scrie: 
Pi 2 
Zizi jl ei Molisinig o0. (4) 
T$ ră 


Problema 2.29. Să se scrie ecuaţiile lui Lagrange pentru un sistem for- 
mat din trei mass, m,, Ma Şi ms, legate prin resorturile kı Şi Ka, care cade sub 
acţiunea gravitaţiei (fig. 2.29). 

Soluie. Se aleg drept coordonate generalizate y, qa Şi qs. Energia cine- 
tică a sistemului poate fì scrisă ca o sumă între energia cinetică a centrului 
-de masă şi energiile cinetice ale maselor Ma Ma Şi Ms, în raport cu centrul 
„de masă: 


7 e g pete poat SR 
(m, + mat ms) + adi t mag tai MsQ3. a) 


1 
Ce 
2 2 „2 


Ținînd seama de definiția coordonatei centrului de masă, 


d = Mafa + Maq (2) 
Ma 
şi de relaţiile 
mia my gg a (3) 
m Mı 
Wu; (4) 
Ya =Y — Qa i (5) 
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rezultă : 


2 


A 


1 
UO ai a RI ia e a C Oac 
2 m, m 


1 
SN Sa) 
2 2(43 da 2). 


Ecuațiile lui Lagrange sînt : 


y=; 
de mm, - m me)? 
de 2 (m, ++ mp) + Si dn du aeai Lar a) 
mı 1 mi 


k 
— 93 [az (ma + m) — t = asa (Ma + ma)— tks: ; 
m? m 


1 


liitton d m(m, + m3) Faur [ m(m, ar Me) H 
m- 1 mi 


1 


2 m 
ZE q3 [i Em n] = kı — Si ar: kS». 
1 


Se observă că centrul de masă cade cu acceleraţia g. 


. 1 mia: Na 1 ; ; 
My’ a qa + 6) +— Maq2 + Ehi 
Ma m 5) 


ka + te] 


(6) 


(7a) 


(7b) 


(7c) 


Problema 2.30. Un punct material se mişcă într-un plan vertical, aflat 


în cîmp gravitațional uniform, de-a lungul unei curbe a cărei ecu 


aţie para- 


metrică este: v = a(s) și z = z(s). Să se scrie ecuaţia lui Lagrange pentru 


acest punct material. 
Soluţie. Funcţia lui Lagrange se scrie: 


= m + 2) — mge = E mat + 715% mg), 


iar ecuaţia lui Lagrange: 
ms z (x? + 22) + mgz' — ms?(x'x" + 2'27) =0. 


S-au introdus notațiile : 


Problema 2.31, Să se scrie ecuaţia lui Lagrange pentru un pendul ma- 
tematic de masă m și lungime l şi să se calculeze perioada pendulului în cazu- 
rile : a) oscilaţiile cu amplitudini foarte mici (sin 0 = 0); b) oscilaţiile cu am- 
plitudini mici (în dezvoltarea funcţiei sin 0, se consideră doar primii doi 


termeni). 
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Soluţie. Mișcarea pendulului în plan vertical are un singup grad de li- 
bertate, pentru definirea căruia se alege coordonata generalizată q =Q. 
Funcția lui Lagrange este: 


1 2ġ2 
L = SA ml? + mgl cos 0, (1) 
iar ecuația lui Lagrange se scrie: 
d + Tsin 0 = 0. (2) 
a) În cazul oscilaţiilor cu amplitudini foarte mici, sin 0 = 0 şi ecuația (2) 
devine : 
ö + 20 =0, (3) 
care are soluția 
0 = 0, cos wol, (4) 
unde 
g 
og = 
S 


şi unde 0, este constanta de integrare egală cu valoarea lui 0 pentru t = 0. 
Pendulul descrie o mișcare armonică cu pericada 


alai | 6) 
60 g ' 


Ð) În cazul oscilaţiilor cu amplitudini mici, în dezvoltarea funcţiei sin 0 


trebuie considerat, și al doilea termen: ra aena 


02 03 
0 =0— — xð — — 
sin z -+ 
şi ecuaţia (2) devine : 
sei g 03 
6+ —[0——|=0 6) 
à a F ( 


care se integrează considerind o dezvoltare în serie de tipul 
0 =o sin ol + e sin 3ul, ii (7) 
unde œ este frecvența mișcării studiate, iar e o cantitate mică în aşa fel 


încît să se poată neglija termenii ce conţin puteri superioare ale lui e. 
Cu ajutorul lui (7), 0% devine: 


02 Aa sin wl = 3a?e sin? olisin 3ul= Z — aĉe) sin al — 


+) 9 4 | 3 pr 
A Ae an ste] sin 3ot'— SAE sin dot, u8) 
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T 


iar ecuaţia (6) va îi: 


9 3 3 9 . 5 
= aw + Lfe — FEE tae) wl- E Jew? + = | 4- 5 x? — 


9 


ez ; “e 
—a0e)] sin 3wl4+- i sin bot = 0, 


Á 


Identiticînd coeficienții lui sin ct şi sin 3wt se obţine: 


2m | 15(A ORI W a2 
pi a hi 2 SS Da eE +) 
o J E g Cos, 8 d g 16 
Problema 2.32. 0 particulă cu masa m; care se mişcă cu viteza v, trece 
dintr-un semispaţiu în care energia sa potenţială este constantă şi egală 
cu U,, într-un semispaţiu în care energia sa potenţială este tot constantă, 
dar egală cu U,. Să se arate cum se schimbă direcţia de mişcare a particulei. 
Răspuns. Dacă v, şi vą sînt vitezele particulei înainte și respectiv, după 
traversarea suprafeței de separație, iar-6, şi 0; unghiurile formate de aceste 
viteze cu normala la suprafața” de separație: A za 


\ sin Oi va =] 2(U; — U) 
Sin Oa a sut i alia ca 


Problema 2.33. O bilă găurită, de masă m, se mișcă fără frecare pe o 
spirală sub formă de cicloidă (fig. 2.33), descrisă de ccuaţiil: x = a(0 — 
— sin 0), y = a(1 + cos 0), unde 0 < 0 < 2m. a).Să se scrie funcţia lui La- 
Stange pentru bilă. b) Să se arate că ecuaţia de mișcare se, poate scrie sub 
forma ; 
du gu 


— =0, unde u EARS 
di: 4a ; 2 


în punctul A pe axa z (OA = h) în jurul căreia se rotește cu viteza unghiu- 
lară constantă œ. O bilă de masă m se mișcă fără frecare pe bară. La mo- 


Fig. 2.33 


mentul t = 0, bara se află în planul xOz. a) Să se scrie funcţia lui Lagrange 
pentru bilă. b) Să se scrie soluţia ecuaţiei de mișcare. 


1 o > ETES 
Răspuns. a) 2 za m(r* + or” sin” «)— mg(h — r cos æ). 


b) £, = Gy chlot sina] + C, shot sina] — 905% 


co? sin? a 
Problema 2.35. Fizica clasică poate fi formulată plecînd de la principiul 
variațional al lui Hamilton, punînd condiţia ca acţiunea 


ta . 
S = [Ala qu Da 
ta 


să satisfacă relaţia òS =0, faţă de coordonatele q; şi cu condiţiile la li- 
mită (fig. 2.35, a) dqu(l) = 3qu(l2) =0. Să se arate că realizind o variaţie 
generală a acţiunii, variațiile coordonatelor generalizate òq; schimbîndu-se 
şi în timp, atunci q; şi pi, respectiv — Z% şi t, apar ca variabile conjugate 
canonic. 

Soluţie. În cazul unei variaţii generale a acţiunii S, momentele de timp î, 


şi fa nu mai sînt aceleaşi pentru ambele drumuri (fig. 2.35, b). Deci va avea 
loc transformarea : 


q(t) > q(t) = q(t) + dq (la) 
dq; şi òt fiind arbitrare şi independente. Atunci rezultă: 
ta+S5ta a 3 
òS — f Lq + qi qi tH òq; tH 30) da(t + òt) — 
tı+ôt, 
j j 
tı - tz ILa d 3L E t 
— f Lq t; t) dt = Cea aaa | ) “prdqi— zu (9) 
j l — ôq dt ôq: ~ ; L 
= z 


unde s-au utilizat expresiile : 
òq: = qilt + 30 — q(t) = K — q(t) + git = dq + qdl; (3a) 


Fig, 2.35 
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Xs 


a 


Ținindu-se seama de ecu- 
aţiile de mișcare ale lui La- 
grange : 


relaţia (2) devine: 


Î ta 
35 =| prq — 6-81]. (5) 
i=1 


ta 


Se convine ca în expresia 
(5), coeficientul unei variabile 
să se numească variabilă conju- 
gală canonic. Astfel, în întreaga Fig. 2.36 
fizică, qi şi pu, respectiv — %6 
și t sînt variabile conjugate canonic. Produsul variabilelor conjugate cano- 
nic, avînd dimensiunea acţiunii, sugerează și alegerea altor variabile conju- 
gale canonic, în afara coordonatelor și impulsurilor sau energiei şi 
timpului. De exemplu, dacă se folosesc unghiurile în calitate de coordonate 
generalizate, componentele momentului cinetic vor fi conjugatele canonice 
corespunzătoare. 


Problema 2.36. Două sfere omogene, de mase m, și m, (fig. 2.36), se 
mișcă sub acţiunea forței de atracţie gravitaţională dintre ele. a) Să se scrie 
funcţia lui Hamilton a sistemului. b) Să se particularizeze pentru cazul în 
care unul din corpuri este Pămintul (m, > ma). 

a li Po Po JE Gmm, 


Răspuns. a) % = 
É ) 2(m, + ma) 2u TeS nÀ r 


3 


unde 
mM, 


m, +m 


D) a a e 


2m, 5 TTAR Bio) T 


Problema 2.37. Se consideră un electron avînd sarcina electrică e şi 
masa m, care se mișcă în cimpul de forțe creat de nucleul de hidrogen presu- 
pus fix. a) Să se scrie funcţia lui Hamilton. b) Să se deducă ecuaţia de miş- 
care a electronului, cu ajutorul formalismului lui Hamilton. 


Răspuns. a) % = : sir Ror = Au 
pa m (i rè) Arer ` 
E A2 2 
Pied 


mêr? 4remr? 


Problema 2.38. O masă m este atîrnată prin intermediul unui resort 
fără greutate şi avînd constanta elastică k de un punct fix O şi poate oscila 
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în plan vertical (fig. 2.38). Să se scrie ecuaţiile 
de mişcare, folosind formalismul lui Hamilton. 


] 2 
Răspuns. J =- [r -} P mgro —r cos 0)-4- 
2m ră 


1 A 
-L F k(r — ro; 


ecuațiile de mişcare sînt: 
mr — mr62 + kr = m) + mg cos0 =0; rö + 
+ 2r6 — g. sin0 =0. 


Fig. 2.38 


Problema 2.39. Să se demonstreze echivalența formalismelor lui La- 
grange şi Hamilton, studiind mişcarea unui punct material de masă m supus 
unei forţe centrale F =— kz. 


Problema 2.40. Să se verifice că transformarea P =q ctg p şi Q = 
= Im(q- sin p) este o transformare canonică. 


Solutie. Pentru a fi o transformare canonică este necesar ca, dacă 


Pe FERRIER) ; Í 
20 Q F (1) 
atunci şi 
Odb +. 020 
pes at di g 244. (2) 
ôq ôp 
Astfel, 
0 RR o SE a ôq ð dp ô 
aq ôp 20 oQ oq oQ əp 
20 00 0 oqi OD. p 94 
pe SED pla erei esti EL e iu 4) 
ôq ôp oP oP ĉq OREP 
Rezultă că : 
0P 
= = ctsp; e coace (5) 
0q 2p + 
Și 
2 
Se jet 20 ctg p: (6) 
ôq ôp 
De asemenea 
éq 2 âp 
mA a aa COsec pi == aa Cot (7) 
zO P 20 S P 
şi 
aner slap i 
mre =— t ; —— = — za 8 
a EP Ai q (8) 
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Ecuațiile pentru P și Q devin: 


s è * i pa pl 
q cotg p — qp cosečèp =q cosec? p Z -+ cotg p Æ (9) 
q êp 


046 


— qq + p cotgp = cotg pl a (10) 
ôq ôp 


Înmulțind ecuaţia (9) cu q7, ecuația (10) cu cotg p şi adunînd rezultă: 


RE a0. 
êq 
Înlocuind pe (11) în (9) se obține 
g= Za (12) 
p ; 


Problema 2.41. Să se verifice că o rotație în spațiul fazelor (p, q) este 
o transformare canonică pentru un sistem cu un grad de libertate. 


Problema 2.42. Să se scrie ecuația Hamilton-Jacobi în coordonate car- 
teziene, în cazul unui punct material, -de masă m, aflat într-un potenţial 
U(x, y, z) ce nu depinde explicit de timp. 


Răspuns. a (23) |+ Taa 


2m || az ay 


unde 


S = 65 o, Y, Z): 


Problema 2.43. Să se studieze mișcarea unui punct material liber în 
spațiu cu ajutorul formalismului Hamilton-Jacobi. La E0 punctul ma- 
terial are poziția definită de (To, Yo, 2) şi viteza (09, V9, v0). sina 


Problema 2.44. Să se studieze cu ajutorul, ecuaţiei Hamilton-Jacobi 
căderea unui punct material, „de masă m, fără viteză iniţială (vo = 0), din 
poziţia z = 2 la-t =le. - Se 


Solutie. Ținìnd seama de faptul că timpul nu” apare explicit în funcţia 
lui Hamilton, ecuaţia Hamilton-Jacobi se serie : 


za 3)= g: a) 
„ag RE SENE 


Rezolvînd pe (1) în raport cu 5 Tezultă: 


Integrînd pe (2) se obține : 
q â sp ues e ap Daly (3) 
So = P(q, 2) dq. 


Deoarece 


ô So 
biti bg 28 4 
26 a 
Şi ținînd seama de (3), rezultă: 
do 
2p(q, d) las 
a a | e A (ez Ats , Ə 
le A o. 
Din (5) se allă q în funcţie de timp și de constantele de integrare € şi fo. 
Avind 
æ = + U), (6) 
2m 
ecuația Hamilton-Jacobi 
1 (8Se 
a sq) e 7 
A a) F Uio 7 
rezolvată în raport cu A „dă: 
So 
A = Van ORU: (8) 
q 
Deci, 
—— d ———— 
= 2m i JE ZU aq. (9) 
qo 
Astfel, ecuația de mișcare va fi: 
— a 
tet = aj (10) 
26 2 ) Vo=) 
do 
Deoarece 
U = mgz = mgg, (1) 
se obţine : 
— 4 
m dq 
seNe Ea, 
do 
Făcind schimbarea de variabilă, 
6— mg] = w (13) 
atunci 
— mg dq = du (14) 
şi pentru q = qo, se obţine: 
E= M9qo = ue. (15) 
Atunci, (12) devine: 
E C—mga 
me 
t— h =— D Em. e Te = 12 [V= ga — VE mga]. (16) 
C—mgae 
Alegind pe £ astfel ca pentru qo, 
— M9q =0, (17) 
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rezultă : 


1]/2 
teit = ERE ăi a 
o 7 e (6 — mgq). (18) 
Deci 
2 
al 4 = 0 = mga. (19) 


Ținind seama de (17) și punînd z = q şi % = qo, se obţine : 


E E Ie CE i ae 20 
z— z oa fo) (20) 


Problema 2.45. Fie două corpuri A, și A», de mase m, și Mm,, ce se 
atrag după legea gravitaţiei universale. Să se descrie mișcarea centrului de 
masă al sistemului format din cele două corpuri, folosind ecuaţia Hamilton- 
Jacobi. 

dr 
Răspuns. t> m Pa =b, ; 


dð 


dr 
=| m H IAR =b, 
= Ca k d a3 
r? | + F — 2ma, sin” 0 Ja S 


sin? 0 
unde a, aa, ag, bı, ba, ba sînt constante. 


Problema 2.46. Să se demonstreze că ecuația Hamilton-Jacobi este echi- 
valentă cu ecuațiile canonice. Se va ține seama de faptul că Jacobi a de- 
monstrat că, dacă se cunoaşte o integrală completă a ecuației Hamilton- 
Jacobi, S = S(q;, t, Ci) + C, conținînd f constante arbitrare Ci = 1,2,..., f) 
neaditive, atunci se poate obţine traiectoria sistemului fizic şi legea de miş- 
care, adică funcțiile q;(t) şi p:(t), din ecuaţiile : - Aa. 


u = b;; (a) 
Ci 
3S 
= Po, (D) 
qi 


b, fiind constante arbitrare. Să se particularizeze, rezultatul pentru cazul 
legăturilor scleronome şi al forţelor conservative. 


Soluţie, Ecuația Hamilton-Jacobi are expresia : 


aS Da en a, r) =0. (1) 
at aq 
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Se derivează (1) în raport cu qi: 


a ) e 29 tz piete 0 (2) 
ôl êq La | =) CQiCI: 29: 
E L2g; ; 
şi apoi în raport cu Cr: 
g 04 aS 
55 — = (3) 
atac, À > eA ôq:ðC: 
S (ôq: J 
Din (a) rezultă, prin derivare în raport cu t: 
22 S Í 02S 
GESE ô? - 
— q = 0 (k=l, 2, ef): (4) 
ato 6203, 2 
i=l 


Din compararea lui (4) cu (3) rezultă că aceste. ecuaţii admit. soluţiile =- 


qi E, SS A, [): (5) 
ap; 
Asemănător, din (b) rezultă: 
3S 025 i 
aja =, qi: (6) 
aqict Í qêr 
Comparînd (6) cu (2), se obţine: 
. 2 P 7 
PE sc (3=>12, |). (7) 
Odaia da | 


Sistemul format din ecuațiile (5) şi (7) reprezintă. ecuaţiile, canonice. 
Soluţia generală a acestui sistem depinde de 2f constante arbitrare, Ce şi bi» 
care se determină din valorile vectorilor de poziţie şi ale vitezelor la momentul 
iniţial. Tati 

"În cazul particular, al legăturilor. scleronome; şi al forţelor conservative, 
J6 nu depinde explicit de timp, astfel că 


S=— 2t Soqi); (8) 
€ fiind o constantă arbitrară. Atunci, R 
ôS 
% a: n) A (9) 
oqi 


Considerînd Soqi; dis da, ..-» Qj) F const. o integrală completă a 
ecuației cu derivate parțiale (9), sistemele (a) şi (b) devin: 


SRo e a a STERN 10 
da, i (i i 1i 2i af 1) ( ) 
2 Sa 

Fa pir i =h PERE > 11 
dq, Pi (i f) (1) 
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la care se adaugă: 


UN 
Ep E, 12 
we o (12) 


abia bas o’ br-a Și lo fiind constante arbitrare. Ecuațiile‘ (10) definesc 
traiectoria în spaţiul de configuraţie, (11) definesc impulsurile generalizate 
şi (12) definește legea de mişcare pe traiectorie. 


Problema 2.47. Să se arate că în cazul în care funcţia lui Lagrange are 
expresia L = F (0) — U(7), unde (F(3) nu mai este o funcţie pătratică omo- 
genă de y, se pot determina expresiile funcţiilor Lagrange și Hamilton pen- 
tru o particulă relativistă. Să se particularizeze pentru cazul particulei aflate 
în cîmp electromagnetic. 


Soluţie. Păstrînd definiţia impulsului 


p= 22 — grad io A a aa (1) 
ov dv  v 
unde 
= 1 z 
P = mgb (2) 
= 
c 
se obține 
ERR EEE (3) 
av v DE H | 
Lya 
de unde 
Fw) = — me |/1— Z (4) 
Funcția Lagrange va fi: 
2 Er 
= — me |: a a rai O) 
Impulsul particulei va fi: = | Sg La E E i 
a sa 1 e tape rea > pete Ha 
Drei = TI = Mo L j (6) 
ao V Si 
iai 
ca 
Deoarece Ë = — grad + U (7), ecuaţia lui Lagrange se scrie: 
Uf au pe (8) 
dt | v? ) ‘Š 
ph 
E 
Energia particulei relativiste, va fi : paiete Velea 
TRO SU E Ean 
A E E AE ae ul E, 09) 
dă 
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Analogul relativist al funcţiei lui Hamilton va fi: 


D = Dre e i — t met || — A + U= V plat mH U(r). (10) 
= : 


Mo 


Ecuațiile Hamilton vor fi : 


Apreta a UE (11) 
di oi ali 
şi 
F 2) 5 = a 
rame oi EE (12) 
dt Bre: Mo c2 


În cazul în care particula se află şi într-un cîmp electromagnetic, funcția 
Lagrange se scrie: 


L = — me |: == des U(r)— edD+e(A. d). (13) 
c 
Atunci, 
ô 1 e z 
Predă (14) 
ad v? 
SE 
şi 
T a= E (15) 
Mo Cc 


Funcţia lui, Hamilton va fi: 


Dre — e 2 
J = ni = al SD lu — tt mea — ah 
5 A 


Mo 


+ U(r) + eD — li DI 
mo 


cz 


= e Mire = A Fme + U(r) + eg. (16) 


Problema 2.48. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru un electron 
aflat în mişcare în cîmp electromagnetic, în aproximaţia newtoniană (mere- 
iativistă). Se vor folosi noţiunile de potenţial scalar O şi potenţial vector A, 
definite prin relaţiile : 


— a4 
B — A prada E 
gra i (a) 


B = rot A (b) 


unde Ē este intensitatea cimpului[electric, iar B inducția cîmpului magnetic 
1 
Răspuns. 2 = s mw — ep + e(Â.5). 


Problema 2.49, Să se scrie expresia funcţiei Hamilton pentru un elec- 
tron nerelativist, aflat în cîmp electromagnetic. Expresia funcţiei Lagrange 
este dată în problema 2,48, 


Răspuns. W = = (B= e Ah — < Ap — eÀ) + ed. 
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Problema 2,50, Să se arate modul în care se introduc funcţiile Lagrange 
şi Hamilton pentru o particulă aflată într-un potenţial U(r) şi să se deducă 
expresiile aceloraşi funcţii pentru o particulă situată într-un cîmp electro-- 


magnetic, considerîind că UG, 5) şi P=— grad, U + E fite U. 
di 


Răspuns. L = 2s — U(F)— e D+eâ.i; 
A = poe L Saliga cÂR + U(F) + eð. 
05 2m 


Problema 2.51. Să se scrie funcţia lui Lagrange pentru un pendul simplu 
al cărui punct de suspensie se deplasează în plan vertical, conform legii y = 
= y(t) şi x = x(t). Masa pendulului este m, iar lungimea L. 


1 . ; 2 
Răspuns. 2 = 7 mL?’g? + mgL cos e — maL cos e — myL sin ọ, unde 
e este unghiul făcut de pendul cu verticala. 


Problema 2.52. Să se scrie funcția lui Lagrange pentru un cilindru 
omogen, de rază a și masă M, care se rostogolește de-a lungul suprafeței in- 
terioare a unui alt cilindru, de rază R (figura 2.52). 


Răspuns. L MR — a)? — Mg(R — a) cos ọ. Mişcarea este ana- 


loasă cu aceea a unui pendul cu lungimea L = AR — a). 


Problema 2.53. Microfonul cu condensator constă dintr-un circuit serie 
format dintr-o inductanţă L, o rezistență R şi o capacitate C a unui conden- 
sator ale cărui plăci (una este mobilă) sînt cuplate prin două resorturi avînd 
coeficientul de elasticitate total k (fig. 2.53). Circuitul este legat la o ba- 
terie, cu tensiunea electromotoare constantă 2. În starea de echilibru, C = Ce 
Şi distanţa dintre plăci este a. Să se scrie funcţia Lagrange, dacă masa plăcii 
obile este m și asupra ei acţionează o forţă variabilă P(t). 

Răspuns. Conform „legii“ lui Kirchhoff, 


dq ee ; 
T SS Rg e pa E a, 1 
PE T == q (1) 


unde q este sarcina condensatorului. Ecuația (1) coincide ca formă cu ecu- 

ația pentru un oscilator mecanic, care se află sub acţiunea unei forțe 

constante și este amortizat prin frecare, astfel că funcția Lagrange se scrie : 

2 IGA GP 2 ii k(x — l1} 
2 2C(x) 1 2 2 

lui netensionat şi x poziția masei m. 


„ unde 1 este lungimea resortu- 


R Plt) 


Fig. 2.52 ; Fig. 2.53 
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Problema 2.34. Să se studieze mişcarea electronului în cimpul creat de 


nucleu, folosind ecuaţiile lui Lagrange. 


= 1 4 mZe? € 
Răspuns. — = A cosọ + B sin ọ + =— , unde A = —— 
r p* a(l — e?) 


l maxr — T min ki 


lmaz ap T min 


Și € = 


Problema 2.55. Să se scrie parantezele Poisson formate cu componentele 
carteziene ale impulsului p şi momentului cinetic K =F x Ď, ale unui punct 
material, 

Ş > — Pr, pentru iz j; 

Răspuns. {Ka pyl = Ra ai i Jp 

0X pentris 
unde îi. j. Atez: 


Problema 2.56. Să se demonstreze, cu ajutorul parantezelor Poisson, că 
în cazul mişcării unui punct material aflat sub acţiunea unci forțe centrale 
energia potenţială nu-depinde decît de. distanţă), componenta după axa 0z 
a momentului cinetic. este o integrală primă.a mişcării. 


Problema 2.57. Să se verifice teorema Jacobi-Poisson (dacă F, şi F, 
sint două integrale prime ale unui sistem. canonic, atunci şi paranteza lui 
Poisson este o integrală primă a aceluiaşi sistem) în cazul mişcării unui punct 
material într-un cîmp de forţe proporţionale cu distanța (F — — krū,). Se 
vor alege F, şi F, egale cu componentele K, şi Ky- ale momentului cinetic. 

Problema 2.58. Să se arate că dacă acţiunea unui sistem fizic este o 
funcţie generatoare, astfel încît noile ecuații canonice să fie rezolvabile, se 
obţine ecuaţia Hamilton-Jacobi. > 329 BE] ORREN i 


Problema: 2.59. Să se verifice că următoarea transformare este canonică : 


32 EET STN Age Da A EAA } 
3 GY ie -Py IE DENSE E i Tai 
r=X osh — sin; y 
mo sri 
Pz =— mo Y sin À + Bz cosA; Py == moN sin NH Py cosà 


Să se determine noul hamiltonian, dacă vechiul este: 
: 2 A E RE SA aaa 
Vaip; q) 1 PEDR | nanangi 
2 i a S dusi i 


Să se descrie mişcarea unui oscilator armonic bidimensional, pentru care 
Y > Py = 0, 


Problema 2.60, O particulă, de masă m, se mişcă într-un cimp de forță, 
de potenţial U,.Să se scrie ecuaţiile canonice în coordonate stenice, 


Răspuns, ret, dă Ga, pala al e E 5 say tal 
m mr? mr sin? 0 me 
på aU ploa a EY AU 
raaa ene o aa eiee a eee a mie 
mr? sin? ð ôr mr sin: 0 20 „de 


26 


Problema 2.61. Să se arate că (f, K} =, x f, unde Ê este o funcţie 
arbitrară de poziţia şi impulsul unei particule, iar d, este versorul direcţiei z. 


Indicaţie. Vectorul f(£, 5) poate fi scris sub forma Î= af + bp + cf x P)» 
unde a, b, c sint funcţii scalare. 


B. MECANICA MEDIILOR CONTINUE 
3 MECANICA FLUIDELOR 
Breviar 


Mecanica fluidelor face parte din mecanica mediilor continue al cărei scop 
este să studieze mişcarea corpurilor deformabile. (gaze, lichide sau solide), 
utilizînd datele și metodele mecanicii raţionale. 

Prin fluid se înţelege un mediu material continuu, deformabil, compre- 
sibil sau incompresibil, care are proprietatea de a lua forma vasului care îl 
conţine (forţa de coeziune între diferitele particule constitutive fiind foarte 
mică). 

Prin fluid perfect se înţelege un fluid în care vectorul presiune Ba, este 
perpendicular la oricare element de suprafață, de normală u,, adică Dall Ü,- 
Datele experimentale arată că la temperaturi şi presiuni foarte ridicate, orice 
mediu posedă, în mod practic, această proprietate. 

În cazul unui fluid perfect, suprafaţa tensorială este o sferă (fluidul fiind 


într-o stare de compresiune cînd p- >-0) şi matricea tensorului tensiunilor 
se prezintă sub forma : ; 


pRO 
0 0 —py 


Sistemul complet de ecuaţii de mişcare al 
sibil este dat de: ` ; 


— ecualia de continuitate, 


e unui fluid perfect incompre- 


Do ut op pop ps 0 1 
baot dx Oy oz a 
(p fiind densitatea fluidului şi v1, v şi v? componentele vitezei 5); 
— ecuațiile de mișcare, 
dul sidet 1'2p 
Na otel e 9. 
dt dł? p ax V 
d? q? 2 
îi Anei ac 2D (2b) 
dt s p y 
ly? $z ; 
taiata ui a Aap (2c) 
dt dł? e âz i i 
X, Y și Z fiind componentele forțelor masice exterioare care acționează 
asupra masei fluidului ; | e e k 
— ecuafiu complementară (caracteristică), 9 
[Pa T) e0 (i) phi RO 


care are diferite forme particulare ce depind de starea fluidului. 


7 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 
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Se observă că avem cinci ecuaţii, (1), (2a), (2b), (2c) și (3), cu cinci 
necunoscute, vt, vè, v’, ọ ṣì p. 

Studiul mişcării unci mase fluide, adică, definirea mărimilor ü(v!, v?, v’), 
P, e ṣì T în funcție de coordonatele spațio-temporale x, y, z, t, se face cu aju- 
torul ecuațiilor : 


Ani Ayl 1 1 
AE pal ae ji alei pa ie e ae a NUD (4) 
ol v ô!) âz p ôx 
2 pe 2 2 ĝ 
CE get popi a ay a PL (5) 
a da ôy dz ep ôy 
ðv 1 ðv A gv? ôu 1 ôp 
Se + — -+ v? =Z — = i 6 
at ôx ôy ðz p dz > 
ð 2 ð ə ð 7 
EEE o) E G) E leo) =0: 7) 
ot ox ôy az 
f(p, ps T) =0, (8) 
T 3 p dp 
Gi — KpAD — == = 0, (9) 
a E p dt 


a căror integrare se face astfel încît să fie satisfăcute condiţiile iniţiale : 
Di = Volfo, Yos 20); V? = Vâ(20 Yos 20); D? = VÈ(To, Yo, 20); 
P = Palto, Yos Zo) şi e= Palto Yo» Zo) (10) 


pentru î = f, şi condițiile la limită. 

În mecanica fluidelor, pentru rezolvarea anumitor probleme specifice, 
se utilizează şi teoremele Lagrange, Bernoulli, W. Thomson, 
Helmholtz ș.a. La fluidele reale (vîscoase) se. consideră că tensiunea 
exercitată depinde atît de coordonatele punctului unde este considerată, cit 
şi de orientare şi de timpul t. Mișcarea unui fluid real se concepe ca mişcarea 
unor pături subţiri de fluid, care se freacă între ele. Forţa de trecare între stra- 
turi este proporţională cu variaţia spaţială a vitezei de la o pătură la alta, 
Ecuațiile mişcării unui mediu continuu deformabil au fost date de A. L. Ca ù 
chy. Ecuațiile de mişcare ale unui fluid real sînt, de fapt, ecuaţiile N a- 
vier-Stokes, condiţiile de regim în cazul fluidelor reale fiind dictate 
de numărul lui Reynolds, 


N= =; 1) 


unde 1 este lungimea caracteristică a configurației, v este viteza curentului 

fluid neperturbat de obstacolul solid şiv = E este coeficientul de viscozi- 
, i aiti R 

tate cinemalică, Cu ajutorul expresiei efort ului exercitat: de un fluid asupra 

peretelui, se poate calcula forța datorită presiunii, A, asupra unei sfere, 

de rază r, care se mişcă lent într-un fluid de viscozitate mare, viteza sferei 

fiind v (formula lui Stoke $): 


R = Orunvă,, 
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PROBLEME 


Problema 3.1. Să se determine forma vasului 
întrebuințat pentru ceasornicul cu apă (clepsidra). 
Indicarea timpului la ceasornicul cu apă se lace prin 
coborirea uniformă a nivelului apei din vas, 

Soluţie. Notind cu S suprafaţa nivelului, cu s 
suprafața orificiului din O şi cuv viteza de curgere 
prin acest orificiu (fig. 3.1), ecuaţia de continuitate 
se scrie: 


SV = yÙ. (1) 
Din formula lui Torricelli, Fig. 3.1 
o O, (2) 
şi suprafața nivelului de sus va fi: 
Rapa be (3) 
Înlocuind pe (2) şi (3) în (1) rezultă : zVa2 = s4/29y, de unde se obţine 
2gs? 
ecuația curbei generatoare a formei vasului, zi = ay, unde a = a 
V2 


Problema 3.2. În figura 3.2, a, apa curge dintr-o conductă printr-o 
deschidere orizontală, de lăţime a = 0,125 cm şi lungime b = 8 cm. Debitul 
volumic al curgerii este egal cu 10-2 m?-s-1, iar viteza variază liniar de la 
o valoare maximă, la unul din capetele deschiderii, pînă la zero, la celălalt 
capăt al deschiderii. Să se calculeze „momentul forței față de axa verticală 
a conductei, care apare ca efect al curgerii apei prin deschidere. Capătul des- 
chiderii se află la distanța c —2 cm de axa verticală. 


Soluţie. Dacă se notează cu Umas Valoarea maximă a vitezei de-a lungul 


s 


axei Oz, distribuția vitezei este dată de expresia: u = um]! -— 7) Valoa- 


rea Umaz se determină din ecuaţia de continuitate : 


b ab 
kinn y% ` HDi ; 
Q =\ uas =N una 1 Ea dr, adică Umar = 20; = 20 mesa. 
b ' ab 
(!) 


= zac. 


. 


Fig. 3.2 


Fig. 3.3 


În final, se obţine pentru modulul momentului, 
b 


M = | (2 Chu ae ( — 7I pa dz =4 Nem. 


Problema 3.3. Să se calculeze distribuţia vitezelor liniilor de curent, în 
cazul curgerii laminare (se neglijează frecarea) pentru un fluid care curge: 
a) între două plăci plane, aflate la distanța 2h una de alta (fig. 3.3, a); 
b) printr-un tub cilindric, de rază R (fig. 3.3, b). 

Soluţie. Mişcârea avînd loc de-a lungul axei Oz, ecuaţia de mișcare se 
scrie : 


da dy? 


3 


unde y este viscozitatea. Integrînd o dată în. raport cu y se obţine: 


du 


dp 
veen eG 
ET y SE 


alaa 
Din condiţia ca îny =0, dug 0, rezultă că; Gr =Q și atunci du = dogn ydg. 
dy n dz 


a) În acest caz, distribuția vitezelor este dată deexpresia: ~ 
Eilegpet maca Pdp 
Pp P a 
nUT — _ — d = m y— hì. 
| a y dy = 2 da CA ) 


b) În cazul curgerii printr-un cilindru, y =r sin 6 şi distribuţia vitezelor 
devine: Ci tas ară das I8 i 


p 2 
u -|> aur dn È sin 0 cos 0 d0 Spa db (mas. R). 
; 4y dr 
0. 


Problema 3.4, Se consideră un tub convergent, cu o variaţie liniară a 
secţiunii transversale de la diametrul D, =2 m la diametrul Di =l m, 
Partea convergentă are o lungime l =5 m (fig, 3.4). a) Debitul volumie 
de curgere a unui fluid incompresibil este constant şi egal cu Q =10ms=. 
Să se găsească dependența de poziție a accelerației de curgere a fluidului 
de-a lungul axului tubului şi să se calculeze valoarea acestei acceleraţii la 
distanța d = 2 m de la începutul convergenţei secțiunii transversale, b) Să 
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se calculeze acceleraţia pentru o curgere 
nestaţionară avînd -o:rată de creștere 
a debitului de 2 m?-s=?; la momentul în 
care debitul este egal cu 10 m?.s~ şi: la 
distanța d =2 m. 


Solutie. a) Curgerea poate fi consi- Fig. 3.4 
derată unidimensională, astfel că din 
condiția de continuitate: rezultă că debitul volumic Q = vS, unde v este 
viteza fluidului de-a lungul axului tubului, iar S aria secţiunii transversale. 
Diametrul tubului scade cu distanţa, de-a lungul axei Oz, conform relației : 


T 
D = D, = pă Da Înot D,), 


iar aria 


Atunci, 
2 
3 


Q =v 2|p. -2m | 


de unde rezultă dependența de x a vitezei:. 
40 
z | -70 — D»| 


D= 


Acceleraţia de curgere este dată de expresia : 


Curgerea fiind staţionară, rezulță : ` 


2 ss si 820% a Da) 


az Da = A) m js SE ea 
dame |p: — 50 22) iba 


b) În cazul unei curgeri nestaționare, | 
2 3st 
dv 
-7a 0. 


> G | 


Atunei, i 
tn) otizoleze Aanu au 1199, sa WE amaid 

Uaidh ginibo unâlundiSrulizit i 
și accelerația va fig si 1i, A, 


tar 5 Sela ăi că b HRH | 32 gp, -4 Ey -7 mst. 
pi = priză ui ter tie Dy] peee 
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Problema 3.5. Un lichid ocupă un 
volum, cu lungimea 24, dintr-un tub 
drept, cu o secţiune mică și constantă 
(fig. 3.0), Fiecare particulă de lichid 
se află sub acţiunea unei forţe exte- 
rioare, îndreptată de-a lungul tubului 
Fig. 3.5 spre un punct fix şi proporţională cu 


distanța de la particulă la acest punct, 
Să se calculeze presiunea într-un punct al lichidului, 


Soluţie. Ecuația de continuitate se serie: 


Ov 


ox 


Ecuația lui Euler devine : 


1 2 
dv = — pe Bal; LI = 0; 2p = 0, 
ol poz dj az 
Integrind în raport cu x rezultă : 
2 
pb e mile E Dac 
ol 2 e 


a 


OV 


deoarece Vy şi 


Y 


nu depind de x. 


Condiţiile la limită se scriu: p =0, pentru x = 2i şi vie adea 


OA N Da So nt, 
à = C — = ur? ssi (xk 2l =C — — u(r + 207, 
Sa gi > i alta a J it 
de unde $ 
Vs ia 
= — UX s f 
C =x, zi Sp A i 


dar v, = X, deci 2, + ulz + —0, iar după integrare, zi +-I=A sin(/al + 
+ e), adică Re : 


Boi ngeser papat pda = — ula Hre t 21— 2). 
5 2 E 9) aos Sai 
În centrul volumului, 
E. acte, 
e) 2 


Problema 3.6. Să se arate că'în cazul unei explozii într-o miai, pb 
apă, presiunea variază invers proporţional cu distanța de la locul explo 


Soluļie, Efectul exploziei în O (fig. 3.6) constă în transmiterea vitezei, 
într-un A Re scurt he timp Al, particulelor de lichid allate în jur na 
Considerind spectrul mişcării ca liinda sferic, se poate considera să ea eu 
tuturor punctelor sînt îndreptate după razele vectoare şi Sening ni a 
distanţa de la punetul exploziei, Se înconjoară acest punct O cu două 
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concentrice : S, cu raza egală cu unitatea și S cu raza 
r ȘI se notează vitezele particulelor de lichid pe aceste 
sfere cu v, şi v. Datorită incompresibilităţii lichidului, în 
timpul Af, prin sferele S, şi S va trece acelaşi volum 
de lichid, adică: 


drv t ’Al = AxrvAl, 
de unde 


1°.v 2, 
i psi e ai ip) 
o 


r? pa 


Ecuația lui Euler sub formă vectorială se scrie : 


2.0 


> 


În timpul AL, viteza particulei A a variat de la 0 la i 
5 r? 


deci 
AD E y 
d! "AL 
Neglijînd forţa F, rezultă : 
grad p == Bu i k 
Al r? 
unde 
pe ea 
Al 


adică gradientul presiunii de explozie este indreptat spre centru. Atunci, 


47 Cl 
| 
P 

Problema 3.7. Tubūl vertical AB (fig. 3.7), cu o secțiune constantă 
și mică, se ramifică la capătul de jos în două tuburi orizontale, BC şi BD, 
ale căror secţiuni sînt constante și egale cu 1/2 din secţiunea tubului vertical. 
La racordarea tuburilor se găsesc robinete care închid tuburile orizontale. 
Robinetele sînt închise şi tubul vertical 
este umplut cu lichid pînă la înălțimea 
AB = a. Să se studieze mişcarea lichi- 
dului după ce robinetele vor fì deschise 
simultan, 

Soluţie. Se notează cu z înălțimea 
variabilă a lichidului A'B după trecerea 
timpului f, de la începutul mişcării, iar 

[i + + 
prin z^ distanțele BRB = BC" la care a 
ajuns lichidul, în acelaşi moment, în 
tuburile orizontale, Deoarece volumul 
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Lă 


lichidului rămîne invariant, z =z =a.. Dacă p. este presiunea, iar u 
viteza într-un punct oarecare al coloanei. BA’, la distanţa z de B, ecuaţia 


ei du îi j TRT 
de continuitate arată că— =0, iar ecuaţia lui Euler pentru acest punct 
ow ; ‘ 


se scrie : 


După integrare în raport cu v, 


du 
Ama (ea g=, 
êl p 
unde f(t) este o funcţie arbitiară de i. Neglijînd presiunea atmosferică , 
A 
= 0 pentru x: = z şi z "= KÐ — g2 Eliminînd pe ID: 
ĉu 
= scai + up 
e el 
care în B va fi: E 
D "du 4 
e al 
Analog, la x de B; ecuaţia de continuitate se scrie : 
E Pa 
şi ecuaţia lui Euler, Se : 
ze SS = die 2 2p. 
T faang TE o E îi 
Integrînd şi eliminind funcţia arbitrară, în B 
PE E ĉu 3 
Și; at iut 
şi în B, y : 
ES, [a pe į 4 (2) 
tinie siap 
Comparind (1) cu (2) în B, rezultă că p = p’ ṣì atun cì, 
3, ANED hat du a 
z —_. FRA + — je (3) 
a pi ( sal 


Dar, u = z şi u! = zi iar 2 abuz, i deci z = — 7. Elimintud din (3) pe 2 
și u', rezulti; az gz ==; a cărei Bouya generală este 


EEEN ateate 
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Ținînd seama de condiţiile iniţiale, ca la ! =0, z= a și z= 0, rezultă soluţia: 


E (1), 
d, 


care este ecuaţia de mișcare a nivelului:de lichid în Lubul vertical Dină. se 
goleşte tubul, ceea ce se întîmplă după un timp 


e zje 


Problema 3.8. Un gaz cu temperatura constantă se deplasează printr-un 
tub rectiliniu, de secţiune constantă. Neglijînd greutatea gazului, să se sta- 
bilească ecuaţia diferențială : verificată':de viteza v, considerind că aceasta 
este constantă în toate punctele aceleiaşi secţiuni, la acelaşi moment de timp t 
şi este îndreptată de-a lungul axului tubului. 


Solutie. Alegind, axa 07. „de-a, ungul, aula: tubului, ecuaţia lui Tuia 
se scrie : 


d, “doi z 
aa (0) 
at „da 
ecuaţia de continuitate este: >° 
2 2(pu | 
e + ev ) 2 Ou ogra Eroa îsmeatat (2) 
da pia FINE 
iar ecuaţia transformării izoterme este: z z i = 
a E E E E G 
Di ferențiind ecuația lui: Euler în raport cu timpul £,. 
929 a 020, O a A rah k 2-28. 
ât? 2200" dz di pp ril e îi az 
z mia WO 3 cala 
ze ae [i e fa ; T 
şi înlocuind ĝp/ðt din O rezultă: 
0! a f 5 a k O(ev) 4 
AEE [teo obs) (4) 
02 | az 21] éx p ev ai 


Din (1) şi (3) se obține : pe ti a 
ku dp. [A d aa 

site Aapa Ka Soni 8 AON De 
şi înlocuind în (4) rezultă : e 
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Problema 3.9. Două vase cilindrice identice, închise, de înălțime c, ale 
căror baze se găsesc în acelaşi plan orizontal, sînt legate printr-un tub cu 
robinet şi umplute unul cu apă şi celălalt cu aer la presiunea po, care poate fi 
echilibrată de o coloană de apă, de înălţime h (h < c). La un moment dat, 
se deschide robinetul şi se stabileşte comunicaţia între vase (fig. 3.9). Să 
se găsească înălțimea maximă la care se ridică apa în al doilea vas, conside- 
rind comprimarea aerului izotermă. 


Soluţie, Se notează cu p presiunea și cu V volumul aerului din tubul B, 
cînd apa s-a ridicat în cl la înălţimea v. Ecuația transformării este : 


7 ; I 
ge e a a E ale 0 í) 
po V Crx c—£t c— x 


Aplicînd ecuația conservării energiei pentru tot volumul de fluid, rezultă ; 
i TOEO dz angy: 4 
e pd S == p— Si 2 

dl E dt gak di 2) 


unde integrala se referă la suprafața apei din tubul B, deoarece în tubul A, 
— 0 şi de-a lungul pereților solizi, «Vs +- BVy + yvz =0. Înmulțind pe (2) 


cu dt, d(&. + U) = — pS dx ṣi conform cu (1), 
cl 
dac u aci e (3) 
Cc 


Integrind pe (3) în raport cu g: 
Za P U —Schosin (ciao) la Ca (4) 
Energia potenţială U a lichidului este : | 
i U= eg Size pese —ucaSgia zi Sg, 
unde zç este înălţimea centrului de greutate. “Atunci, (4) devine: 
å | 
ae 5 Sg — Sgex + Sga? — Sgch In(c — x) = C. (5) 
La momentul iniţial, x =Q şi e = 0, astfel că, 
aE 5 Sc2g — SgchInc. 
Atunci, (5) devine: 
i c—g 
be — Sgex A- Sga? — Sgch In — =0. 
i A «6 


În momentul cind apa atinge înălțimea maximă; viteza particulelor se 
anulează şi energia cinetică d =0, Deci, înălțimea maximă a apei este 
rădăcina ecuaţiei ; Aiii u 

gi Cr t 
x — exi ch In =a 
46 5, 
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Fig. 3.9 Fig. 3.11 


Problema 3.10. Să se scrie ecuațiile de curgere unidimensională ale unui 
Muia perfect, în variabilele a şi î, unde a este coordonata x a particulelor flui- 
dulu la momentul i = 0. Densitatea fluidului pentru x = a este po. 

Soiuţie. Coordonata x a fiecărei particule la un moment oarecare este 
x = (a, d). Condiţia de conservare a masei elementului de fluid în decursul 
mişcării (ecuaţia de continuitate) se scrie : 


p dt = po ds, 


(a) 
9 da), Po: 


Ecuația lui Euler se scrie : 


= e SEE = 
êl Ja go. (2a îi 


iar ecuaţia de adiabaticitate, 
(5) Šg 
ðt Ja 


Problema 3.11. În cazul mişcării permanente a unui gaz printr-un tub 
subţire şi conic, traiectoriile particulelor reprezintă drepte care se unesc în 
virful conului (fig. 3.11). Să se găsească raportul dintre vitezele V şi e din 
secțiunile AB şi respectiv ab, ale căror suprafeţe sînt S şi s, dacă mișcarea 
are loc la temperatură constantă. Linia mediană a tubului este orizontală. 


Solutie. Transformarea avînd loc la temperatură constantă, 


unde 


i k = constant, 
p 


unde p este presiunea şi p densitatea fluidului, Neglijind greutatea, integrala 
Bernoulli-Enler, 


Ei + | de = constant, 
P 


se serie pentru secțiunile AB și ab: 


Ly Fk np, = Sethh Pa» (1) 
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unde pı Şi pa sînt presiunile în aceste secţiuni. Condiţia de continuitate 
se scrie: 


VpuS = Vpas, 
de unde 


Pi VS 
Da VS 
şi relaţia (1) devine: 
Usi) ot VA size 
— = — exp ———': 
VRAA SSN ERAK 


Problema 3.12. Un tub "Venturi (fig. 3.12) este alcătuit din două 
trunchiuri de con, montate la 'câpetele unui cilindru cu diametru mai mic. 
Astfel, acest tub are două secţiuni, suna de arie! S; (egală;cu'ariă conductei pe 
care este montat tubul; în: A),iartalta:de arie- Ss-(în B), mai:mică.: În dreptul 
celor două secţiuni, se montează două” tuburi laterăle, care se leagă cu cele 
două ramuri ale unui manometru,care conţine un lichid de densitate p,. Să 
se arate că acest tub Venturi poate fi utilizat pentru determinarea vitezei 
de curgere; V, a unui fluid, dacă se cunoaşte densitatea fluidului. 

Solulie. Denivelarea, ñ, a lichidului i ele două ramuri ale manometrului 
determină diferența de presiune statică dintre A şi, B. Decis iui 


S Py — Pa = pugh. (1) 


a SL SR E v? 
Aplicînd ecuaţia lui Bernoulli pentru unitatea “de volum, a + pU + p= 


— constant, în “cele două secțiuni ale tubului și tinind seamă dé (i) rezultă = 
Ei 
= îl ovaz 
p = pi p eg BI, 2) 
mE EP ipEeă Braa e ei iyii 
conducta, ABC. Din, relația ;de 


rr 


4 


= ze 
TEGIN 3 3 


gi fiind, densitatea fluidului „care, curge prin, 


FI Vi Da, LES 233 
continuitate, ==, rezultă căi: 
ii aia Iri i i pietre Sya RAR, 
ASRI inisiogrnat Al 2 (3) 


$ Bit iuti ` 


STOJ IIS EKHA 


n s E E ea 3 
înlocuind pe v, din (3) în (2), SCORP că $ Di = Ta unde c = |/ 290: SE SE 
este constanta instrumentului. < 


sous iei > TRT taci ut ratuiiarah a W îi us Pr top Uha 
Problema 3:13. Pornind de Ta dtoil Băeaotuli sp AT 2 T 
apgi-ili : 


2 qb TE x S 
=z4- SpE A (a), unde PPSD sînt presiunea, respectiv viteza la înăl- 
Pg 29 nd că 
ţimea z, iar p și v corespund la înălțimea, ș, R cate denșitatea fluidului şi 9 at- 
celeraţia gravitațională, să se explice : a) principiul de funcționare al pompei 
cu apă; b) principiul măsurării vitezei unui Muid ep tubul Pitot; c) negtija- 

rea efectului de viscozitate în fluidele perfecte, 
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Fig. 3.12 Fig. 3.13 


Soluţie.. De-a lungul unui tub-prin' care curge un fluid, 
i i 3 i ia. s 
; pipi a Bă, ga Vie 2 constant ii i î B FAY 
PL Ag < ALE a EP 


y2, 2 
a) Într-un tub orizontal, z = : constant şi (1). se reduce Laz: APE; 3E Fo = 

i pg 2y 
= ONR (2). Din (2) se a că ip şi v variază invers proporțional. Dar, 
v-S = Q, este debitul >volumic, care se: conservă. Astfel, v: variază invers 
proporţional cu S. Rezultă că dacă secţiunea S a tubului este redusă puter- 

i nic, p scade (principiul “pompei “cu apă). 

b) Tubul Pitot este reprezentat în Rona 3, 13. Cele două extremităţi 
libere sînt la linălţinrea; Z si Vă ai de tes) este considerată constantărda 
faca temi 


nivelul sistemului. În ramura iZi Bp = constant (3), deoarece. Y Zol la in- 

s s SE “pi 3 aa SZ S; DERRER a5 sri 

trarea tubului, În r ramura B, Z Io = p (4), Te deschiderea 
epg ga a i 


din B este apropiată € de A. Scăzînd. (3). din (4) rezultă : Da = fază. 

c) Într-un tub orizontal, unde secţiunea S este 'constantă, din (1) : se ob- 
servă că p = constant. Se constată, însă, experimental, că p scade mai mult 
sau mai puţin după natura fluidului (efectul de viscozitate, neglijat penteu 


fluidele perfecte). 


: Problema 3.14, Să -se determine forma suprafeţei unui fluid incompre- 
sibi], aflat în cîmp gravitațional înti-un. cilindru care fe roteşte în jurul axei 
sale cu viteza unghiulară œ constantă. 


Soluţie. Se consideră axa Oz de-a lungul axei cilindrului. În acest caz, 


componentele vitezei pe cele trei axe: sint: Vs = — OY, Vy = OT, Va =0. 
Ecuația. lui Euler este; 
0.0505 Jouis at (03 Dianei 
Acea inte a a) 


Proiecţiile ecuaţiei. (4) peicele dal axe, ţinînd seama că, ETR “deoarece nu 


apare o agate a vitezei pentru t, Va const. stat: 


| zu? dp a “idp Lap Aag = 0, 
| Pia AF pa dy- Ip 0 


~ = m o (at -H pi) — ge G, 


Pe supralața liberă, presiunea fiind constantă, 
suprataţa are forma unui paraboloid : 


9 
a 


(yE 


oc 
Fig. 3.15 Problema 3.15. Un lichid greu, incompresibil, 
care se allă într-un vas cilindric vertical, de 
rază a, se roteşte ca un corp solid cu o viteză unghiulară constantă « în 
jurul axei cilindrului (fig 3.15). a) Să se determine presiunea în fiecare 
punct al lichidului în rotaţie, dacă se ştie că în stare de repaus, lichidul are 
înălţimea h şi că la suprafața lichidului, presiunea este nulă. b) Să se 
calculeze presiunea totală asupra fundului vasului. 


Soluţie. a) p= Lapte +y) — pgz + C. (1) 


La suprafața lichidului; p = 0-şì ecuația: (1) se scrie: 
IAF 9 9 9 x 
Ta opl? + y?) z egz C=0, (2) 


care este ecuaţia suprafeţei. lichidului: în rotaţie, “adică ecuaţia unui para- 
boloid de rotaţie. Notind OE =, şi înlocuind în (2) v =y =0 şi z = h, 
rezultă că C = pgh. z 
Pentru a-l determina pe A, se aplică legea constañței masei în repaus 
27 a 


şi în rotaţie: zaho =p f do fzr dr, unde r și q sînt coordonatele polare 
00 


plane. Înlocuind în (2), 2 =r cos şi y =r sin, rezultă: 


iza rol Baci, Etslai 
ozon h. 


Atunci, 
i S 2a? 
zeh =| dọ i or? h dr ir= ze e + n) 
29 49 
0 o 
de unde T y Ci Ri 
pi poe Asti | (3) 


4g 
Înlocuind (3) în (1), presiunea într-un punct oarecare va îi: 


ci, , a 
p = p9(h— 2) -+ zee +y — a| 
b) Presiunea totală pe fundul vasului este egală cu presiunea în starea 
de repaus, adică: p = pgh, 
Problema 3.16, Componentele vitezei unui fluid incompresibil sint: 
Aa y Bz (1) 


Us) WR 


t=] b—1 


uU == 
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Să se stabilească : a) pentru ce valori ale timpului t şi ale constantelor A 
şi B, mişcarea este posibilă ; b) ecuaţiile liniilor de curent; c) ecuaţiile traiec- 
toriilor particulelor de fluid; d) să se arate că mişcarea este irotaţională 
şi să se deducă potenţialul vitezelor. 


Soluţie. a) Este necesar ca viteza să aibă valori finite pentru orice t > 04 
Ţinind seama de (1), este necesar, în plus, ca t # 1. Cum fluidul este incom- 
presibil, ecuaţia de continuitate se serie: 

divă =0. (2) 
Tinìnd seama de (1) se obţine că: 


1 
PANE e 3 
7 (3) 
b) Ecuațiile liniilor de cîmp sînt date de: 
dx d dz 
Z2 (4) 
u v w 


sau, folosind (1) şi (3), rezultă: 
2 t—1 


i 
g 6 lazi Gaze A 


sd o 2| te e mega fie UE adică, y = Cur 


y ti z z t+l z 
Familia liniilor de curent se obține dînd diferite valori constantelor C, 
Şi Ca. i l 
c) Traiectoriile se obțin prin integrarea ecuațiilor : dx = u(x, y, z, t) dt, 
dy = v(x; y, z, t) dt, dz = w(z, y, z, t) dt, constantele de integrare fiind coor- 
donatele inițiale £o, Yo Şi Zo. Astfel, rezultă : J 5 i 


După integrare şi eliminarea parametrului L rezultă că: 


sii? = Cas N saluas, (Cs => 0). 


d) rot 5 = 0, adică mişcarea este irotaţională. Potenţialul vitezelor este : 
d = grad O. Deci, db = 5-df, astfel că potenţialul ® se obţine integrind 
pe segmente paralele cu axele Ox, Oy şi Oz, adică: 


(t+ 1)z2— 2y? = (t —1)? 
4(2—1) i 
Problema 3.17. Un hangar, cu forma semicilindrică (fig. 3.17), avînd 
lungimea L = 70 m şi raza R = 10 m, se află sub acţiunea vîntului, a cărui 


viteză la infinit va = 72 km/h este perpen- 
diculară pe axa hangarului. Să se calculeze 


forţa cu care acţionează vîntul asupra han- 
garului, dacă' uşa aşezată pe partea A este ve) 
deschisă, Cimpul vitezelor esto descris- de (38 

A AEN , 


R 
potenţialul O = — va |r + ra cos 0. Den» 


D(x, Y2, = 


sitatea aerului este egală cu 1,2 kg:m™, Fig. 3.17 


a 


Soluție. Din expresia potenţialului ® se pot determina componentele 
vitezei vintului : i 


R Ri 
Vp = Voj | — — cos 0, vos oo 1 sina. 
pă r2 
Uşa hangarului fiind deschisă, presiunea în interiorul și exteriorul acesteia 


este aceeaşi şi egală cu po. Conform ecuației Bernoulli pentru o curgere 
laminară, presiunea în orice punct al suprafeței hangarului va fi egală cu 


P -+ pv?°(0) = po, de unde rezultă presiunea în funcţie de unghiul 6 ; 


EE 
P — po = — — pv?(0). 
Po 2 pv*(0) 
Forța cu care vîntul acţionează asupra hangarului este : 


1 i 


CET 
2 

P- h @— pas = or T ) | RL sin? 0 d8 =pro ER =2,1:10 N. 
0 


Problema 3.18. Dintr-un fluid incompresibil, care ocupă tot spațiul, se 
îndepărtează brusc un volum sferic cu raza a. Să se determine timpul necesar 
pentru umplerea golului creat, considerind- că în punctele infinit îndepăr- 
tate, presiunea este constantă și are valoarea Po; iar asupra lichidului nu ac- 
ţionează. nici o. forţă; E gi ES S op oR 

Soluţie. După crearea golului, particulele de fluid se vor deplasa radial 
spre centru și cîmpul: vitezelor :va`fi'simetric față de centrul golului. Consi- 
derind centrul golului ca origine a coordonatelor sferice, ecuaţia .de mişcare 
este de tip Euler. Pentru un punct aflat la distanţa r’, a cărui-viteză este v’, 
iar presiunea p‘, ecuaţia de mișcare este : - 

do, pui E dp 
eol ar o Se e 
unde p este densitatea lichidului. Condiţia de incompresibilitate a lichidului 
se scrie sub forma : Peri 


TOE PA ri Se () 
deoarece, în orice moment al mișcării, volumul de fluid care trece printr-o 
sferă de rază r' nu depinde de aceasta, ci este funcţie doar de timp. Înlo- 
cuind pe v' din (1) în ecuaţia: de mişcare, rezultă : 


Integrînd în raport cu r’ de la co la raza r a golului care se umple (r < a) 
se obține că: 


AT SE S dee: <a | (2) 


(Gl pp d) p, 
unde v este vileza la suprafața spaţiului care se umple. Presiunea pe această 
suprafață este nulă ca și viteza la infinit, ; 
Scriind relația (1) pentru particulele de: la suprafața spațiului gol, 


rv = F(t), (3) 
derivata totală în raport cu La lui F(i este : l ; 
za dF dr dv | dp Š 
mee m AU, eem e ss ry d PU e, 4) ! 
dr TEET Se tobă au € 
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SE dv stea d(v2 dr 
— 205 ri — kr = IA sau EU ae E E 


gord 2e r 
p 


Integrind de la r la a şi ținînd seama că la momentul iniţial, v =0 
pentru r = a, rezultă: 


i 


| r a 2p «fa 02 
In alee —3 In = de unde: 3v L Po T: 
2Po/p r P BIERE 
3 
şi = E = eee £ ) (5) 
i 3p (r? 
Integrind (5) între t= 0 și +, cind r =0, rezultă 
— 0 
| T ==} se - = 
: 2po a 


Făcînd abae de variabilă r= azil, se obţine o integrală de tip 
Euler : 


ori ti 
= ii al Zepi = E z 
E: s= NERA aa = || 2er 

2P 3 s 
E- 0 
Problema 3.19. Să se calculeze debitul volumic de curgere pentru sis- 
temul din figura 3.19. Fluidul este apa și se vor neglija pierderile. Numărul 
lui Reynolds este N, = 2 350; D = 1 cm, l =5m, l =6 m. 


Soluţie. Legea conservării energiei între punctele 1 şi 2 se scrie: 


v? Pı v3 Pe l Un 
| ottas zi Hay unde Ha = fe, 
4 29. p9 29 pg: a D 29 
i f fiind coeficientul de frecare, iar vm viteza medie. Deoarece V, = da şi a = 
; | = 23, rezultă că: 
$ BET PIE pal Ta aja a) 
4 Pg 2: Dg i 
l Ecuația lui Bernovlli, scrisă între suprafaţa liberă şi punctul 1 de-a lungul 
A liniei punctate, este: 
| s Paio A =E Zs Pi pl gorn i (2) 
$ P9 29 pg nig 


8 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 113 


Fig. 3.19 


Fig. 3.20 


E 


Dar, pe = ps = po, unde po este presiunea atmosferică și vs = 0. Din 
ecuațiile (1) și (2) rezultă că: 


j3 vE Al Vi 
Gaa 2g D 29 
de unde 
ii DoD(zsiza S 
i fL+ D 500f-+-L 


Coeficientul de frecare se determină din numărul lui Reynolds. Distribuţia 
vitezei în cazul unei curgeri laminare (v. problema 3.3) are expresia : 


1 dp 


u =— — (r — R’), 
An dx 
iar debitul volumic : 
fă Rt d 
Q = \ u dS = | 2zur dr adip pi „CP 
j 8y dr 
RE G| it 
Introducînd viteza medie, Um _0 = E aa — — LR rezultă. că: 
i A TR? Sm dr 
dpe a Sa Apa BNUm 
dz L R 
Din relaţia (1) rezultă : 
64 64 
PLmD Na 
y) 


În cazul numeric considerat, f = 0,0272, viteza v, = 8,2 m-s™?, debitul 
volumic, Q = Sv, = 6,437.10 mi-s”. 


Problema 3.20. Să se stabilească „legea“ lui Poiseuille pentru curgerea 
Jamindáră într-un tub cilindric, aşezat orizontal pentru a evita intervenția 
gravitaţiei, : à 

Soluţie, Se alege un element de volum cilindric, de rază r (figura 3.20), 
de grosime dr și de lungime l- Se consideră că rezultanta forțelor care acțio- 
nează asupra acestui clement de volum este nulă, Diferența de presiune Ap 
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dintre extremităţile volumului cilindric conduce la o mişcare datorită visco- 

zităţii. Astfel, vor acţiona forţele : 27r dr(p + Ap), în secţiunea S; —2ar dr p, 

x ; dv A A Z dv 

în secțiunea B; — n — 27r, în interiorul cilindrului | considerind — < 0, 
dr dr 


IER sia ' A E dv 
adică o viteză mai mare în centru decît la perete |; 27l ( —| „pe exte- 
y e S i hagr 
riorul cilindrului. Suma tuturor forțelor este nulă, adică: 


27r dr(p + Ap)— 27r dr peri] ==] —r A 0, 
r+dr. 


lr dr 
sau 
d dv 
Ap-r dr + nl— {r — dr = 0. 
dr dr 
Integrind de la 0 la r,- rezultă: 
Ap RS: 5- aea = constant - (1) 


Înlocuind în (1) per = 0, rezultă că constanta este nulă, deci : 
Ap 2 dr J mi dv“=0. 


După” integrare, rezultă : 


“Ap 3 + lv = constant. 


Considerînd că pentru r = R (pătura de lichid din apropierea perete- 
R? 
lui), v = 0, se obține că : const = Ap e și atunci v -2 (R2— r?). Viteza v 


a fluidului are o repartiție parabolică într-o secţiune transversală a tubului. 
Debitul tubului se calculează pornind de la debitul volumic al tiecărui 
ă R 


TA, pa 
cilindru elementar, dQ = 27r,drv. Atunci, Q = = = | (R2 — rr dr = 
zi 27 
zRA z REE En 
= Era aceasta fiind „legea“ lui Poiseuille. 
y 


Problema 3.21. Să se calculeze puterea disipată prin viscozitate de către 
un fluid care curge printr-un tub cilindric, de rază R şi de lungime l. 


Solutie. Fluidul exercită asupra pereților tubului două forțe egale şi opuse 


(fig. 3.21): dF =y w AzAz, elementul de perete fiind AzAz. Cuplul con- 
l 


dy 
f do à 
stituit, dF-Ay, rotește tubul în timpul dt cu unghiul d0 7 d Lucrul efec- 


tuat va fi dat de produsul cuplului cu unghiul de rotaţie, adică: 


3 
dL = (0) Ax Ay Az dli. 
y 


tt 
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Puterea disipată pe unitatea de volum va fi: 


pa ae dv j 
ARAD f PERA 
TȚinînd seama că (probiema 3.20) v ace EA rezultăică : 
EN 
dv Ap TR 
—— = — — r şi astfel; Ap)? = Ap-Q. 
dr 2l 5 PTR E Snl k Zi 


Problema 3.22. Se consideră două plăci paralele, de Sp ratăța foarte 
mare, situate la distanţa h. Întresele se află un- fluid, de densitate p ṣi visco- 
zitate cinematică v. Se cere: a) să se integreze ecuaţiile Navier- Stokes, în 
cazul în care plăcile se deplasează în direcţia axei Oz cu vitezele vi și —vz, 


gradientul de presiune fiind Ei = 0, în lungul curgerii (fig. 3.22); b) să 
x 


: > E a Bea „2 
se determine efortul unitar tangențial 50) considerind că oF =.constani, 
T 
să se scrie expreşia vitezelor în funcție de-z, şi să se calculeze efortul tangențial, 


debitul şi viteza medie ; d) dacă cele două pisc sînt imobile (miscarea plană 


Poiseuille), să- se- determine viteza- lia a ASE aițiiriițar e sa 
ae a: biet Pi Dei taip iiia 

F Soluţie. a) Pentru mişcarea permanentă, — = == = 0. De ase- 

de n 

ot, AE at 
menea, se observă că v =w =Q, iar ù Æ 0. Din ecuația de continuitate re- 
zultă că: 
du 


— = 0, astfel că u= O 
dx 


Ecuațiile Navier-Stokes se scriu : 


Din ultimele două ecuaţii se observă că în planele perpendiculare pe di- 
recţia de. curgere, (paralele: cu planul yOz), repartiţia presiunii este Widrosta- 


tică, Din” ecuaţia” (1); ţinind seama onthi HajO0p rozultăig sb tob 4 e i 
BOEI 


WAE A, Qi 
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Constantele C, şi Ca se determină din condiţiile la limită corespunză- 
toare adeziunii fluidului la plăcile plane : 


z =0, u = —v, Z = h, u = n. (2) 


Astfel, se obţine că: 


du v Ip, 
A AE a E a E pe aa 
Iese dz da ih ti 


c) Prin integrarea ecuaţiei (1) şi ţinind seama că 2 = const., .: rezultă z 
R E E E E E E 
2m ôx : 


ENTO eN IS tă 
unde n = vp este viscozitatea dinamică. 3 
Din condiţiile (2) se determină constantele C, şi Ca. Astfel, 


i = l PR F e a A V 
- ş 2N: x- h 
Debitul este dat de relația: = dai = 
h PRESE cz 
3 Tap te 
= u dz == (vi 3) 3 
Q | 7 Osie e 
(0) 3 s mi = 
Viteza medie este 
pomi ab oi fag 17 dp k tată, 
viii. ce top 3) ta 5 
şi efortul unitar. „++, aa otite A E E aio? 
Tip ap E E a pe ta ză: 
dz 2-0 h 


ea 
E set h = x 
d) Se consideră condițiile la limită, z = + FA u = 0. După determinarea 


constantelor din (3) rezultă : 


pace a): ec 
t= y k 


Problema 3.23. Pentru determinarea coeticientului de viscozitate dina- 
mică al alcoolului etilic s-a tăcut” experienţă în care o bilă de fier cu raza ~ 
| r = 0,3 mm a fost lăsată să cadă liber într;un vas cu alcool, După un timp, 
| viteza bilei a atins valoarea maximă şi mişcarea a devenit uniformă. Pentru 
determinarea acestei viteze, s-a observat că distanța h= 0,6 m a fost străbă- 
tută în £ =0,5 s. Densitatea alcoolului. este: pg = 0,79:10% kg:m-3, iar a 
fierului ppo = 7,8*10% kgms i sh 
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Soluţie, Viteza ajunge la valoarea maximă cînd forţele se echilibrează : 


= 
Ga Far SiS E stoxos 


adică 
Ornrv = L anglere — Pa), 
de unde 
i a ed — 1,14-10-? dp. 


Problema 3.24. Să se calculeze coeficientul de viscozitate dinamică al 
mercurului, dacă în viscozimetrul Oswald, lichidul curge printr-un tub ver- 
tical cu diametrul de 0,8 mm și străbate o înălțime h = 68 em în 0,4 s. Densi- 
talea mercurului este p = 13,6-10% kg-m™. 


Soluţie. Conform legii Hagen-Poiseuille, debitul. de lichid este: 


p- Ele > 


8yh 
Dar, ; 

Teh s e 
Q= E Pı — Pz = pgh: 
Deci, Ee ea 

zih __ zpghri 

+ 8mh ; 

de unde 


Hi 
a 2 PIE S dp. 
8h i 
Problema 3.25. Să se deducă expresia factorului de frecare f, în cazul 
unei curgeri laminare printr-un tub cilindric cu lungimea L, dacă numărul 
Reynolds este mai mic de 2000. 
Soluţie. În cazul unei curgeri laminare, distribuţia vitezei este dată de 
(problema 3.20) : 
1 dp 


2 2 
V = Te AN — R ) 
unde +, este coeficientul de viscozitate. Debitul volumic este : 
R å 
Q = (e dA =f 2mur dr = ddat dna 
îm de 


Dacă se notează viteza medie cu Pm, 


Q R” dp 
i, ă Dm ER TP] E Per m, 
A În dz 


AB, a lar piata 9 pu 
dz L RI 
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Din relaţia de definiție : 


Problema 3.26. Un avion zboară la înălțimea de 3500 m, unde tempe- 
ratura aerului este de —6°C și presiunea de 533,4 mm Hg. Într-un punct de 
pe aripă (fig. 3.26), presiunea statică este de 46 912 N-:m-?, iar numărul 
Mach local este egal cu 0,95. Să se calculeze viteza relativă a avionului față 
de aerul neperturbat, presupunînd o curgere adiabatică fără frecări. 


Soluļie. Se consideră avionul staționar și aerul în mişcare. În cazul unei 
curgeri adiabatice a unui gaz ideal, 


(7 —1)/% 
TaS n(=) = 238,51 K, 
Pı 
iar viteza 
Va = Mab me — M: Y RT, = 1 582,5 mes. 


Din ecuaţia energiei, 


(h este entalpia unităţii de masă), rezultă că : 


vı = 03 + 20 Ta — Ta), —1 564,3398 m s-a. 


Problema 3.27. Aerul se scurge, printr-un canal convergent ca cel din 
figura 3.27, în condiţiile indicate. Să se determine presiunea, temperatura, 
viteza şi numărul Mach în secţiunea (2). Se va considera o curgere adiabatică 
fără frecări (cp = 1 004,3 J-kg-1-K-1). 


Soluţie. Din ecuaţia energiei rezultă că: 


2 
pei va, = ori pii 


Cp 
f iar | 
I yi1) 
Ta p| = 209 514,9 N: m=. 
A fff : i 
Atunci : 
PR 
—— = 0,177, 
Po 


unde To și po sint valorile temperaturii şi presiunii la care stagnează curgerea. 


! 2 


l 
P a a 
EA Pe M; 
Fig. 3,26 Fig. 3.27 
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Raportul dintre presiunea critică şi po este: 


9 .\Y/(Y—1) 
ES a =0,528. 
i 


Po PA 
Deci, pa = po = 0,528 po = 110 623,86 N-m-2 şi 


Pe YD 
T= n Et ) <ER aM aT a 
pu 


02 ART, = 2 350,77 m-s-1. 


Problema 3.28. Într-un vas cilindric, de rază R = 2 cm, este așezat un 
capilar orizontal, cu raza interioară r = 1 mm şi lungimea l = 2 cm. În acest 
vas circulă ulei de ricin, a cărui viscozitate dinamică este egală cu ji = 
= 12 g:cm-1-s-1. Să se găsească dependența vitezei v de scăderea nivelului 
u)ei alti de ricin în vasul cilindric, în funcţie de înălţimea A a acestui nivel de 
deasupra capilarului. Să se. “calculeze valoarea vitezei pentru h = 26 cm. 

Solulie. Viteza de scădere a nivelului în vas depinde de, viteza de curgere 
a uleiului prin capilar. Volumul de ulei ce curge în timpul £ prin capilar se 
determină cu formula lui Poiseuille : à 


TIrtAp 
_arttăp. E e iai (1) 
8n 

În cazul considerat, diferenţa de presiune la pae Dai) este 

dată de pieauga a ua a stratului de lichid, adică : PE 
| „AP == 0 hanod ni daite IEE (2) 
Dar, | 
V = Sul, metal gasit (3) 
unde v, este viteza d curgere a uleiului! prin capilar. Din (1), 2) și (3) rezultă 


că: 
T’p ii : 


8y 


1 = 


Dar cum p, S, = vS, unde v-este viteza de scădere a nivelului uleiului în 
vas și S este suprafaţa secţiunii transversale a vasului, atunci, 
o ripgh 
8InR? 
Pentru h Sot 26 m, v = 3.10% mes, 
Problema 3.29. O sferă de oțel cade uniform printr-un vas mare, plin 
cu ulei de transformator, a cărui densitate este p = 900 kg:m-*, Considering 


că legea lui Stokes este valabilă pentru Np < 0,5, să se găsească valoarea li- 
mită a diametrului sferei. 


Soluție. Știind că 


Nra pu (0) 
1 fi AR) 
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unde D este diametrul sferei, condiţia de mişcare “uniformă se scrie : 


e 


5 p 
= 6r) — vV i 2 
S Jes H (2) 


Din (1) şi (2) rezultă că: 


D = | ra = 4,6-10-2 m 


Problema 3.30. Prin secţiunea transversală a unui tub trec într-o se- 
cundă 200 cm? de apă. Viscozitatea dinamică a apei fiind egală cu 10-2 N-s-m-2, 


să se calculeze pentru ce valoare limită a diametrului tubului mișcarea, apei 
va fi laminară. 


2 


Solutie. Condiţia de, curgere. laminară. este -ca Np < 3000. Din 


Np = PE &13:000, rezultă că 
E ilta. 
e adica Wae ata Manat isat mA A 
Ba : M 
-ay 
Sa 2) 
S rD? 
Din (și 2), D> E E, m 


“3 0007 i i Ş Dia gi) șa, Vi Te i 


i a ere 3.31. Să Ses A viteza, ze de. e a. unei. pf 
de apă, prin aer, cu diametrul. d =l-mm, pentru curgerea în regim laminar 
şi în regim, turbulent. Se- cunosc: viscozitatea dinamică a aerului n = 1,7- 
-10 kg-m-s-i, densitatea aerului p = 1,3 kg m~’, “coeficientul de rezis- 
tență în regim turbulent K = 0,23, densitatea apei pa = 10° kg:-m™. 


3 í pg d? yray i yE 
Răspuns. În regim laminar, v ZAL e A S 


se 


Er j Bu Sea Sa, 
5 3Kọ | : pă 
Problema 3,32. Un tub, cu lungimea | şi raza ER, este. traversat. A un 
fluid în mișcare staţionară. Densitaţea fluidului este, ọ, iar coeñicientul de 
viscozitate. dinamică n. Viteza de curgere: este dată, în funcţie de distanţa r 


În re gim turbula 


2 
faţă de axa tubului, prin legea v = [i — al Să se determine : a) volumul 


fluidului care traversează secțiunea tubului în Uitata de timp ; b) energia 
cinetică a fluidului conținut în volumul tubului ; c) forța de frecare exercitată 
de fluid asupra tubul iu ; d) dilerenţa de passihge dintre; extremitățile tubului. 


LREpu 
Răspuns. a) Q = ul, i; b) 6 = Seri, c) F => Amni ; d) Ap 3 E 


230 Amo 2 5 N 
mica ua 
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Problema 3.33. Curgerea laminară din jurul unei bile cu raza r = 1,2 mm, 
care se deplasează prin glicerină, se menţine dacă viteza bilei nu depăşeşte 


Valoarea vi = 23 cms. Să se calculeze viteza minimă v a bilei, de rază 
Ta = 5,5 cm, de deplasare prin apă, la care curgerea devine turbulentă. Coefi- 
cienţii de viscozitate ai Şlicerinei și apei sint: x, = 13,9 P și respectiv, f, 
=0ll P. 
Răspuns. v, = bi Pula ea 9*10-€ m.s, 
Topai 


Problema 3.34. Un vas înalt este umplut cu glicerină avind coeficientul 
de viscozitate n = 13,9 P. Se lasă să cadă în vas o bilă de plumb. După ce 
atinge o anumită adincime, bila continuă să se deplaseze uniform. Să se deter- 
mine diametrul maxim al bilei pentru care mișcarea mai rămine laminară, 
dacă trecerea la mișcarea turbulentă corespunde numărului N, = 0,3. 


3 MONI 
Răspuns. d = | teng = 5-10 m. 
(PP — Poe) 


Problema 3.35. O bilă de oţel, cu diametrul d — 3 mm, este lăsată să 
cadă, fără viteză iniţială, prin ulei de măsline cu coeficientul de viscozitate 
y = 0,9 P. După cît timp de la începutul mişcării, viteza bilei diferă de viteza 
de curgere staționară cu n — 10/52 

ed a 

Răspuns. t = — i ln n =0,2 s. 

Í 4) 


Problema 3.36. Un fluid, cu coeficientul de viscozitate ņ, se află între 
doi cilindri coaxiali, cu razele R, şi R, (Rı < R). Cilindrul interior este fix, 
iar cel exterior se rotește cu viteza unghiulară constantă œ». Curgerea fluidu- 
lui este laminară. Știind că forța de frecare ce! acţionează pe unitatea de arie 


ulurosi și Koimarib anielisovzir i F, ĉo N-m-3) 
a suprafeței cilindrice, de rază T, este dată 'de formula: — = yr — Nm) 

BA SOl aa iaun PSiRteNAD CC Aa A antici 3 i 
să se găsească : a) viteza unghiulară a fluidului ìn rotaţie în funcţie de raza 7 ; 
b) momentul forţelor. de frecare ce acționează asupra unităţii de lungime a 
cilindrului exterior. s 


RR? (1 1 RR | 
ă . = O, — | — — sb) M = dan O 
Răspuns. a) w = oa R- RIR = ) a RR 


Problema 3.37. Un cilindru lung, cu raza R,, aflat în interiorul unui alt 
cilindru coaxial fix, cu raza Ra, se deplasează de-a lungul axei sale cu viteza 
constantă v, Spaţiul dintre cilindri este umplut cu un Muid viscos. Să se 
determine viteza fluidului în funcţie de distanța r faţă ae axa cilindrului. 
Curgerea este laminară, 


Răspuns. v = n |In A (in 5); 
ga sii Ri 3 


Problema 3.38, Raza secțiunii unei conducte scade monoton, conform 
legii r = ro exp[— gx], unde æ == 0,5 m”, iar a este distanța tatà de capătul 
conductei, Să se determine raportul numerelor lui Reynolds în secțiunile aflate 
la distanța Ax = 3,2 m, 


Răspuns, Na = exp[aAz] = 5, 
Na 
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Problema 3.39. Se deschid două orificii identice, de arie S =0,5 cm? 
fiecare, aflate pe pereţii opuși ai unui recipient mare vertical, umplut cu apă. 
Înălţimea orificiilor diferă cu Ah= 51 cm. Să se calculeze forța rezultantă 
de reacțiune a apei ce curge prin recipient. 


Răspuns. F = 2p9SAh = 0,5 N. 


Problema 3.40. Pe peretele lateral al unui recipient cilindric mare, de 
înăițime h = 79 cm, se face o fantă verticală a cărei extremitate inferioară 
se allă la nivelul bazei. Lungimea fantei este Z = 50 cm şi lățimea b = 1 mm. 
Se umple vasul cu apă, în timp ce fanta este închisă. Să se calculeze forța 
rezultantă de reacțiune a apei care curge în momentul în care se deschide 
fanta. - 


Răspuns. F = pgbl(2h — l) = 5 N. 


4. TEORIA ELASTICITĂȚII 


Breviar 


Teoria elaslicilății are ca obiect mecanica corpurilor solide asimilate me- 
diilor continue, ale căror deformaţii datorită sarcinilor exterioare: dispar odată 
cu cauza care le-a produs. ii ER SASIE 09SE Sa FEGA 

Flasticitatea, ca ramură a mecanicii mediilor continue, studiază corpu- 
rile solide supuse acţiunii unor forțe exterioare. Sub acţiunea acestora, cor- 
purile suferă modificări. de formă, care la diminuarea sarcinii se anulează 
din nou, iar la sarcini instantanee încep să oscileze. Problema elasticităţii 
esie de a stabili, pe de o parte, ce modificări de formă suferă corpul cînd — 
în urma diferitelor acţiuni — se stabileşte echilibrul și, pe de altă parte, care 
sint forţele interioare (tensiunile) care acţionează între două, porţiuni de masă 
separate ale corpului. ate pi 

Ecuațiile fundamentale ale teoriei elasticității au fost stabilite de către 
Cauchy și Poisson în jurul anului 1820. 


Analiza tensiunilor se face pe baza principiului echilibrului între forțele 
exterioare și tensiunile care acționează asupra suprafeței unui element de 
volum oarecare, finit sau infinitezimal, tăiat oricum din corpul elastice 


(fig. 4.01). Condițiile de echilibru se exprimă prin relaţiile : 


faz pre ptr x agy Ora pe dev d g ; =0; 
dz y Oz Oa Oy 02 
t e OF da 70, a) 


da dy dz 


unde oz, Oy și oz sint tensiunile normale (perpendiculare pe elementele de 
suprafaţă); Tay, Tazı Tug Tuzi Tew Și Tau sînt tensiunile de împingere sau tan- 
gențiale, iar X, Y şi Z sînt densităţile volumice ale componentelor forțelor 
exlerioare care acţionează asupra elementului considerat. 

Pentru echilibru, este necesar ca și suma momentelor date de greutăţi 
Și tensiuni să se anuleze, Expresia componentei momentului după axa 0z 
este : B 


M= fy [u(gix 10 X) — v (diy K» + YA O + Sft) dO, (2) 
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= Fig. 4.01 


unde dU este volumul elementului decupat şi "49, 4” sînt tensiunile 
(fig. 4.01 și 4.02) date de expresiile: 


: wo NOt] dutuz + data ; IV ürTey | ÜyOy F dtz) O Urtiz 
ais UyTyz F Uz0z. x (3) 


Ţinînd seama. de ‘relația (); primul termen - din 2) se anulează. Volumul 
pe care se ae imtesrare fiind o te, iaca că: 


- a = Tzu P aia == S ; k Trt - (4) 


Pentru calcului componentelor unei tensiuni se porneşte, de la relaţia 
(fig. 4.02): 


109,2 0) cos, (Y, 2) Nb, cos, (rs) F e a ip 0) 
şi de la “condiţiile de simetrie (4), cele 9 tensiuni constituind un tensor 
simetric, de matrice :, finisa it 


ojal rene la 


(6) 


Dacă se schimbă Ie E; Jaz trecîndu- se la axele noi &; N; sa care fac cosinuşii 


directori. cos (6 z), cos (n y), cos &, z) cu axele vechi, componentele unei 
tensiuni raportate la axele de coor- 
donate noi se exprimă prin: 


EE a) Tep = Oe cos (E, 2) cos (n, 2) + 
H Taz cos (E, 2) cos (n, 2) 
+ Tug cos (&, y) cos (n t) t 
+ ou cos (E, Y) cos C, Y) t 
Tuva COS (Eycos (n 2) + 
hi Tae Cos(8. 2) cos (m, tt. 
-may cos (Eie costy) t 


Ho, cos (E; 2) còs (n. 2) (7) 
unde A®, nn, it) sînt versorii axelor 
Fig; 4,02 Em bi LANEI 


4 
| 
i 


mc aut sc et e daia Pi aste Pe 


Pentru celelalte componente ale tensiunii se obțin relaţii analoage cu (7) 
după regula : 

— se multiplică fiecare din componentele tensiunii faţă de sistemul de 
axe iniţial cu doi cosinuși directori și apoi se adună rezultatele obţinindu-se 
componentele tensiunii faţă de sistemul nou rotit; 

— indicii cosinușilor directori sînt astfel, încît primul corespunde întot- 
deauna cu indicele tensiunii din partea stingă, iar ultimii doi sînt identici cu 
indicii tensiunilor care au fost multiplicate. e 

Din cele prezentate se constată că este posibil să se găsească anumite 
axe, astfel alese, încit să se anuleze componentele tensiunii tangenţiale (de 
împingere), răm înînd doar tensiunile normale. Direcţiile pentru care tensiunea 
de împingere se anulează poartă numele de direcții principale ale tensiunii 
sau axe principale ale lensiunii. Direcţiile axelor principale, cos (v, 2), cos (y, 9) 
şi cos (v, 2), există dacă: 


Gai O. Try ERARA 
Tey ; Ojeg O. A 053 = 0. EA (8) 
Trz Tyz Oz EAO) 


Ecuația (8) are trei rădăcini reale, 04, 02; 03, care, introduse în ecuaţia (5) 
descompusă, duc la valorile cos (1, x), cos(1, y), cos (1, z), obţinute pînă 
la un factor de corecție, care se determină din ecuaţia: . 


cos? (1, 2) + cosè (1, g) + cos? (1, z) =i 9) 


axele x, y, z fiind cos (x, w), cos (y, u) şi cos (z, u), sînt: 
i | i 
Sz= Îi Op COS? (T, u); Tey= X, oy cos (x,u) cos (y, u) 5 Gy = J op cos? (y, u); 
u u S m: 


Tyz = X Gu COS (Y; u) Cos (2, u); oz = X Cp COS? (2, U); Tea — 
u S u - Í 


= op COS (Z, u) cos (x, w) z (10) 
u f 


unde p = 1, 2,3. : 


E 
r $ 


Pentru a pune în evidență variaţia distanței dintre punctele unui corp 
elastic şi variația unghiului dintre două drepte situate într-un corp`elastìc, 
se folosesc mărimile numite alungiri speciale şi variaţii (sau deformaţii) unghiu- 
lare, date de expresiile (fig. 4.03): i: = 


i 


4 f Elad ha frega h ey N if (a. onu aD 
( ți ti da mt AE 0Y TUL apis variasies 


Fig. 4.03 


ọ 


respectiv, 


du Ov cv dw Ov du: 
Vu So Di ae he ie stea a SE (12) 


Mărimile care descriu deformarea corpului elastic, date de expresiile (11) 
şi (12), pot fi exprimate, la fel ca tensiunile, într-un sistem de coordonate, 
de axe č, ņ, č, adică, prin formule de tipul (7). Datorită acestui fapt se poate 
enunța regula: există totdeauna într-un punct trei direcţii perpendiculare 
una pe alta, numite direcțiile deformațiilor principale, pentru care componentele 
tensorului deformaţie cu indici amestecați (z, v etc.) se anulează, și care 
rămîn perpendiculare pe deformaţie ; aceste alungiri poartă numele de alungiri 
principale şi se notează cu £1, ez, €3, fiind ordonate după mărime (e, > ez > £3). 
Notiînd cu cos (x, u), cos (Y, u) şi cos (z, u) cosinușii directori ai axei princi- 
pale u, față de axele inițiale, componentele tensorului deformaţie în coordo- 
natele sistemului iniţial, în funcţie de alungirile principale, se exprimă prin : 


ez = J; ey cos? (x, n); Yav= 25 e, cos (x, y) cos (y, u); 
u y 

ey =J ey cos? (Yy u); xyz = 2 2 ep cosi(y, 2) cos (z; 1); (13) 
u u ) 

es = ep COS- (2, n); Vaz e 2A en COSE r)cos(z, pu). 
m - i w 


Coeficienții alungirilor. principale trebuie să îndeplinească ecuația siste- 
mului invarianților de deformare : 


1 1 

Er € 5 Yey Dn 

1 E e 

5 Yus Ey — E 2 uz =o (14) 
1 1 j 
D Vaz m Yzy PE 

şi rezultă : 
262 = za; 26u => Yvu dez = Yez (15) 


Legea lui H o o ke exprimă relațiile date de experiență între mărimile 
de tensiune și cele de deformație. În cazul unui corp solicitat la tracțiune, 
acesta suferă o alungire în direcția forței de tracțiune şi, simultan, o contracție 
laterală proporţională cu alungirea. Astfel, în lungul direcțiilor principale 
se obţin alungirile : 


șI soda E TEN Ss 
A DI ta (ea): Sail si ZE (auz j 


m E “m 1] m R m-i 
a mæ 1 „Me (+ tE => (16) 
m t m+ 1 
unde 
s = o, + o, + amiol + Oy + Oa (7) 
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'Transpunind rezultatele obținute în cazul direcțiilor tensiunilor principale, 
în sistemul de coordonate ~, y, z, se obţine forma generală a relaţiilor dintre 
mărimile tensiune şi deformaţie (legea lui Hooke). Înmulţind expresiile (10) 
cu cos*(a, 1), cos(a, 2) ṣi respectiv, cos? (x, 3) şi sumind, se obţine: 


m4+-1 1 s 


L EE a 18 
şi m E G Pe) desi a 


De asemenea, înmulţind cele trei expresii, Ysy, Yuz Și Yzz din (12) la 
dreapta şi la stinga cu cos (æ, 1):cos (y, 1); cos (x, 2):cos (y, 2) şi 
cos (3, 3)scos (y, 3) şi ţinînd seama de 


cos (w, 1)s cos (y,1) + cos (x, 2)-cos (y, 2) + cos (x, 3)-cos (y, 3) =0 (19) 
rezultă că: 
1 m+1 1 


— V noy == Á — — T, 20 
JZ A E zy ( ) 


În final, pentru toate coordonatele, se obțin următoarele formule 
pentru  deformaţii (ecuațiile alungire-tensiune) : 


1 s 1 Ss 
Ex SO == |; cv = O 
2G | =] 2G ( = 


= 1 | S 1 1 = 
we Ceea | a Ad AA e crab 
D 2G z PRA ) Yzy G xY Yuz G yz 
1 iiy 
Yzf G Tzz> i 3 (21) 

unde 

A oa: ra (22) 

2 mi-l 


poartă numele de modulul de impingere (modulul de elasticitate transversal). 
Ecuațiile fundamentale ale teoriei elasticităţii sînt date fie de (21), Ñe 
de expresiile care dau tensiunile funcţie de alungiri : 


e [ec + az); o = 20 [est a); 
sc astea E abano E 120 lamon 


iri 


) „Tau: TO Yevon Tu GY ya i Tie = Giza. (23) 
m—2 EE : 
i Qi ep Hey o = eies ss a (24) 
Problema fundamentală a teoriei elastici Lăţii constă în rezolvarea ecuaţiilor 
de echilibru (1), ţinînd seama de condiţiile la limită, care pot îi date în multe 
moduri, De exemplu, în cazul în care deplasările u, v, w pe suprafață se cunosc, 
sau se cunoaște încărcarea suprafeței datorită forțelor exterioare U, Vy W 
pe elementul de suprafaţă în direcţia celor trei axe de coordonate, adică, 
pe suprafață sînt indeplinite condiţiile ; 
L = ap 008 (y, a)i H Tau cos (vi VF Taz cos (vi) = Us O = Tey Cos (v; t) E 
+ ou cos (9, WF Tye cos (2) 3 VL = Toa COS (W T) E Tue Cos Va y) H 
A arcos yia W, (25) 


atunci, din ecuațiile (1) şi (23) se obțin fie expresiile pentru deplasări, fie ex- 
presiile pentru tensiuni. Astfel, pentru deplasări, se obţine sistemul de ecuaţii : 


a Dai ep ags G ao E o 


m— 2 ðr m— 2 ðy 
m 20 
G| Aw + ——— — Z =0 26 
| m—2 see, G 
Ecuațiile referitoare la tensiuni au forma : 
2 y 7 5 
Aso m 0“s Sie DX = 1 oX ðY aZ 
ml ðr da m—1l- {ôr ôy 2z 
nie gs ie af DIE so Ep A 
Aaa a Ss | = | > ): ai at dle ois — 
mtl 0xoy. dy eT. m+1i p. 
X 1 X A A SV, 3? 
€ a a 
Oy emel ox: ôy ĝz m 0yoz 
ÕLU] E 
0z a iml 022 ; ozs ec m t 02 
ee o 
ôy Oz => m l ozor ox Oz 


În calculele efectuate, se deduc ecuaţiile deplasărilor pornind de la ecuațiile 
tensiunilor. Cunoscîndu-se deplasările, tensiunile se pot obține din ecuaţiile 
tensiune-alungire printr-o simplă diferenţiere. “Calea inversă este însă mai 
greoaie, deoarece cunoscînd tensiunile, deplasările care au fost produse se 
pot afla numai printr-o operaţie de integrare. = ni: > 3 


PROBLEME 


Problema 4.1. Se consideră un corp elastic, omogen şi izotrop, raportat 
la un sistem de axe rectangulare, Oxyz, legat de corp. lie P(z, y, 2) un punct 
al corpului, 0(0, 0, 0) originea sistemului. Sub acţiunea unor sarcini exterioare, 
originea O a sistemului de axe se deplasează în punctul O' (Uos Vos Wo), iar 
punctul P în punctul P'(a-+u, y+ vz- w), ult yz) oz, Y, 2) fiind 
componentele deplasării punctului P în lungul celor trei axe, Ox, Oy şi, res- 
pectiv, Oz. Presupunînd că deplasările sînt mici, se. cere să se arate că: 
a) lungimile specifice și lunecările specifice sint componentele unui tensor si- 
metric de ordinul al doilea ; b) cuadrica deformaţiei, asociată tensorului defor- 
maţie, permite determinarea deformaţiei în orice direcţie, dacă se cunosc 
deformaţiile pentru trei direcţii îndreptate în lungul axelor cuadricei ; c) va- 
loarea def ormaţiei specifice de volum este un invariant, 


Soluție, a) Se consideră un: element dintr-un corp elastic (Lig. 4.1, 0); 
omogen şi izotrop, raportat la sistemul rectangular de axe Oxyz, legat de corp. 
Dacă se consideră punctul P(x, y, z) şi originea O(0, 0, 0) la momentul t=0, 
cînd nu acţionează sarcini exterioare, sub. acţiunea sarcinilor exterioare 
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Fig. 4.1 


originea O a sistemului se, deplasează într-un punct, o (úo; dos w), iar punctul 
P în P (lu E t Z E Pa suferind, o UR ale « cărei, componente în în 
lungul celor trei axe sînt: zi roze 

Ui == u(z, J, 2; o. i SPP y, pA W= wle, a wE a E f f 5 a) 
În cazul deplasărilor mici, relațiile (1) se pot dezvolta în serie ie Taylor, neglijind 
termenii de. ordin “superior: i 


du ouse TU ðv ôv ô 
umu He e re a 2079010) o fagi N al 2: 
ô e a Aa pai pt: a 3 3 
= Work ot ele ai z, 2) 
= oy z 
Relaţiile (2) pot fi scrise sub forma ¿3t vil oJnoq bifelox sb Jnèfaa i 
1 of us :8o duivotsdwăau  Bidutub El fedaruq 
= a za e TF 
gi za ii a e ri: “zale ze AR 2 e > 
v ERAN ðw PEENE "ea Da 1 (4 
— yF = = a ONENE - ep a 
pa (et a ie upăal'aa god 2 (dz 
3w \Crilsgof do, rou do. iei 
— — = e eE e aa u=at 
è To 2 (i t m D ah mAn 0iuu?ă d 
FA m am l (2 EN jv (ae ah SN 
A — | papot E cati [Apare (oaia Sht 
E il 20); ANE 02 
fo Oulu du 2 i 
= = t a ca 3 
zică — cd. 138 xl 29 


9 — Culegere de probleme de fi 


Introducind notaţiile : 


du dv du 
Er = — ; Ey maj t, = — (4) 
ox Oy gz 
Ni 
> ` du Ov Ov ðw 
rey = Yy = — -f rerem arat) Yuz Sa Vg J Ee m EN n e 4 zA = 
öy Ja Yz Ep 2y , [zz {zz 
ðw du í 
= e 4) 
da Oz 


relațiile (3) devin: 


u = e ee (etr 


2 E3 ox 2 | 3z da 
+ esy + zwa] w = w -+ a ja aa = + 
+ i Vant F rea) + ez). (5) 


Din relațiile (5) se observă că, sub acțiunea unor sarcini exterioare, ele- 
mentul de corp elastic studiat suferă o translație de ansamblu, o rotație de 
ansamblu și o deformaţie. Fenomenele se petrec astfel ; 

A) translaţia de ansamblu este definită de componentele to: Vo și We 
ale deplasării punctului O în 0'; zi 

B) rotația este determinată de componentele “exprimate. prin termenii 
din prima paranteză a expresiilor (5). Într-adevăr, presupunînd elementul 
de corp solid sub forma unui cub (fig. 4.1, a), PORSP,Q. R.S, care are latu- 
rile dz, dy, dz şi PR, fiind una din diagonalele acestui cub, sub acțiunea sarci- 
nilor la care este supus corpul, diagonala PR, își schimbă poziția. Dacă P 
rămîne fix (datorită legăturilor la care este supus corpul), schimbarea poziţiei 
diagonalei constă dintr-o rotaţie care este rezultanta rotaţiilor în jurul celor 
trei axe. 

Unghiul de rotaţie poate fi calculat cu ajutorul figurii 4.1, b, în care se 
presupune că datorită unei deformaţii, C se deplasează în Ci, CC, || Oz şi 


atunci, e, = CAC; — bu unde f; = % CBC, este un unghi la centru și și 
este un unghi cu vîrful pe un cerc cu centrul în B, care trece prin A şi C. Ținind 


seama de faptul că CC, =du și BC = AD = dy, rezultă că: a = 


aste hi s (e, considerat dinspre AG spre AC, este negativ), 


2 
Dacă, prin detormaţie, punctul G se deplasează în C, (fig. 4.1, c) astfel 
ca CC; să fie paralelă cu Oy, diagonala AC se rotește cu unghiul pa = =. 
2 ôx 

Deci, în deformația reală, C trecînd în poziţia C', diagonala se rotește 

i 1 (9 u 

cu un unghi: s= |= A], 
MaA (i ôy 
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În mod analog, diagonala se rotește cu unghiurile ez, respectiv e, în 
jurul axei Oz, respectiv Oy. 
Astfel, relaţiile (5) se transformă în: 


1 
U = ar C 9:9) af (er ar Lyw ar ara); v = Vo (pat — 922) + 


1 1 apt ti 
+ E: Vazut FH ev F ue): w= w F (zy — pux) F = MALAE 


J 
Povu ez); (6) 


termenii yz, zy ete. reprezentind deplasări prin rotaţie. 

C) Termenii din paranteza a doua din membrul al doilea al relaţiilor (5) 
sau (6) reprezintă deformația simplă, ez, €y, e. fiind lungimile specifice, adică 
alungirile sau scurtările unităţii de lungime a unui segment cu fiecare din 
Eagle! de coordonate, iar yzy, Yuz) Yzz fiind lunecările specifice. Studiind defor- 
maţia cubului elementar din figura 4.1, a, adică studiind deformația proiecţiilor 
acestui cub pe cele trei plane de coordonate, rezultă următoarele (fig. 4.1,d): 
pentru proiecția pe planul xOy, ABCD, A ajunge în A', B în B^, D în D' 
şi unghiul BAD devine B'A'D'. A” fiind proiecția lui A” şi B cea a lui B’ 


A 


pe AB, iar B” punctul în care B” B’ întilneşte o paralelă la AB, care trece 
prin A^ şi AA” = u (prin definiţie), BB” =u pie da (prin. definiţie), 
z i 


rezultă: A'B” — AB a dz și atunci, AS ES Ez: 
x 


AB: ennie 
În acelaşi mod, se definesc și éy şi ez ~ È ; 
Variația unghiului BAD se Dius caleulind unghiurile BAB! k DA Di, 
“v'i í 
A'D” fiind paralelă cu AD. Astfel, tg B'A B' = Ea adie 


u FA i > A E taie A > i AD T 
Deoarece Ez: = 7 PaE Bi TVI EEA căi S Bi 
ca ĝu 5 z cp Za M i PTA G rhi $ 
Asemănător, D A'D” du şi rezultă că: Ysy E ce dia 
ôy dy da 


La fel se pot calcula yuz Şi Yzz: 


Din cele prezentate se observă că lungimile specifice şi lunecările specifice 
sint CO pIQ ie avee unui tensor Simetrie de ordinul al doilea : 


1 1 
Ey h, TN ala 

hj Pa 1 Á 

Tem pay Ey ENEL š N ati (7) 
rN: di 
2 zw 2 Yva Sa 
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care reprezintă starea de deformaţie în fiecare punct al corpului, deoarece 
Er EAA, J, LA) Ey = E(x, Y, 2), €z Ga U, 2); Yru =y% Y; 2); 


Ves = Yzz(t, Y, 2) și Yuz = Yu, Y, 2). 


b) Tensorului de deformaţie (7) i se poate asocia o cuadrică reprezentată 
prin ecuația: cX’ -+ yro XY + eY? F yrXZ + ynYZ + eZ = 1. Cua- 
drica deformațiilor permite determinarea deformaţiei în orice direcție, dacă 
se cunosc deformaţiile pentru trei direcții, îndreptate în lungul acelor cuadrici, 

Dacă direcţiile axelor de coordonate coincid cu acelea ale axelor cuadricei, 
lunecările specifice sînt nule.. În acest caz, starea de deformaţie constă în 
alungiri şi rotații, alungirea specifică într-o direcţie 7 fiind dată de relaţia : 
Ez = Ez cos2(n, x) + Ey cos?(n, y) + ez cos? (n, 2) -k- uz cos (n, y) cos (n, z)+ 
+ yz cos (n, z) cos (n, x) + zu cos(n, 2) cos (n, y), cos (n, 2), cos (n, y) şi 
cos (n, 2) fiind cosinușii directori ai direcției 2. io) j 

c) Cunoscîndu-se cele trei lungimi specifice €z, ev, ez, deformația specifică 


AV 
de volum, ep = î. „este dată de expresia : 


ey = ep Eya Ez : (8) 
suma din membrul: al, doilea al, expresiei;(8), fiind un invariant. Astfel, 
dacă ea, ez, e sînt deformaţiile în lungul axelor cuadricei asociate tensorului 
deformaţiilor, se poate scrie şi: ` 3D mi! l 


ep = e1 F Ez F Es 


Problema 4.2. Un corp elastic, deformat sub' acțiunea sarcinilor exte= 
rioare, se află într-o nouă stare apărînd forţe interioare care nu existau în 
corpul nedeformat, caracterizate: prin forţele care 'acționează pe unitatea de 
arie ce conţine punctul respectiv și care se numesc tensiuni sau eforturi unitare: 
Ținînd seama de teoria elasticităţii-care arată că tensiunea relativă la o su- 
prafață (la limită, un plan) de orientare: oarecare este univoc determinată 
dacă se cunosc tensiunile relative la trei plane care formează un sistem triplu 
ortogonal, ce trec prin punctul prin care trece suprafaţa pentru care se deter- 
mină tensiunea, se cere să se arate că :a) tensiunile normale şi tangenţiale 
sînt componentele unui tensor simetric de ordinul doi ; b) există trei orientări 
distincte după care tensiunile care acţionează asupra unui element plan, 
infinit mic, sînt normale ; c) cuadrica asociată tensorului tensiunilor permite 
definirea tensiunilor principale într-un anumit punct. 
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Soluţie. a) Se consideră un corp solid sau lichid, care este în echilibru 
static sub acţiunea unui sistem de forțe determinat. În interiorul corpului, 
se izolează un volum finit ŒO, limitat de suprafaţa È (figura 4.2,a). Asupra 
interiorului lui X acţionează forțe de volum, distribuite cu o densitate f și 
forţe de suprafaţă, exercitate de elementele de substanţă situate în apro- 
pierea exteriorului suprafeţei, asupra elementelor. plasate, în interiorul 
acesteia şi reprezentate prin vectorul ? (care are drept componente pre- 
siunile sau tensiunile normale și alunecările tangenţiale). Echilibrul transla- 
ției este. exprimat. prin: 
| f fao + Szids= o; (1) 


Vy 
Echilibrul de rotație este exprimat prin : 


pae aO a S =0. (2) 
Ya z 
Trecerea de la relațiile integrale (1) şi (2) la un sistem de relații diferențiale, 
care să exprime aceleaşi condiţii în vecinătatea imediată a unui punct oarecare 
P(x, y, z), se face astfel: supraiaţa X se stringe în jurul punctului P, se 
dezvoltă î în serie Taylor, se evaluează integrala” extinsă la suprafaţă și se 
trece la limită obţinîndu-se condiţiile de echilibru în funcţie de derivatele 
lui £ în punctul P. Dacă £, este normala la un element de suprafaţă al supra- 
feţei S, există trei vectori, X, Y şi Z, care verifică ecuaţiile: 
in agp tipe Data Die | (3) 
X, este. componenta. după. a; a forţei care se. exercită, către exterior, pe 
unitatea de suprafaţă a. cărei, orientare este. dată de normala £,. Dezyoltind 
produsele scalare din (3) rezultă; et apr A ; 
tz => Nene SE Xyeny aF ROA ity = Yer -F Yen PEY eR 3 
i t; Fa Zanz aP Zylny A pe (4), 
adică, o transformare liniară care permite să se treacă de la componentele 
lui £, la cele ale lui î, termenii ĉnz, nvs enz fiind cosinuşii directori ai lui E 
în raport cu axele de coordonate. Echilibrul componentelor, după v, al for- 
ţelor care acţionează în interiorul'lui X asupra substanţei, se scrie sub forma : 
Î fu dU + 8 X-a, as 0; saus fi -P divi X 0; relaţie” valabilă în orice 
u 
z 
punct al suprafeței S. 
În mod asemănător, 


fu + div =0; f FONZ S0: (5) 


Din 2) rezultă alte condiţii pentru cele nouă componente ale celor trei 
vectori X, Y, Z. Astfel, după axa Ox, (2) se scrie: 


"PUP afat iS gla zu) aS = 0; 
TȚinînd sema de'(3), rezultă : 
| EN = z[,)40 -z $ (yZ — zY), dS A sau yfs — zfv z: 


Ya | ) AR] 
Sa div (y2 — 27) =0: (6) 
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Dar, div(yZ) = y div Z +Z grady = y div Z+ Zy şi atunci (6) devine; 


Ylf: + div Z) — z(fu + div Y) + Zy — Y; =0, sau, ținind seama de (5), 


A La fel, pentru componentele după y şi z rezultă din (9): X, = Y,; 
WEA 


Componentele Xs, Xy, Xa- Ya, Yo, Yz, Zr, Zu şi Z, reprezintă forţele 
care se exercită pe unitatea de suprafață și poartă numele de tensiuni. Ter- 
menii A, Yy Şi Z acţionează după direcţia normală la elementul de suprafață 
şi sînt presiuni sau tensiuni de înlindere. Ceilalţi şase termeni sînt tensiuni de 
forfecare acţionind în planul elementului de A Deci : 
bsi Sile cope Xa Ay EFAG 
TER Tz T33 a Ys Y, Y,| = 
Ts Tzs Tss Zs Zu Z 


Xa Xy X; Or Try Trz s 
Ti Xy Yu W E Gy Gyzj| = 
X; Yi IE Taz Tyz Oz 


acesta fiind tensorul tensiunilor, care este un tensor simetric. 
“În concluzie, pentru ca un corp solid sau un lichid sub tensiune să fie în 
echilibru static, este necesar ca în fiecare punct: f+ div? T= ȘI To: = Da 

b) Se consideră într-un mediu aflat sub tensiune un element plan, infinit 
mic, în jurul punctului P(x, y, z). Tensiunile care acţionează asupra acestui 
element de suprafaţă vor fi atit normale, cit și tangențiale, dar ona Ha 
direcții particulare după care tensiunea este pur normală. 

Dacă forța rezultantă î, acționînd asupra unității- de suprafață a unui 
element din plan, este dirijată după normala pozitivă 7, se poate scrie că: 
i—hē, (7); unde A= Alx, y, 2) este un scalar neeumosout: Impunînd condiția (7) 
ecuaţiei (4) se obţine sistemul Do se Fis Zeta 


Men 0 ea G = DA 3). - (8) 
Pentru ca acest sistem de ecuaţii să fie compatibil, este necesar ca determi- 


nantul coeficienţilor să fie nul; rezultă că funcţia scalară poate fì determinată 
plecind de la: 


Tir EN `: Tia Tis 
Ta Tas — A Tas Te 0, (9) 
Ta Tae Taa —A 


presupunînd că Ty, sînt componentele tensiunii cunoscute în raport cu un 
sistem de coordonate arbitrar. 

Ecuatia (9) are trei rădăcini, ħa, Ap Şi Ac. care fixează, prin intermediul 
ecuaţiei (8), trei orientări ale elementului de suprafață, pe care le notăm prin: 
go, 20), aW, Dacă rădăcinile sînt distincte, direcţiile privilegiate, definite 
prin vectorii unitari a, ap, a (numiţi ave principale de tensiune), sînt 
mutual perpendiculare, Se consideră, de exemplu, 24% şi 20). Conform relaţiei : (8) 


ele) = Sad): apeh) -DT T pe). (10) 
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—, 


| 
| 


Multiplicînd prima ecuaţie (10) cu ep) şi a doua cu ep), scăzind al doilea 
rezultat din primul şi făcînd sumarea în raport cu j, rezultă : 


3 3 3 
"N (a 0) ee mn s(Ù a(b) ol 
(Aa za A) D e) ep) ZA ; > Ă 1 MOY e) Ez e) en). 


Al doilea membru fiind nul rezultă: 
(Aa — Aoje ew =0. 


Dacă Aa Æ àp, vectorul â(% trebuie să fie ortogonal la 20), 

c) Semnilicaţia fizică a axelor principale se poate pune în evidenţă și 
în altă manieră. Într-un punct P din interiorul mediului aflat sub tensiune, 
tensorul simetric 27 asociază vectorul unitar £,, forţa rezultantă 7 acţionind 
asupra unităţii de suprafață normală pe £,. Se alege un sistem de coordonate 
cu. originea în P. Unitatea de lungime, în acest sistem nou, este arbitrară și 
se poate presupune că componentele lui £, sînt. £, n, &. Produsul scalar dintre 
i şi &,, care se notează cu O, este o cuadrică în č, n, G: 


DE, n, Q =t en =T aE Toon Tasnt2Tiatn + 2Teont+2Ta GE. (11) 


Suprafaţa ® = constant poartă numele de cuadrică de tensiune.: Printr-o 
rotaţie a axelor de coordonate, (11) poate fi redus la termenii pătraţi și este 
evident că axele principale &(%, 20), e trebuie să coincidă cu axele principale 
ale cuadricii. ; - 

d A i Ps 

Se:observă că î = no © (12). Această proprietate permite de a găsi 


tensiunea pe un element oarecare din jurul punctului P, cu ajutorul unei 
construcții grafice. Presupunînd că tensiunea: este astfel incit cuadrica este 
un elipsoid, se trasează în jurul lui P (fig. 4.2, b) suprafaţa D= 1. Raza vec- 
toare care leagă pe P cu un punct oarecare al acestei suprafețe este ĉ„. Conform 
cu (12), forța rezultantă, care acționează asupra elementului de suprafață 
din jurul lui P și a cărui normală este ē„, este dirijată în direcția lui grad O 
sau este normală la ® = 1 în P. Modulul lui £, conform lui (11), este egal cu 
inversul proiecției NP” (fig. 4.2, b). Lungimea axelor principale este a, b şi e, 
normala la suprafața P = 1 coincide cu vectorul £, şi tensiunea în P este 
pur normală. Dacă aceste tensiuni principale sînt cunoscute, se poate construi 
cuadrica şi determinarea grafică a tensiunii asupra elementului oarecare de 
suprafață este posibilă. apă 

Problema 4.3. Ținînd seama de legea lui Hooke generalizată (proporţio- 
nalitatea dintre detormaţii şi tensiuni) şi de rezultatul experimental referitor 
la faptul că unei variaţii specifice a lungimilor segmentelor coliniare cu o 
anumită axă a cuadricei deformaţiilor îi corespunde o variaţie specifică, de 
sens contrar, a lungimilor segmentelor coliniare cu celelalte două axe ale 
aceleiaşi cuadrice, se cere : a) să se deducă expresiile componentelor tensorului 
deformaţiilor ; b) să se stabilească relaţia dintre modulul de elasticitate longi- 
tudinală și modulul de elasticitate transversală ; c) să se arate că coelici- 
entul de contracție transversală (constanta lui Poisson), u, aparţine inter- 


valului bo, A Ma > corespunzind cazului limită al unui corp incom- 
presibil, 


Soluţie, a) Relaţia dintre tensorul tensiunilor T şi tensorul detormaţiilor 
permite determinarea delormaţiilor cînd se cunose tensiunile, 
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În cazul general al unui corp anizotrop, fiecare din compondntele tenso- 
rului Te, ep» este funcţie de toate componentele tensorului To, o. În cazul 
elasticităţii liniare (aproximaţie valabilă în cazul deformaţiilor mici) : 


Ep = d Ciuci; (1), unde ci = cm; e33 = Ey; Cop Ep; E= En = — Yzy 
ij 24 


1 
2 


Yaz (2); Ea =E: na Yuz ȘI Ou = Oz; G22 = Cy; 0aa = O43 


Cisi Oa TeV 013 =, 031, = Trzon 023 m n2 mn (3)., 


Expresia (1) constituie legea lui Hooke ' generalizată, coeficienţii Cusa 
fiind componentele” unui tensor: de ordinul al patrulea (deci, în număr de 
3 — 81). Deoarece T: şi Te sînt sirietrici: Cori = Chia și Ciji = Ciji 
Astfel, numărul coeficienţilor diferiţi se reduce la 36. În cazul în care energia 
elastică corespunzătoare unităţii de-volum din corpul deformat este indepen- 
dentă de modul în care a fost realizată deformația respectivă, rezultă că: 
Cisnu = Cris, numărul: coeficienţilor + diferiţi. reducîndu-se la~ 21. În. cazul 
materialelor izotrope, în care nu există direcţii privilegiate, numărul constan- 
telor de mâterial 'se reduce la'două. Atunci, axele cuadricelor celor doi tensori 
T: şi To coincid. H ; 

Experienţa arată că o,, în lungul axei (1) a cuadricei deformaţiilor, pro- 
voacă variaţia specifică co,/E a lungimilor segmentelor coliniare cu acea axă 
(E find modulul: de elasticitate longitudinală). Tot:experiența arată că vari- 
aţiei specifice o./E a lungimilor segmentelor coliniare cu axa (2) a cuadricei 
deformaţiilor, provocătă' de tensiunea 6, îi corespunde variația specifică de 
sens contrar — uc/E a lungimilor segmentelor coliniare cu celelalte axe (1) 
şi (3) ale cuadricei deformăţiilor (4 fiind coeficientul: de contracție transversală 
sau constanta“ Poisson). “Aceste” rezultate experimentale duc la următoarele 
relaţii: D i 40040554 aora EIAS : 


par 
i 


ETATEN 


1 B Isi T Ee ‘i 


Dacă se consideră: un sistem. de' axe; oarecare; avind originea în 0, care nu 
coincid cu axele enadricei deformaţiilor, atunci : 


pa jan uţeatavt cope [o= Ea (astayta |: 
e EEE o, lili (on E av an|: (65) 


Pentru variația specifică a lungimilor coliniare cu axele Oz, Oy şi 0z: 


paalt pa eBt ei pag AALE agi o 


Ve Tae; Yru 
E 
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a EAEN 3 { o; i 1 A í 
b) Considerind că ype SSAU se poate delini modulul de elasticitate 


I 
transversală, G, prin : 


= E 
G = e 
2(1 u) 
c) Ţinind seama de relația ep = es + ey -+ e se obține că: 
1 — 2u 
nau e i emme (aa Hai higa): 
Sai E 
Considerind că deformația de volum este produsă de o presiune uniformă 
exercitată asupra corpului, Cy = 0y = g: = —p, rezultă că; 
3 
ep =— — (1 — 2u)p, unde ep <0. (7) 
ESE 
hoari 1 1 
Pentru a cele condiția (7), „este necesar ca: 0Osus Di unde u= za 


corespunde cazului limită al unui corp incompresibil, 


Problema 4.4. Să se exprime energia corespunzătoare unei detormaţii 
elastice, în funcţie de componentele tensorului de formatiile şi în funcţie de 
componentele tensorului tensiunilor. 


Soluţie. Se consideră, în interiorul -corpului elastic, un cub cu laturile 
egale cu unitatea şi paralele cu axele cuadricei tensorului deformaţiilor. 
Sarcinile exterioare deformează acest cub, deformarea realizîndu-se prin 
efectuarea unui lucru mecanic de către forţele aplicate pe fețele cubului. 
Lucrul mecanic corespunzător forțelor care acţionează asupra leţelor normale 
pe axa (1), pentru o variaţie de, a lungimii muchiilor coliniare cu această axă, 
estek 

d[i = (1 + e2) (1 kb es)ou do; sau dL, 40, des, A (1) 


considerînd că se, es și es— es & 1. În (1), dli = de, este variaţia energiei 
de deformare. specilică, corespunzătoare variaţiei delormării cauzate de vari- 
ația de, a lui e.. i 

Procedînd în mod amaSo cu celelalte două perechi de fețe ale cubului, 
rezultă : 


dg = dd, -F da, dis dOs = 0, de, | Og de a -H C3 des: (2 
Ținiînd seama de relaţiile (4), din problema (4.3) režultă : 
a o, E cp et Ceit sa e]. (3) 
TAF za | 
Trecînd la un uatan de axe triortogonal oargcarĝ-—-se obţine că: 
R Aa z kd qg ey E)? — 2(tacu H Suta F Caz) F 
DETE A 
1 
+ ie (Yuh Yjet Yir) (4) 
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În elementul de volum d, în urma deformării sale, se va acumula energia 
potenţială : 


dd; -— d daO, 
care pentru un volum din corp va fi: 
dp = | cd. (5) 
y 


Ținînd seama de relațiile (5) și (6) din problema 4.3, se poate exprima g 
în funcție de componentele tensorului tensiunilor, rezultînd : 


d = 


jet = Oy Ip 2) — Hu e = (60 az GuyGz + 6.62) + 


e pai Pai |. 


Problema 4.5. Să se arate prin calcul că în cazul alungirii unei bare, 


coeticientul lui Poisson, u, este mai mic decit a 


Soluţie. Din legea lui Hooke, z -= L, unde E este modulul lui 
Young, rezultă, conform figurii 4.5, a : 
Ad Al oa E 
dă l ES 


unde u seste N lui DoS 
Atunci cînd se-aplică'o presiune, izotropă p, care antrenează o variaţie de 


volum AV, plecînd de la volumul iniţial V, se poate defini un coeficient de 


lyan . Supunînd paralelipipedul din figura 45, bla 


compresibilitate x = 
p 


L 
Saa] 
<y 


dtâd 
9% 


Fig. 4.5 


138 


o presiune izotropă rezultă o alungire negativă, în sensul forței și o contracție 
laterală negativă, în cele două direcţii normale la forță. Deci: 


= e em le E; 4 ii eig 
a s Si E Se Sa E E : 
unde p=— = TE fs 
LAE Se S3 
Deoarece, 
Aa, Aa; Ad 
a, > (3 : 
rezultă că: 
AV = Ada A Ads _ a l— 2p ; 
yV a, az a3 JIS 
În final, = 
e ea I E 
ee! cae . 
Deoarece o compresiune antrenează o micşorare a volumului rezultă că : 
- : i 
ae 


Problema 4.6. Să se arate că în cazul unui corp izotrop din punct de 
vedere al proprietăţilor elastice; doar două din constantele elastice E (mo- 
dulul lui Young), u (coeficientul lui Poisson), n (modulul de forfecare) şi 
K (modulul de compresiune uniformă) sînt independente. 


Soluţie. Se consideră un cub ale cărui feţe sint supuse la o tensiune de 
alungire uniformă P. Se notează cu c lungimea naturală a fiecărei laturi 
(figura 4.6, a) şi cu a alungirea fiecărei laturi, astfel că noua lungime va fi 
c(1 + «), iar noul volum este: 


e0 Pa) = el + 30), (1) 
unde s-au neglijat puterile superioare ale lui a. Coeficientul de dilatare în 
volum va fi 3%, astfel că ; a a MII a S ASA y 
P= 3Kæ: - Eag a (2) 


Dacă P acționează doar pe o pereche de fețe opuse, efortul pe aceste 
fețe va fi P/E. Acesta este efortul din AB datorită tensiunii paralele cu AB. 
Efortul din AB datorită tensiunii de pe o altă pereche de fețe opuse este 


— sP|E, iar efortul datorită celei de-a treia perechi de feţe este tot —cP/E. 
D 


Pie: x 
Astfel, efortul total din AB este 2o 20 FR atunci 


b 


P. 
ENEI C (3) 
E ( ZA 

Egalînd (2) cu (3) rezultă : EA 
Seti tt Azi de Al sots hadat (4) 


Fig. 4.6 


Se reconsideră cubul asupra căruia acţionează doar o tensiune uniformă P 
de alungire, perpendicular pe o pereche de feţe opuse și o tensiune uniformă P 
de comprimare, perpendicular pe altă pereche de fețe (figura 4.6, b). Apare 
o tensiune uniformă, de intensitate P, de-a lungul feţelor LM, MN, NR şi RL. 
Figura era un pătrat în stare netensionată și devine un paralelogram în stare 
tensionată. Efortul din AB este P/E datorită tensiunii paralele cu AB şi 
oP|E datorită tensiunii perpendiculare pe AB. Astfel, efortul total din AB 


(sau CD) are valoarea zi (1 + o). Apare şi un efort de compresiune în AD. 


În cazul acesta : 


a = (bA 9) iasi 


şi noile lungimi ale lui AB și AD sint: , 3 
1932 kig BE pU Spinaci Ha) sjou 30 “i 
í | 19716594 ȘI HE DE 


9 S MHIS 


1. 531 


respectiv. : 
c(l— a). 
Se notează cu 0 micşorarea unghiului LRN, astfel- că valoarea unghiului 


LRN în starea tensionată devine F = o). Atunci, -sin 6;= cos eF — o) = 


& 


E a 0 De A sini0)p o maiisaue 


2ER? 
Po ah 
a = — = (TF6), 
2n pi ) 
de unde 
a as E (5) 
d iq 


Relaţiile (4) şi (5) exprimă pe K şi n în funcţie de E, dovedind că în cazul 
unui corp izotrop, doar două din cele patru constante sînt independente. 


Problema 4.7, Să se determine deformarea unei stere pline, de rază R, 
sub efectul propriei greutăţi, | 
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Soluție, Ecuația de echilibru a corpurilor solide aflate în cîmp gravitațional 
se scrie sub forma: 


do 
dx 


unde 6, sînt contracţiile, p este AAA şi g accelerația gravitaţională. 
Introducind tensorul contracțiilor g,y în funcţie de tensorul deformaţiilor, 


+ pg, =0, (1) 


E 
Gik = aut a uda), (2) 
1 og [e] 

rezultă : 

doi sie Es € duza E ô llik 

dz,  (L+o)(l'—20)ţ-âz, po 92 
şi (1) devine: 

E du, : Ec . ĝu 


mIn ae E O ASIN EA A =0 2 
2(1 + S) dx? 2(1 + o)(1— 20) mai, | A fk G); 
3. 
Ecuația (2) se „ppaţe transcrie; sub oana vectorială, observind că Be 
akr : i zg 
sînt odnipenetaia eotibor ee 2E i ge ga i TAainciă (2) s 'se/'scrie “sub 
- $ IXI fsh f 
forma «19)nonogro.ă .—7 ȘI 5 sbau BD „E ) =-= 
Aŭ =. i marca) diva = lto I 2): (3) 
- ce ý sd = 
Cu ajutorulidentităţii, Sie m g rgi portare d it 
„grad div î = Aŭ + rotă,, azi ARP —— (4 
at E Àe 
(3) devine : grad div d— T rot ŭ = Pon (5) 
i2(1 — o) E: — o) 


Greutatea care acţionează asupra unităţii de 1 masă'a corpului isterie este : 


iale De pi. Toiiiloe1fuo à Fie 
A i prea Li LA i> à Å Loi - (6) 
sa 


Înlocuind (6) în ecuația- © trānserisã în coordonate sferice, din care s-a 
păstrat doar partea radială, rezultă: 


E( — o) d [/ 1 d(r2u) Taa 
A 20) zale de: zi) TR RE 


Soluţia finită în r = o și care satisface Con di la timia LORA raj pentru 

pi=R, testes l l 

aA — 20) (1 + o) pa 2) 
10E(1 — o) 


Ro RY i 
Se observă că substanţa este comprimată (Urr < 0). în interiorul sferei de 


vază Rj a d ja și dilatată în! pic beari aul fă ei K > 0). 
3(1+ a) 


MI 


Problema 4.8. Să se găsească deformarea unui cilindru aflat Án rotaţie 
uniformă în jurul axei proprii. 


Soluţie. Înlocuind în ecuaţia (5) din problema 4.7 greutatea prin forţa 
centrifugă po?r (w este viteza unghiulară), rezultă, în coordonate cilindrice, 
pentru deplasarea radială u, = u(r) ecuaţia de echilibru : 

E(l — o) dafi di(ru) 
(1+o)(1l—20)ar|r dr 


Soluţia finită în r = 0 şi care verifică condiţia la limită ca c,, = 0 pentru 
r = R este: 


| = —po?r. 


T e 20) a ae e aste 
u= SEC — 5) [r (3 — 20)R ir 


Problema 4.9. Să se determine deformarea unui tub cilindric avînd raza 
exterioară R, și cea interioară R,, aflat sub acţiunea unei presiuni interne p. 
Presiunea externă este nulă, iar lungimea cilindrului se menţine. constantă 
(nu apar deformări longitudinale). 


Solulie. Se alege axa Oz a coordonatelor cilindrice după axa cilindrului. 
Presiunea fiind uniformă de-a lungul tubului, deformația este o deplasare 
pur radială: u, = u(r). În acest caz, ecuaţia de echilibru se scrie: sub forma- 


b 
div ă i: ale sa = const. = 2a, de unde u = ar + — . Componentele nenule 
r r r 
ale tensorului deformaţie, în coordonate. cilindrice, sînt: 
du b u b 
Ur =- SQ Ug a Ra 
dr r E J 
Din condiţiile la limită ca c, =0 în r = R, și o, =—p în T = R, 
rezultă valorile constantelor: - e E 
a PE AFA e E PER Lo 
RR, E gren ERIE R? SF 


R— R 


m 
pR? Ris PRI 
Coe Ra | a: , Ce E 


Problema 4.10. Se consideră o bară cilindrică, ca în figura 4.10, a, avind 
capătul din stînga fix, supusă unei încovoieri simple. În această bară, efortu- 
rile unitare sînt; 

oh 
ET a E | Oy = 03 =) j Tau = Tyr = Tae a) 

P 
Se cere: a) să se arate că etorturile date de (1) sînt posibile şi corespund 
încovoierii simple; b) să se determine deplasările u, v, w; ©) să se serie ecu- 
ația axei de formate a barei; d) să se arate că o secţiune plană înainte 
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|. 


Fig. 4.10 


de deformaţie rămîne plană şi după deformaţie ; e) să se arate că o secţiune 
plană normală la axa barei înainte de încovoiere rămîne normală la axă 
după încovoiere. 

Soluţie. a) Introducind eforturile unitare, date de relaţiile (1), în ecuaţiile 
diferenţiale de echilibru (Navier) se obţine că: x =0, y =0, z = 0 (2). Deci 
eforturile unitare sînt posibile în absenţa forțelor masice. 

Se observă că pe suprafaţa laterală: 


cos (v, z) =0 (3) 
Introducînd (1) și (3) în ecuaţiile de suprafaţă, se deduce ușor că acestea 
sînt verificate. Solicitările de la capătul B se reduc la un cuplu avînd momentul: 


m, =|] osda — — = | (vaa = = = (4) 
P È 
I fiind momentul de inerție al barei. Înlocuind deformaţiile Ez, Ey, Ez, Tyzs 
Tzz> Tau, date de legea lui Hooke, în ecuațiile de continuitate (Șt Venânt), 
acestea sînt verificate. 

Se poate trage concluzia că eforturile. unitare din o iti “posibile şi 
corespund încovoierii simple. 
= b) Introducînd deformaţiile obţinute din legea lui Hooke în ecuațiile 
Cauchy (care leagă deformațiile de deplasări), se obține sistemul: 


ôx p ôy p ôz p 6) 
Wr pe = 0 ea 20. cas AE pee) Eik (6) 


E E si E EEA A E j Aay EOY 3 


Prin integrarea ecuațiilor (5) se "obţine: 


u = E fa, z); v= Ë$ 4 ol, J; w= T Wa. O 
P Da 
Forma funcţiilor f, ® şi 4 se determină « cu et td (6) X 
O R Ao (8) 
ôy ôz i 
ORARE E E) 
ôz ax asa Sr ea 
def ai aa (0) 
dz op: pirat SP a OPR 
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Prin derivarea ecuaţiilor (9)_și (10) și ţinînd seama de (7), de obține : 


af 3y f 
i =0 / 
ðzðy -övðy j (1) 
o’ D 02 
f = 0; (12) 


0z0z 0y0z 
Prin adunare și scădere și ţinînd seama de (8), se obțin ecuaţiile : 


gap (0 i silega 220 


=0i na (13) 


Ub == 0 E) 
0y 02 2z0y 0z0z 
Deriyxînd ecuaţiile (8), (9) şi (10), se găseşte că: 
GAUN poslana Tas Sisih o D 2 
aiba TG Ai ef av Pe 0 îti sipe k (14) 
əy? ! | 22 p) or. 0y? (0 CE az? 
Din (13) şi (14) zezultă :- 
t 72 2 
f pes a e a niz e Di Sida acru (15) 
Te 2p= bi2p | f — 
E î Y. = g2 + hy+ n. 
Introducind (15) în (8) şi (10) se obține că: h = —e; g 20 aih ga aa. 
În aceste condiţii, deplasările se scriu : +7 iata i 
p Dică 2 cm pii snl ba 
u EAS Ar e piin A OAR OR 
w es bas eyin i5 (16) 


Pentru determinarea. constantelor, se ţine seama de condiţiile la limită. 
Astfel, bara fiind încastrată în O, se poate scrie că înz = y = z = 0, depla- 
sările vor fi: u = = w= 0, de undec =m =n =0. Axa Oz nu se poate 
roti înplanele Oxy și Oyz, astfel.că în z =—y =z.=—0 se poale scrie că: 
ðu . 0v ; 


Ec: = 0s] E = 0. Bara nu se poate roti în jurul axei sale, astfel că pentru 
z : z Te ace r : i 
i 3 
x =] =z =0, m = 0. Din aceste condiții rezultă că: @ =b =e =0 
și atunci; 
2 pd 2 y2 z ; 
P AE e Do a e gale aaa (17) 
2p p e 


Astfel, orice punct al barei (zi, Yı, 2), după deformație, trece în noua 
poziție ; 


2 2 Wa ; j 
Pa ee imula Da rieo, Set a RNa sclay 
2p e ẹ 
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c) Pentru punctele de pe axa barei (x = y =0), deplasările sînt: 


U = wW = ja Zi, (19) 


care este ecuaţia axei deformate. 


d) Se consideră o secţiune plană z = Zo. Noua coordonată a unui punct 
din această secţiune, după deformaţie, va fi: z = Za two. Din ecuaţia (17) 


rezultă : 
Wo = — o; 3 
p 
deci, 
z a (20) 
p 


Ecuația (20) este ecuaţia unui plan paralel cu axa Oy (figura 4.10, b). 
Rezultă că o secțiune plană înainte de deformaţie rămîne plană şi după 


deformaţie. 

e) Ecuația (20) se mai serie: z a pita Panta este : tg 6 =— d 
Tangenta unghiului de înclinare a axei ale în. punctul Z = žo aies 
tga sE eter Dei, tgdtg p = a: 

dz oaie p Eimi k PR a 


Se poate spune că 0 secţiune plană normală pe axa barei înainte de înco- 
voiere rămîne normală la axă şi după încovoiere. 
Problema 4.11. Fiind dată o bară de secțiune dreptunghiulară, ca în 


figura 4.11, a, să se studieze deformația conturului secţiunii, în 'eazul unei 
încovoieri simple. Kë f 


i Soluļie. Înainte de încovoiere, suprafața laterală a barei este reprezentată 
prin ecuaţiile : 


b š 
Z= I = Ei (1) 
i . i ` z 2 > ý a r în 
Conform relaţiilor (18) din problema 4.10, după, deformare se poate 
scrie că: la. pai E ER E, RESE 
în ing iai a) pipe e i a a alea 
Yo = Wa > Fă (2) 
2 2 e) 
220 w cafi = (3) 
' e 


Fig. 4.11 


10 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 145 


Din aceste ecuaţii rezultă că feţele laterale rămin drepte /și după 
încovoiere. f 
3 Din ecuaţia (2) se poate determina tg ß, unde B este unghiul dintre proiec- 
iile feţei laterale, în poziţiile iniţială şi deformată, în planul Oxy (figura 4.11, b): 
gb j 
2p 
Feţele superioară și inferioară au înainte de deformare ecuaţiile : z = 2; 


h 
pe După  încovoiere, ecuaţiile sint: 


DS Ea E Eee a (3) 


|): (4) 


Ecuația (3) reprezintă proiecția celor două feţe pe planul Oxy şi este 
secuaţia a două parabole. 

Problema 4.12. Se consideră o placă încastrată la capătul din stinga 
şi încărcată cu o sarcină concentrată T (fig: 4.12), raportată la unitatea de 
lungime de placă, în lungul axei Oz (lungimea corpului prismatic de-a lungul 
axei Oz este foarte mică). Eforturile unitare sînt date de ecuaţiile : - 


HE 
TU— a) ae R 

m — =T f 2 Dei 
o = ay = Su; CĂ Pi Tera ee EA (1) 


Se cere: a) să se arate că eforturile unitare date de relațiile (1) sînt 
posibile din punct de vedere al problemei elastice plane, folosind funcția 
eforturilor unitare Airy, (a, y); b) să se determine deplasările u, v; 
æ) să se scrie ecuaţia axei deformate; d) să se determine ecuaţia secţiu- 
nilor transversale plane după deformaţie. 

Soluție. a) Este necesar să se demonstreze că eforturile unitare pot fi 
obţinute dintr-o funcţie (x, y), care satisface ecuaţia : 

tD aD ab s 
2 : (2) 
ox ôx ðy? ôy’ 
Forma generală a eforturilor 
unitare este : 
x a 


Oa = AJ + pag EAR cy =0; 
ay 


a 


ray = C+ Dy =— RERE E 
Fig. 4.12 2x2y 


146 


Prin integrarea primelor două ecuaţii (3) se determină formă funcţiei & : 


ate, y) = FE BEE guy + dute) a) 

Din (4) şi (3) se obţine, că: 
Va) + Wa) 20, 5) 
-2L yia) =C + Dyt. (6) 


Deoarece ecuaţiile (5) şi (6) trebuie să fie adevărate pentru orice z şi y 
rezultă : 


pi =0, p =0, jı Er +F, p = Hr 4 K. (7) 


După înlocuirea lui (7) în (6) rezultă: E =—C; D = — Funcţia 


n| 


eforturilor unitare ia n 


ar Ery + By F HrK. (8) 


D(x, y) = : eLo 


Se verifică uşor că funcția o, = dată de (8), verifică e 6) 
Eforturile unitare capătă expresia: 


20 a 


2 B 
Gg = = Ay + Bay; oy =: ZE Oră caute aora aee 
3 paie Oa Toilette Etap 9 304 TET 
NN determinarea coeficienţilor A, B şi C se Folosesc condiţiile, la limită: 
li 
y =: Oy =0, Try= 0; Y= pu GC) = 0, Tzu) = 0. Ținind seama că 
h/2 


pe secțiunea din dreapta, în x =l, ozs =0 şi că | tidy = T, se obțin 
—h/2 
pentru eforturi valorile date de (1). 
b) Folosind legea lui Hooke și ecuațiile Cauchy, se obține sistemul pentru 


determinarea deplasărilor : 


ðu- T aE 
A S A 9) 
a Fe xy) ( 
Tou E i 2 aa (10) 
Oy zI ; 
pesti e Co Belak TN a1) 
Dag II Va | 


Integrind ecuaţiile (9), (10) şi (11), se obţine că : 


u = — ar [tu Z N Th) (12) 
uT (W o wN Londa), NFI) 
i albe rar ae 


unde f, și fe sînt funcţii oarecare, 
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o hat și (13) în (9), (10) şi (11), se obţine că: fz(x) — (2 2)+ 
2 


+ ROSE ESA Ly (1 + u)y? = (1 + u)h?. Cele două Datantaze drepte depin- 


zînd tete. de altă variabilă și suma lor fiind constantă, trebuie ca fiecare 
din ele să fie constantă. Se vor nota cu kı şi ka, astfel încît, 


kı ka =(1+ u) = . (14) 

Atunci, 
f(z) = w = SE je a (15) 
(0) a ua lo ke hafi aa (16) 


Introducînd (15) şi (16) în (12) şi (13), rezultă: 


i TJE ; S) = 
= ——— "r oo 3 
u EI | xy +P 2 ==>] a5 ky aP n 


A Uaa la pt a Bra o He d, 
erei Cre | 
Pentru: determinarea constaāntelor ky, ko, o şi B se RIESE condițiile la 


iimită. Prin încastrare, trebuie ca u = 0 în z = y = 0, adică, «x = 0 şi p = 0. 
În secţiunea din 0; care se roteşte în jurul lui! O, "trebuie ca’ ui = 0 în 


1 
pp de unde rezultă- că: k, 20 şi atunci 'din (14): K, = ( > kè. 
Deplasările u şi-o) devina p yenglari fă Rigle a 
T | 3 AER, 
e Ie (Ur ICE e a E 3 4 nt Pa 
Š: Fist fi a 6 4 la 
T palay, e 
e | ral us o]. 17b) 
EI | 12) 2rme i 6 ( 


c) Considerind în ecuaţia (17b), y = 0, se obține ecuația axei deformate : 

E i (e. y 

v =—— — j. 
BI 6 

d) Dacă ecuaţia unei secţiuni înainte de deformația este 2 = Ta, după 


-defoimaţie devine: x = xo -+H iw = ok maia Gak Pje oy — gte y3 


EI 
(1 DI? | | | 
pe „ Secţiunea nu măi rămîne plană şi capătă forma unui para- 
boloid, Eiz 


Problema 4.13. Să se determine delana ùnei bare lungi, cu lungimea 
«egală cu l, aşezată vertical în cimpul gravitațional: | ti 
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Solutie. Se alege axa barei de-a lungul axei Oz şi baza inferioară în 
planul z0y. Ecuațiile de echilibru se scriu sub forma: 


Ori ke7 Oyi dz 


ax; az, dz, 


= pgs 


Toate componentele cix, în afară de c, se anulează pe suprafața laterală 
a barei, iar pe baza superioară (z = l), Ozz = Oyz = Ozz =0. Soluţia ecuaţiilor 
de echilibru, care. verifică, aceste condiţii, este: oz, = —p9(l — 2) şi toate 
celelalte o; = 0. 


Componentele u; se obţin dinco sub forma: Ure + Uyy = eu + 2), 
1 ; j 
Uz = T pg(l— 2), Ury = Urz = Uyz =Q, iar după integrarea acestor ecuaţii 


pg TEN 2), 


rezultă componentele vectorului de „deformare : Uz = = 
us = Tegl = 2, ma ele atat EY] 


Expresia lui u, verifică IAR Cauze 0 ură singur punct al supra- 
feţei interioare a, barei.. Astfel, „soluţia găsită este convenabilă în apropierea 
cîmpului interior al barei. 


Problema 4.14. Să se scrie ecuaţia de echilibru a unui fir elastic, “sus- 


pendat în cîmp gravitațional în două puncte. i sisin 
Solutie. Se alege planul firului planul zO0y, axa 0y fiind disijată vertical 
în jos. Ecuațiile "de echilibru sesrseriui. proaza poe sei Si 
3 | 15 
FtS D 
— =K 1 
sia i a cis Y i, 
Ga E i ce Elnia azi 
pie ile 6e 8 BO (2) 


- unde F este forța conitactmilorl interne aplicată secțiunii firului K este forța 


exterioară aplicată unității de lungime a firului, M momentul forțelor interne 


IL gi dł: Ă 
aplicat secțiunii firului, i = este "“versorul direcției tangente la fir, 


Se poate neglija în (2), m, geari este proporţional cu EI. (Z este 
momentul de inerție). Atunci: F x 2 =0, adică F = Fi. 
Din ecuaţia (1), a iaa 


A are pui raaa i zl 
dl a A | 
srl) i ae (4) 
„al d 


unde queste greutatea : unităţii de lungime a firului. Integrind 3) şi (4) 
rezultă : pe = =c, F SE =. Țiuina. seama. că (an = (do) + (9), rezultă 
d : | 
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c dı 


x ` ~ n da 
că: F = Je + gl şi At ==; iar a 
d 


= METIA + După inte- 


grare rezultă că: x =C arcsh{ 2) Și y = Ape +ql, de unde y= 
q q ; 


= —ch|— v|, care este ecuația lănţișorului. Alegerea originii și a constan- 
q c 


RA E $ 3 ; i j 
tei — este impusă de cele două puncte de suspendare și de lungimea firului. 


Problema 4.15. Să se determine: deformarea unei sfere goale (raza ex- 
terioară este R, și raza interioară este R,), supusă din interior unei presiuni Pi- 
Presiunea exterioară este pz. 


Soluļie. Se alege originea coordonatelor sferice în centrul sferei. Defor- 
marea i este radială și depinde doar de raza r. Rezultă că: rot ū = 0 (1) și 
ecuația de echilibru în cazul unor forțe aplicate la suprafața corpului se scrie 
sub forma: 2(1 — o)grad div ū — (1 — 2c) rot rot āū =0 (2). Înlocuind (1) 

d 2 
în (2) rezultă că: grad div ū zi (3), de unde div ù = L A u) = con- 
3 : pă side 


e TEES b. E 
stant = 3a, a fiind o constantă. Din (3) rezultă că: u =ar iz , b fiind o 
D 


constantă. : 
Componentele tensorului deformaţie Simti 


du, 2b 1° üg u, El) 
Ip Sa e op thai 
Sin ar TS £ T 20 L ee a 
: koin? b 
Up = ——— T ctg (i) rS =a }¥ —. 
; Să, iz sin 0 de - T? 
Gontracția e radială va fa 3 2 IEE ei 
E Ea Ea d 
= [0 — oju t 20u] = = II 
Ara aE] KE EH 2 S 
Constantele a și b se deduc din condițiile la limită, o, =— p, pentru 
r = R, Şi Op = — p, pentru r = R,. Din aceste condiţii rezultă că: 
ar PaRi — P-R? ; 1 —.20 posi ROR3(pi — Pe) ; l+e - 
OR. EES. R? — R? 2E 


Distribuția contracției într-un strat sferic, supus unei presiuni interi- 
oare p, = p şi unei presiuni exterioare pa = 0, este dată de: 


a RI R 
Orr SORES 1 — sa Cop — O oo = N -} z] ù 
RR— R? r? R— R pă 
Pentru un înveliș sferic subţire, de grosime h = Ra — RSR, se ob- 
Ai r pRO — o pR 3 p o 
ține aproximativ: up, = = , 90 = Tepp -a Lan 2= T ungs 
: | l 


2Eh 
< Grr > este valoarea medie a contracpiei radiale în stratul superior. 
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Observaţie. Se poate obţine distribuţia contracțiilor într-un mediu elastic nelimitat, 
avind o cavitate sferică de rază R, presupunind o comprimare uniformă și considerind că 


> ae Si R R 5 
R =R, R, = ©, pı = 0, P= P: Or = — P i j oo = Top = -p (! + Zara ) La 
frontiera cavităţii, contracţiile tangenţiale siat: ogg = Caz Sp . 

2 


Problema 4.16. Să se determine durata ciocnirii a două sfere elastice, 
de mase m, şi ma şi de raze R şi R’. Înainte de ciocnire, viteza lor relativă 

i i 9 s. . . A . . 47e . 
este v. Coeticienţii lui Poisson sînt o și o“, iar modulele de elasticitate Eşi E. 


Solulie. Se consideră două corpuri solide, în contact într-un punct nesin- 
| gular al suprafeței lor (fig. 4.16, a). Planul tangent comun celor două cor- 
puri este planul xOy. Axa Oz este orientată diferit pentru cele două corpuri 

şi coordonatele corespunzătoare vor fi notate cu z și z’. În vecinătatea punc- 
tului O, ecuaţia unei suprafeţe, raportată la planul tangent xOy, se poate 


scrie sub forma : Z = Xaptatp (1), unde æ, p= 1, 2 (xti =T, Ta = y), iar xa 
este un tensor simetric bidimensional, ce caracterizează curbura suprafeței 


şi als R, şi. R: find razele de 
R, 2Re 

curbură principale în punctul de tangenţă). îi 23 ie 
Se scrie aceeași ecuaţie și pentru al doilea corp, în vecinătatea punctului 


de tangenţă, sub forma: 


(valorile principale ale lui Xag Sint 


ZI Metale 2 se 18 SRED) 


Se presupune că cele două corpuri se presează unul pe celălalt şi se no- 
„tează cu h turtirea totală (figura 4.16, b). Contactul nu mai este punctual. 
- Se notează cu u, şi u, componentele, de-a lungul axelor Oz și Oz', ale depla- 
> sărilor punctelor de pe suprafaţa presată. În figura 4.16, b, suprafeţele defor- 
€ mate sînt reprezentate punctat. z și z' reprezintă lungimile definite de rela- 
© file (1) şi (2). După cum se vede din figura 4.16, b, pentru toate punctele din 
regiunea de contact este adevărată egalitatea: 


(Z+ u) +è hu) =h, sau (sag F xag)tata + Uz +u =h (3) 


În punctele exterioare, unde nu mai există contact, este adevărată ine- 
galitatea : 


ZA 24 ut-u,<R. 


Fig. 4.16 


Se aleg axele Ox şi Oy în așa fel încit tensorul Yag xap să- se re- 
ducă la axele principale. Notînd valorile principale ale acestui tensor prin A 
şi B; egalitatea (3) capătă forma: 


A? + By? + u, + u, =h. (4) 


A şi B sînt legate de razele de curbură R,, R, și Ri, R, ale celor două 
suprafețe. prin relaţiile : 

1 1 1 1 
na aneen a er 
Poora an 


0 tai e 


2(A-+B) = 


Ri sin, 


1 zel t 1 
+ 2 cos ATER —-— — |], 
Rı R: JUR, Ra 
unde e este unghiul dintre secţiunile normale corespunzătoare razelor de 
curbură R, şi Ri Semnele razelor de curbură sînt pozitive cînd centrele de 
curbură se află în interiorul corpurilor şi invers. 

Se notează cu p(x, y) presiunea dintre cele două corpuri în punctele de 
contact. Pentru a determina legătura dintre:p, şi deplasările uz şi us se poate 
considera, cu o precizie destul de bună, că suprafeţele sînt plane. Depla- 
sările u, și u, sub acţiunea forţelor pe unitatea de suprafaţă, p=(z, y), sînt: 


Ea Da E oU 
pa aa le stati [pe ar ay, up e 1 ae Geaa oa ay 6) 
E = E IRES 


unde c, c, E, E' sînt coeticienţii lui Poisson și modulele de elasticitate. 
i Tr a Lipt TYF re: 2 . E: . > = 
Deoarece p = 0 în afara regiunii: de contact, “integrala este limitată la 
» sez e 3 ~a tv ` Lă 
această regiune. Se observă că raportul. uz/uz estey constant: 


Dee erk a SIE à (6) 
u  (l—o'2%E 
Relaţiile (4) şi (6) determină distribuţia deformaţiilor u, și u, în regiunea 
de contact. 

Înlocuind (5) în (4) rezultă : 


r Eae) i R A er) 
ILEO SI i ma | Pal y) Ady =h— Aè — By. (7) 
E E! r 


Această ecuaţie integrală determină distribuția presiunii p, în regiunea de 
contact, 

Se poate găsi soluţia ecuaţiei (7) prin analogie cu teoria potenţialului: 
Două observaţii conduc la această analogie şi anume: integrala din membrul 
stîng al ecuaţiei (7) este de tipul-celei întilnite în teoria potențialului, care 
determină potenţialul creat de o distribuţie de sarcină și potenţialul cîmpului 
într-un elipsoid încăreat uniform este o funcție pătratică de coordonate. 


na 2 a 
pia Alee x z ş : 
Dacă elipsoidul rup r he = 1 este încărcat uniform în volumul său 
[di (a 
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E i 


(cu o densitate volumică constantă 


a p), potenţialul cîmpului î ipsoi 
definit prin expresia: A) ai IN a elipsoid ce 
2 
Dx, y, 2) = rpabe | | e pe risti? a a 
PIE We 
0 
in e dE | 
ERE) (PE PENE E 


În cazul unui elipsoid aplatizat după direcţia Oz, care corespunde lac — 0 
rezultă : 


00 


D(x, y) =impade |f AEC ERA AN eo de 
0 


e E de E EEE | 


Potenţialul ®(x,- y, z) se poate scrie şi sub forma : 
D(x, Y, 2) = iii I 07 A AI e 
Ve F F Uny FEY 


integrala făcîndu-se în volumul elipsoidului. Trecînd la limita c — 0, trebuie 
să se înlocuiască sub. radical z '= z" = 0. Integrînd după z“ între limitele 


ra 73 
Le J: Sene T rezultă : 


aè 
= = Aa 7 j F A 
r GE b? 


unde 


eA A PE 
T N E N E N 
Egalînd cele două expresii ale lui ®(x, y) rezultă identitatea : 


naf [de ee US a 
THAR wj La iieb 2 
00 


i. | ae lo | (8) 
T | ar E Dap E o (a PEPE) 


Comparînd (7) cu (8), se 'obsenvă că membrii drepţi conţin funcții pă- 
tratice în x și y, de aceeași formă, şi membrii stîngi conţin integrale de ace- 
laşi tip. Rezultă că domeniul de contact al corpurilor [adică domeniul de 
integrare din (7)] este definit de ecuaţia elipsei : 


g? y? i i 
hinta (9) 
și că p(x, y) este de forma: 
gê y? 
Pit y) = const J ir KE 
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Alegînd constanta în așa fel încît integrala ff p, dz dy pe domeniul de 
contact să fie egală cu forţa totală F cu care corpurile acționează unul asupra 
celuilalt, rezultă : 


3F ai IE 
A e IL aa En: (10) 


Relaţia (10) defineşte legea de distribuţie a presiunii în domeniul de 
contact. Se observă că presiunea în centrul domeniului este o dată și jumă- 
tate presiunea medie F/xab. 

Înlocuind (10) și (8) în (7) rezultă: 


IN r y? 
e E 


w VFB EE 


SEE EEL 
D = — PR]. 
Eee 


dë =h — Aa — By, 


unde 


După identificare, rezultă : 


00 


ma A ez (1) 
z JEFO 
ED i dé 
A E | — 
z je) JECFA 
Š -2 z de. i ; (12) 
a E EER 


funcție de forța dată-F (A şi B sînt cunoscute). Relaţia (11) determină 
legătura dintre forța F şi presiunea h pe care o produce. 


; EAR 
În cazul contactului a două bile, de raze Rși R', A = B=—i— + E 

O ERE SAR 
Din motive de simetrie, a — b, deci domeniul de contact este un cerc. Din (12) 

rezultă raza a a cercului : 
4 1/8 
a=|FD Siesa > 3 (3) 
R- R 


h este egal cu -diferența dintre suma (RA R‘) şi distanța dintre centrele 
bilelor, Din (11) rezultă că: 
1 1 1/3 
h =| PDÈE|>4+=]| (14) 
kaal 
de unde: 
ERA RR' 


pi ERE E a a E 
DIIRE R 
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Tinind seama de relaţia 


Ji za dU j 
ðh 
rezultă că: 
9 LA 
opine | RR (15) 


5DIR+R 
În reterenţialul în care centrul de masă al celor două bile este în repaus, 


energia bilelor înainte de ciocnire este egală cu energia cinetică a mișcării 
2 


v s Eas várni 
relative, u p% unde v este viteza relativă a celor două bile, iary = m,m; /(m, + 
+ m,) este masa redusă. În decursul ciocnirii, energia totală este suma dintre 
na ci E ; KiS ! SE IA 
energia cinetică, care se poate scrie sub forma A şi energia potențială (15). 
Conform legii de conservare a energiei : 


u (ak + e = poè, 
dl 


A =] RR! 
5D|IRI+R 


Turtirea h a bilelor, care apare cind viteza lor relativă h se anulează, este * 


2/5 
lie md LE 
- k 


Durata 7 de ciocnire ‘este : 


unde 


ho 
E dh =a dx S 
|” Eek ps k?v TEETE 
0 0 
PE (i) e e [pie 
=R OEE EE A VN E 


23 
256 (m, + m? E E’ 


Problema 4.17. Se consideră un cilindru, de 
secțiune oarecare, fixat cu un fir în centrul bazei 
superioare (figura 4.17), întins sub acțiunea greu- 
tății proprii. Eforturile unitare sînt date de: 


-29 [22 mèm? ji | RR p” 
l (R + Ro 


z = 0y=0, 02 = PUZ, Tyz = Tia = Tay =]. (1) 


Se cere: a) să se determine forțele masice 
ce acționează asupra cilindrului ; b) să se deter- 
mine eforturile unitare ce sînt compatibile cu 
problema ; c) să se determine deplasările ; d) să 
se scrie ecuaţiile secţiunilor plane din cilindru, 
perpendiculare pe axa Oz, după detormaţie, Fig. 4.17 


Et at ê Tev e Ora OTaz EC, 
ot olj Oz 
ð 3 o / t4 
otya T Soy GEN LWE IE o e 
ôx ôy ôz 
Ter ÔTzy 00, 
+ pf =0, 2 
da ôy Oz a (a) 


Introducind expresiile eforturilor unitare (1) în ecuaţiile (2), se obţine 
SĂ AC es) Și 4 == (ceca ce era de așteptat, avind o bară sub 
acţiunea propriei greutăți). 

b) Se observă că pentru Z 0. oz = 0, ceea ce arată că pe fața de jos 
nu acționează sarcini. 


Condiţiile pe suprafață sînt date de: 
d =o (COS(0p e rez 0OS(P 1) apa OO A 
Duo = Tys COS(V, T) F Oy cos(v,1y) F Tuz cos(v, z), 
da — Taz CO r a OO 0) e on C AE (3) 


Introducînd pe (1) în (3)'se obţine că: Pro = Pw = Pz ~ 0, ceea ce 
înseamnă că nici pe suprafaţa laterală nu, acţionează sarcini. 
c) Legăturile dintre deformaţii și deplasări (ecuaţiile Cauchy) sînt: 


Ep n E du dal 
z Zi 3 Yuz 2y e y 2y > {zz zz FE 3 
A Pta r t 
ear a a (4) 
Oz Ox a0. 
iar legea generalizată Hooke dă-: d la Ava E jet del 
pas ici 
— u(oy H 02]; Yuz mg Ey iy — ulo: + 62)]: 
: ee LR] : 6) 
ir = Taia Er miil meho ODE = — Try- 
Yzz z E z Ulz Y Yzy G v 


ôu |> ppg „. vb doribnilivneg Jimbiðws o -Wed pe (6) 
dz i DO SATI! E az HES 
TE 0, do d ing, vw du, (7) 
ôy.  0a Oz ôy ox Oz 
Integrind ecuaţiile (6) rezultă: 
i bl za Pf, 2), E vi BOO o aana 
E E 
Me. 2 (8) 
DI A- , 
orient AGA) 
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ya 


Introduciînd (8) în (7), se obțin relaţiile necesare pentru determinarea 
funcţiilor f, O, y: 


ð 
A ED o (O) 
2y dz 
veg 29 oy 
Eig jetta Â (10) 
E ðz ôy 
2 pege , of 
AI eT) 11) 
ôx E 2z “E 
Prin derivare din ecuațiile (9), (10) şi (11) se obțin relaţiile: 
2 2 2 2 24 2 
ôy? da? 0z? r “E BDT E’ Ag? 
şi 
2 2 2 2 SHARTI 192 3 
af e 0 7 UE E E E A E 00 (13) 


dyăz 2x02 xəz ðxrəðy 0xây  ðyəðz 
Scăzînd ecuațiile (13) două cîte două se obține : 
af yr ab pite ga MaD: ni apita otat Dytuint0ăfa 


T axy h sdipaze i ôxôy ayaz A 
N şi cu ajutorul lui (12) rezultă : BIAI BITIR 


(a P= drte m } 


Folosind (6), (8) şi (14) rezultă : 
À d=——a,h £ =en =h. 


Deplasările sînt date de: 


9: i a bz Că 
i sh odaie e 


pp =— E (5) 


EET [zi e ula? e pp) — be — ey k). 


Cilindrul este fixat în centrul secțiunii de sus, deci condiţiile la limită sînt : 
în x =0, y =0,z = l trebuie ca u =0, v =0, w=0, 


Ea BC ac A) 
Oz Oz "9 
Rezultă că: 
d=b'=e =e=m'=0; 
| kai n 
| ) 2E 
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Forma finală a deplasărilor este: 


uU = — upg, tii 
E 
o= e mE E a E oj 
d) z= 20 ÎI [R E + ua + g). 


ANR 


C. OSCILAȚII MECANICE ȘI UNDE ELASTICE 


5. OSCILAȚII (VIBRAȚII) MECANICE 


Breviar 


Mișcările sistemului fizic, efectuate în raport cu stările de referință (stă- 
rile de repaus-sau de mişcare), care se pot studia cu un număr determinat de 
parametri, poartă numele de oscilații, dacă parametrii ce descriu mișcarea 
variază în timp alternativ în jurul valorilor lor corespunzătoare stărilor de 
referinţă. 

Oscilaţiile. elastice (mecanice) au loc cu frecvenţe cuprinse între limitele 
date în tabelul 5. 


Tabelul 5 
Rale Esae En Gaze E [i Lichide Solide 
` 3 v = 320 m/s v 1,200 m/s. 
Domeniul min maz 
Hz Hz S 
i i z] Amaz Amin y Amaz X nin 
A [m] [m] [m] [m] 


Infraacus- 

] tica 1,6-10: 10+ 25101 7,5-10! 
Acustica 1,6 -104 „210: Ek 7:5-10: 17,5 +10-2| 2,5 -103 |2,5 -107? 
Ultraacus- 
tica 2:10 | 2:10-2.| 1,6:1077| 7,5 :1072|. 6:1077 [|2,5-10—| 2:10 
Hiperacus- 
tica 1,6107] 107° 2 -107° 


Cea mai simplă oscilație periodică ce intervine în studiul celor mai va- 
riate şi complicate mișcări periodice este oscilafia armonică, „Legea“ mişcării 
oscilatorii armonice va fi dată, în spaţiul euclidian, de funcția : 


w = 29 cos(al -+ e), 0) 
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Ecuația generală de mișcare în cazul oscilaţiei armomce, pentru sisteme: 
fizice cu un grad de libertate, are forma : 


ma = — kr— ax + y cosul, (2) 
F, = —k{ fiind forța elastică care acționează asupra sistemului ce efec- 
tuează mici oscilaţii, F; = —az — forţa de frecare și Fezi = y cos wl — forța 


exterioară care întreţine oscilaţiile. 
A raa ; Gratis ; 
Introducîndu-se coeficientul de amortizare f o şi frecvența oscila- 
m 


k Vl 
ţiilor libere ce =à) , ecuația (2) devine : 
m 


î + 2pă + oz = cos ot (3) 
m 


Soluţia acestei ecuaţii este de forma: 


x = Cu expl{— P + (BP — 03/91] Ca explt— B — (P? — 00H] + 
+ thei- a?) 4 (2fBo)] exp [i ifor -} arctg(2 E (2) 
m o — 03 


C, și Ca determinindu-se din condiţiile iniţiale : 


X(=0) = To Şi X(t=0) = Vo. 


Oscilațiile guvernate de ecuația (3) pot fi: oscilații forțate (întreţinute: 
sau stimulate) cu frecare ; oscilații amortizate (y= 0), oscilații forțate fără 
frecare (B = 0) şi oscilații libere (8 =ï E=) 

În cazul mişcării oscilatorii armonice, pentru sisteme fizice cu mai multe 


grade de libertate, ecuațiile de mişcare au forma : Prt J ita =0 (4), 


h unde i = 1,2, ..., f, f fiind numărul gradelor de libertate k Tepreninsi nu- 
ărul punctelor materiale care intră în oscilație şi £; =q: — qo (q: fiind coor- 
nata generalizată la un moment dat şi qo coordonata generalizată cores- 
nzătoare minimului energiei potențiale a sistemului). 


“Soluţia generală a ecuațiilor (3) este : £y Didi (5), Arı fiind minorii 


à Mdeierminantului în care w este înlocuită cu valosile corespunzătoare œ, de- 
duse din |ti; — 0*mu| =0, iar O, = Re{C explioil]). 

În cazul oscilaţiilor amortizate, pentru un sistem fizic cu mai multe grade 
de libertate, ecuaţiile micilor oscilaţii vor fi : 


27 IN $ DI asta == 2> Baci (6). 


Ecuația diferenţială a oscilaţiilor neliniare și parametrice ale sistemelor 
cu un grad de libertate este : 


m(z, DH fix, Da fl, a, Da = Fe, d (7) 


Pentru rezolvarea ecuaţiei (7) se folosesc metode topologice, analitice, gra~ 
lice sau numerice, è 
În cazul oscilaţiilor parametrice, ecuația de mișcare va fì: 


2 + Oi(ba=0, (8) 
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unde 


a + D= 
Pentru a descrie caracterele relaxării și toate regimurile intermediare 
între aceasta și oscilaţiile întreţinute, se utilizează ecuaţia lui Van der Pol: 
k gee 4 
zeu [1 = a + ate =o (9) 
10 


În cazul amplitudinilor foarte mici, (9) devine: 


xr — cort + wr =0 (10) 
În cazul ecuaţiilor neliniare; o proprietate caracteristică a acestora constă 
în faptul că nu li se poate aplica principiul suprapunerii. 


PROBLEME 


Problema 5.1. O particulă, “de masă m, se mișcă de-a lungul. axei Oz, 
-supra ei acţionind o forță proporţională cu distanța de la origine la parti- 
-culă. Iniţial, particula se; află la! distanţa zs şi.are viteza,vo. Să se determine : 
-a) poziţia la un» moment de timp oarecare ; b) viteza la un timp oarecare ; 
<) amplitudinea, perioada, frecvența şi viteza maximă a particulei. 


Solulie. a) Legea a doua a lui Newton se scrie : 
( ) 


dea ama (1) 
Soluţia ecuaţiei (1) este: (GurD 


Z TSA gg 


Tinînd: seama - ides condiţiile! pinion ta = 0u OON v= Vo, rezultă : 


) Pa -— 
OER ai e si jE = 


pag pă TOT )-e 
unde 


i (z) m 
s= arctg irmi = 


Perioada se exprimă prin: T= în ya, 
“m 
Viteza maximă rezultă din (3): 
ha ue 
ua =a + == 
Í om 
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Problema 5.2, Să se scrie soluţia ecuaţiei de mişcare a unui oscilator 
liniar armonic, cu ajutorul legii conservării energiei. 


Soluției În cazul oscilatorului liniar armonic, legea conservării energiei 
se scrie: 


de unde 
dx 


| E 2 2 tat) 
m 2 


Calculind valoarea i rezultă : 


= ilgi 


e lei sin sn (E (t — a = asin(ol— go), 
unde 
[2W TE ei 
A = Tmar = 4; m Ga" = Poe 
Problema 5.3. Să se scrie ecuația de mişcare a pendulului simplu şi să 
se găsească perioada de oscilație, în cazul oscilaţiilor mici (figura 5.3). 


Soluţie. Teorema conservării energiei : É 
L me + Us) 2w 5 z () 


impreună cu ecuaţiile “parametrice "ale traiectoriei, = Z(5), y =uy(5), 
z = Z(5), sînt suficiente pentru a stabili ecuaţia de miscare, Prin derivarea 
lui (1) rezultă : 


= dU 2 
ms +—  =0 sau ms — F, = 0, unde F; TAU 
ds ds 
Din figura 5.3 se vede că pe direcția s, componenta lui mg este : 
F, = —mg sin 0 
Deoarece 6 = s/l, ecuaţia “mişcării se scrie: 


EE sin 0 = 0. 


Folosind dezvoltare 


] a în serie pentru sin 0 și reținind primii doi termeni, 
se obține: i 


.. 3 
ip Loe AT (2) 
l 6 
„Deoarece mișcarea este periodică, se alege o soluţie 
sinugoidală ; 
= A cos cl (3) 
Introducind pe (2) în (3) rezultă + 


f f 
(4 w? pe le A on cati VA cos dul=0, Ha 
l 8] 24 Fig. 5.3 


11 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 


În da i arma n aaa a a i 


Excluzind soluţia banală, A = 0, se observă că ecuaţia nu este adevărată 
pentru orice l. Se încearcă o soluţie de forma ; 


0 = A cos ol- B cos dul (4) 


Introducind pe (4) în (2) rezultă: 


(5 A 
— Au + SA RES, cos œl -+ [— 9Ba* -- M y | cos dul - 
l 8 l l 


t 
+ (termeni cu puteri mai mari ale lui B și multipli de w/) = 0 (5) 
Pentru oscilații mici, B este mic, astfel încît ultimii termeni se pot 


neglija. Ecuația (5) nu este adevărată pentru orice Valoare a lui l, dar soluția 
va fi destul de precisă dacă coeficienții cosinusurilor vor fi muli pentru orice L 


Deci : 
3 
Aoi Ayai JA? [id a D gph eg IA a 0 (6) 
l Sl i 241 
Din ecuațiile (6) se obține : 
pi í ; At 3 
spe şi piei Aia ae: 
i l i 8 h RHS 1192 ) "A" Rý 


Din relația (4) se vede că amplitudinea maximă este 0 = A +, B, sau 


pentru valori mici ale lui 0,0 = A şi 
şi respectiv, | 


na a DE 
unde T, =2r J+ 
i g 
Se vede că oscilația unui sistem neliniar, allat sub acțiunea unei forțe 
sinusoidale, este distorsionată (conţine armonice). 


Problema 5.4. Molecula de NaCl este compusă dintr-un ion de Cl- 
(masa M) şi un ion de Nat (masa m), Interacțiunea dintre cei doi ioni, allați 
la distanţa l, este definită de potenţialul : 


UD) = UO) +} RU), 


unde k ṣi U(0) sînt constante, a) a) Să se exprime torta F(A şi să se determine 
distanța dintre cei doi ioni la echilibru, 6) Să se determine poziţia centrului de 
greutate G al moleculei, b) Considerînd axa Ot paralelă cu distanţa ce uneşte 
cei doi ioni şi centrul de greutate în originea accslei axo, Se pere: œ) să se 
exprime forţa F(/) aplicată ionului de Nat; B) să se serie ecuaţia de mişcare 
a ionului de Nat neglijindu-se frecarea, Să se deducă freoventa proprie Wo 
a sistemului; y) să se arate că molecula este echivalentă, din punctul de ve- 
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dere al oscilaţiilor, cu un sistem cu meco) m(Na*) 


masa u. şi constanta elastică k, unde =e 0 
u = mMl(m+ M); 5) care este 016) 
raportul amplitudinilor, Ayat/ Ao, X; 
oscilaţiilor ionilor ? Fig. 5.4 
Soluţie, 
a) o) F(l) = — 2 =— kl. 
al 


La echilibru, energia potenţială este minimă, adică: 
U(l) = U(0), sau [= 


6) Poziţia centrului de greutate se obţine din condiţia de egalitate a 
momentelor greutăților ionilor faţă de acest punct (figura 5.4) : 


Mg(l — ze) = mgre, de unde ze Sue H 
M +m z: 
pya tP i aep aa ie 0 


M 


B) £- LT, Lo. 


Frecvența proprie va fi: i 


k(M + m) 
Oo = e pe 
2 Mm 
y) În expresia frecvenţei, i si 
Mm 
M+ m 
este masa redusă a celor doi ioni, din punctul de vedere al oscilației : 
k z Anat M 
© = || — și = o 
S u 5 Acu IN 
Problema 5.5. Se sapă un tunel care traversează Pămîntul după dia- 
metrul care leagă polii acestuia. De la unul din poli se lasă să cadă prin tunel, 
fără viteză inițială, un corp de masă m, presupus punctual. Să se arate cum 
se va mişca corpul şi să se calculeze mărimile caracteristice mişcării. 
Soluţie, Sub acţiunea greutăţii sale, G = gm, corpul cade liber, dar acce- 
leraţia gravitaţională g variază pe măsură ce corpul se apropie şi se înde- 
părtează de centrul Pămîntului. Pentru a găsi expresia forței gravitaționale 
într-un punct din interiorul Pămîntului, aflat la distanța r< R față de 
centrul Pămîntului, se scrie teorema lui Gauss pentru fluxul ce traversează 
suprafața sferei de rază 7* : LB 


u 


4mr?g = 4TG M. 


* Teorema lui Gauss aplicată cimpului gravitațional poartă uumele de teorema lut 


Poisson şi se enunţă astfel; fluxul forpeli care traversează supratața © ce delimitează volumul V 
este proporțional eu suma maselor conținute in volumul V: 


hy dS ARG EmMa 
t 


unde y este forţa unităţii de masă și G constanta nowtoniani a gravitaţiei, 
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unde M, este masa sferei de rază r. Rezultă că: 


Pămîntul se consideră o sferă de volum 4xR%/3 și densitate constantă, 
Deci masa Pămîntului M va fi: 


M = e Z R?, 
iar masa sferei de rază r: 
M 
3 f 8 5 
Atunci, M, = M G şi e Si, Z) SGM- Forţa gravitațională 
R pede, R? 
va fi: Cp : 
F ==—GMm £ ü, 
= ca — 3 R? $ 


unde ă este versorul direcției axei Suie iar;g este;dirijat. de, la.-pol la 
centrul Pămîntului. Ecuația fundamentală a dinamicii se serie : 


pie = mā, 


iar proiecția după direcția lui g va fi: 


FIDA HI BEDAH HIF 


Soluția aei ecuații este fo funcţie. Se a Tel de frecvenţa œ E 


adică r = A sin(ol+ ọ). Din condițiile initiale TER SET la ESQ; 
rezultă p =: x/2-şi A = R. Soluţia ecuației de mişcare este: < 


GM 


; G T 
R su | EM popi 


$ i z 2 z R: 
Mişcarea are loc între un pol şi celălalt, cu perioada Tp = = SR jus - 


care este independentă de masa punctului material m. 


Problema 5.6. Să se determine forma curbei de-a lungul căreia (în 


cîmpul gravitațional) frecvenţa oscilaţiilor unei mase m, suspendată de un 
resort, nu depinde de amplitudine, 


Soluţie, Curba căutată este alcătuită din punctele care au aceeaşi energie 
) ks? ; J i ta 
potenţială U mina unde s este lungimea. arcului, măsurată față de poziţia 


de echilibru, Energia cinetică va fi: 


„ms 
T == 
2 
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o, k 
În cîmp gravitațional, U = mgy, astfel că y = g” unde w -= £. 


Deoarece ds? = dz? + dy’, rezultă că: 


= 9 
£ S 


Pentru integrare, facem notația y Ta. (1 — cos «), astfel că rezultă: 
ş 0) 


g= I (a +isin a). 
40? 


Curba determinată de cele două ecuaţii parametrice este o cicloidă. 
Problema 5.7. O particulă de masă m se află în cîmpul de potenţial 
U(x) = (1 — az) expl—az], în regiunea z > 0, unde a > 0' este © constantă. 


a oscilației pentru mișcarea particulei constînd din deplasări mici în jurul 
poziţiei de echilibru. -pauk si Jete utsuaa Solzi stii 2 


Solutie. La echilibru, energia potențială are: o valoare extremă. Astfel 


din condiția SS m exp[maz](ets = 2a) a0, rezultă un punct de «echilibru 
aL i = Diez : 4 


AAt ) $ EENI g9 = g3 4 av grad i Feiti ii (3-33 
2 Zr S ai AR. $ : K EEE EE ks raS È 
la 1 = —. Studiul derivatei a douararată naturá echilibrului: © =F 
ia y SERRIT GAO Egia a sate Aa Ca AE Sea 
d’ U = : 
| |: 25 atesar zi 
da 


Dezvoltind pe U(x) în serie și: ţinîndi-seama că- au-loc mici oscilaţii în 
jurul lui ze, se obţine că: 40 


dle) e UT) ia 


2 Aida? Ji, 
Forţa asociată energiei potenţiale este 
CCI eS AO 
EPEE Lre p E isțiteI DT ia). i i 
da di 
Știind că forța elastică are expresia F = — kr, se poate considera că 
dU dal Ale ză PARC ce 
ia) are rolul unei constante elastice. Ținînd seama de expresia ecuaţiei 
z Ja i] SI te i 
NE pa AREE AEA 
de mişcare t4 we =0, frecvenţa proprie este w = (1) =—m! 
m e 


Problema 5.9. Se consideră un punct material P, de masă m, care se 


deplasează într-un plan xOy» sub acţiunea unei torţe care derivă. dintr-un 
potenţial, În fiecare punct al planului, potenţialul are forma : bit aata 


1 
alu moia A 
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a) Să se scrie ecuaţiile de evoluţie în timp ale componentelor z și y ale 
vectorului OP, știind că la momentul £ =0, punctul material se află în 
originea O şi are viteza vo, care face un unghi io cu axa Or. Să se scrie 
expresiile lui x(t) şi y(l). 

b) Să se scrie ecuaţia traiectoriei z(y) și să se reprezinte grafic curba. 

c) Să se scrie expresia modulului vitezei v în funcţie de z şi să se arate 


ea | 1— i atsinij= E, unde z este abscisa punctului P, iar i unghiul 


făcut de N la traiectoria în P cu axa Ox. Să se determine valoarea 
constantei E. 


Soluție. a) Componentele:forţei după cele două axe sînt: 


Din legea fundamentală a dinamicii topul 
i de iti fa gri 20. (1) 
Soluţiile acestor ecuaţii sînt de forma: 
x = A sin (wt + ®), y = Ct -+ D, 


unde constantele A, C, D şi O se determină din condiţiile iniţiale. La 
momentul iniţial t = 0, To = Yo =0 şi do = Vo COS Ío, Vo = Vo Sin io. Atunci, 
to = A sin O =0, de unde O = 0, do = Aw cos ® = Vo: COS i, de unde 


A z Mei C95. ta =5 p)r=zl0) Jo = C = v, sinie. Componentele vectorului OP 


(o 
la momentul i sînt: 
Vo COS Îo .. Sata 
rH) = sin ot, y(t) = vt sin io. 
%o $ rey e 
b) Eliminînd timpul între z(!) și y(t), ecuaţia traiectoriei devine : 
Do Cosi S (o 
E re ep gi | [eg E 
o Vo SIN lo 
E : 3 ni AER „a Vo COS Ùo : 
Traiectoria este o sinusoidă cu amplitudinea maximă ———. Ea taie 
(o 
axa 0y (x =0) perpogdigalar în punctele a, b, c, ... (figura 5.8), în care 
09 
e Se = kr, adică y = kr e sin io, unde k =0, +1, +2, e... 
Vo SIN lo (OT 
c) Din teorema conservării energiei : 


1 | ar) | 
zii + — = moge? = mw, rezultă v = m |/l———: 


2 2 


Din relaţia (1) rezultă că'jj = 0, adică = constant, sau v sin î = constant. 
Înlocuind pe v în (2) sc obțin: l 


| LEE F 
Vo |/ 1 — i, ul “sin i = constant = E, 
0 
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2 My COS 1/6 
7, cost, 70} 


i TEVENT 
w cost, V, cost 


Fig. 5.8 sie te = 00Eg. 59 


Deoarece vo este constantă, rezultă că: 54u39). 


- La momentul inițial t =0, £= 075i i- = re rai că E = sin io- 


U iiig 

Problema 5.9. O masă m, legată de un fir inextensibil, care oscilează 
liber în jurul unui punct fix, ca în figura 5.9, formează: “un pendul sferic. a) Să 
se scrie soluţia aproximativă a ecuaţiei de mişcare în cazul deplasărilor mici 
în jurul poziţiei de echilibru, în "coordonate carteziene. b) Să se scrie aceeași 
soluţie în coordonate sferice. c) Să se particularizeze, mişcarea, pendulului sfe- 
ric, în cazurile mişcărilor în planele definite de e = constant și respectiv, 
0 = const. ; ; 


Solulie. a) Forțele ce acțiodaiă asupra particulei sînt greutatea şi ten- 
siunea T din fir. Contorm “principiului lui d'Alembert, ecuaţia de mişcare 
se. scrie: za e CI +0 A | 


p f f më = mit Te, sim baza 0) 
| Přoiecțiile Stuaţiei () £ pe aia trei axe sînt: „0 = E asi nejen 
ma Tai my EE A SAT 709. | (2) 


T O soluţie aproximâlivă se obţine în câzul. în; care! deplasarea faţă de 
poziţia de echilibru este foarte mică. În acest caz, tensiunea este aproape 
constantă şi egală cu mg. Se poale scrie că la] < l, yl < l, A 0. Sampqnen: 
tele Ta și Ty sînt date de relaţiile aproximative: ` 


Tarz reng şi Ty mg 


care decurg din geometria figurii 5.9, Cu aceste aproximaţii, “ecuațiile (2) 
devin: | i 


Eee Er 


El 


Soluţiile acestor ecuaţii sînt:, 


x =A cos(ot+ o) şi y = B cos (ot + B), 


1/2 
unde w = - . Proiecţia traiectoriei mișcării în planul xOy este o elipsă. 


b) În coordonate sferice (ligura 5.9), tensiunea 1 are numai componentă 
radială, iar greutatea G are o componentă radială mg cos şi una trans- 
versală —mg sin 0. În coordonate sferice, ecuaţiile de mișcare se scriu: 


ma, = F, = mg cos 0 — T, mas = Fe = — mg sin 0, ma, = Fẹ =0. 


Întrucît r =l = constant, componenta radială a accelerației este nulă. 
Celelalte două componente sînt : 


a 215 — lọ? sin B-cos 0, a, = lọ sin 0 + 2160) cos 0 (3) 


Înlocuind relaţiile (3) rezultă : 


6 — p? sin 0 cos 6 + Tsin = 0; (4) 
Ca e | | 
sin 9 TIS sina) © 


Din ecuația (5) rezultă: 


ọ sin? 0 = constant = h. e A 


Înlocuind (6) în (4) se obţine: 


= 6 + Jsin o PTEE (7) 
sta Silieg Brazi sin? ĝo o Soa 


c) Dacă ọ = omane o =0, CA h Zi Deci, 64 Tsino =0. S-a 


obținut ecuația pendulului simplu, mișcarea avînd loc în planul e = Q = 
= constant. Dacă 0 =6, = constant, 6 =0 şi © =0. Ecuația (7) se 
reduce la: 


cos Os 


sin 0ze pă =0, sau h? = sint, sec Oy. 


sin 


Înlocuind valoarea lui h în (6) rezultă: 


care este condiţia pentru o mişcare conică a pendulului, ` 


Problema 5.10, Să se determine oscilaţiile proprii ale sistemului din 
figura 5.10, aflat într-un cîmp gravitațional uniform, în cazul în care parti- 
cula de masă m se poate mișca doar pe verticală. 
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Soluție. Se notează cu y poziţia masei m faţă de punctul 
de suspensie superior. Ținind seamă că energia cinetică este 


T =z my, iar energia potențială U = U, + U, unde U, = 


x 4 y 

=— | — 2ky dy = k(y — l) şi U,=— |mgdy=—mgy, rezultă 
0 0 

pentru funcția lui Lagrange : 


ea mg 
£2 = —my? — k|y—l— — |. 
2 J ( A 


Ecuația lui Lagrange.se serie : Fig. 5.10 
my + 2ky= 0. (1) 


a > 5 a stat 
Ecuația (1) descrie mişcarea unui oscilator cu frecvenţa w” =— și care 
E m 


are poziția de echilibru definită de yo = l + n „poziţie în care energia po- 
tenţială ze minimă. Soluţia ecuaţiei de mișcare (1) este : 
Y = ¥ A cos(ol-+ po). 
Problema 5.11. Se consideră mişcarea amortizată, descrisă de ecuaţia: 
E SE fi le IE ai (1) 


Sā se arate că în cazul amortizării critice, soluția este de forma : 


z = (G + 6 ep t) zac (2) 


: e DE i 
Soluţie. În cazul amortizării critice, Fa ——, sau b,, = NAR), 
m m 


unde b., este coeficientul de amortizare critic. Din (2) se obţine: 


Heat jale gale] e 


x . by b 5] b | ij | | | 
z = (C, + CA) | —| exp |— 1| F26- —exp|— E]. 
A SE iz exp | = e cl jef | (4) 


> b 
Înlocuind (2), (3) şi (4) în (1), rezultă după simplificarea cu exp — st 
m |. 


Gb: 2 a a 
(7 ezp zE Cab 2 opa ren [Eat Ra 0: (5) 
4m 2m 2m om 


Ecuația (5) este adevărată dacă ambele paranteze sînt nule, Din prima 
paranteză rezultă: b? = 4mk, care este chiar coeficientul critic de amortizare. 


„Problema 5,12. Oscilaţiile amortizate ale unui punct material sînt de- 
scrise de ecuaţia: £ = ex [— B(] sin œt, unde a şi B sînt constante pozi- 
tive, Să se delermine : a) amplitudinea oscilaţiilor şi viteza punetului mate- 
tial la momentul t = 0; b) momentele de timp ha care punctul material atinge 
poziţiile extreme. PE 


Soluţie. a) La l =0, amplitudinea este egală cu 
do expl— Bilizo = co, iar, viteza v = |— 08 expl — 
— Bl] sin wl -H aw exp[— Bl] cos otliao = ao. 

b) Momentele de “timp la: care punctul material 
atinge poziţii extreme sînt date de condiția oE = 

€ 
=0, adică: 


ao expl— Bil(— B sin wt w cos œl) =0, 


care are soluţiile 
1 
tg wt sea + nv, sau tp =— re tg. - nz, 
B o p 


inde n =o 1 2950007 dei N im 

Problema 5.13. Acul indicator al unui galvanometru este legat: de. o bo- 
bină, care are momentul de inerție în raport cu axa de rotaţie J =4:10- “kg: m?. 
Arcul de readucere a bobinei în poziţia inițială are constanta clastică 
k — 104 N:m- (figura 5.13). Cît de mare trebuie să fie factorul de 
amortizare, b pentru ca .pseudoperioada oscilaţiilor, de amortizare să fie egală 
cu 1,1 Te, unde T, este perioada proprie ? 


2r 


|) 


unde To aj. rezultă” valoarea factorului de amortizare : 


Soluţie. Din. expresia pseudoperioadei, T.=1,l Te = 


sta 


2w — An = 4-10- Nemes. 
VTR) ab ipigsbihe? 


“ea If, 

Problema 5.14. Asupra unui corp aflat în mişcare oscilatorie liniară 
acţionează o forţă de frecare proporţională cu viteza. Corpul efectuează zece 
oscilaţii complete într-o secundă. a) Să se determine factorul de amortizare ĝ 
şi decrementul logaritmic al mișcării, dacă în decursul a 10 secunde, ampli- 
tudinea oscilaţiilor se micşorează la 0,9:din valoarea iniţială. b) Să se deter- 
mine scăderea perioadei de oscilație, dacă dispare forța de frecare. 


Solutie. a) Legea oscilapiior corpului este de forma : 

g =A exp|—ßi] cos ol, unde i= am = 20r rad-s, 
Din condiția ca la l = 10 Spt = 0,94 rezultă : 
ngi T LL = 0,01054, 
Deeremeniy! Joguritmie wa ifia ie 


-= 0 001094. 
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f j SERET E) 
b) Pulsaţia proprie este dată. de w = ji + aa „de unde T, = 
. (d) 
2 AEN T 


ei Ce d T fiind pssftoparioada mişcării. ‘Scăderea relativă a 


perioadei va eo 


—— = l m. 
Mi ENA 
To J gi (2); 
+ o i 
Raportul $/w fiind foarte mic, după dezvoltarea în. serie a 'rádicaliläi 
se obține: 


Problema 5.15. Un punct material efectuează o mişcare oscilatorie 
amortizată, de-a lungul axei Ox. Pseudoperioada mişcării este T = 2 s, iar 
decrementul logaritmic d = 0,5. a) Să se scrie legea de mișcare, știind că la 
momentul iniţial © =0, a =0, v =v; = 1 ms. b) Să se determine curbele 
exponenţiale pe care. se află punctele extreme, precum, și cele tangente la 
diagrama mișcării. 


Soluţie. a) Legea mişcării amortizate este : 
5 e Al exei Losket t, a: 
Din datele problemei : 


Fă) aae = mirades =mi IB Epok =30 251 
T IP 


Constantele A și qo se determină din 3 nginig inițiale : 


oir 4.2 
Legea de mişcare se scrie: 
oil 
r = — Sala E sin zl. 
T 


h ; H riot] TE: į ł t25 5 1: A i PN i 
b) Diagrama mișcării este tangentă la curbele 2 = + — èxp[— 0,251] = 
i T 
fa. Pi a pr] ae p 2ks +H 1 7 $ s 
= +-0),318 exp[—0,25t], pentru. valorile Ii E pr ied Valorile extreme ale 
lui x corespund valorii lui £ date de geui gi 


2k- i T 
ol + Po = kr = ae lg haen ni (fi a e Freeze 
fai tă pat; 
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Se observă că extremele sînt situate 
pe diagramă înaintea punctelor de tan- 
genţă de același ordin k. Pentru k par 
se obțin maxime și pentru k impar, 
minime. Intervalul de timp dintre două 
maxime sau două minime succesive este 
T. Maximele şi minimele se află pe 
curbele : 


2 = E FA expl— Bi] = 40,317 expl-—0,251]. 
ap 
Problema 5.16. Se consideră sistemul din figura 5.16, format din două 
corpuri de mase m, şi ma şi un arc cu constanta elastică k. Să se determine legea 
mişcării relative dintre cele două corpuri, ştiind că în această mișcare se În- 
timpină o rezistenţă viscoasă avind coeficientul de amortizare b. 


Solutie. Notînd cu x, și x, deplasările absolute ale corpurilor, măsurate 
faţă de poziţia în care arcul este nedeformat, deplasarea relativă, egală cu 
deformația arcului, va fi: 


e ci itp - 
Ecuațiile de. mişcare ale celor două corpuri sînt: ; 
mă, + bi + kr —0, mï, — br — kt =0. 
Înmulţind acestetecuaţii cu m, şi cu m, şi scăzînd relaţiile obţinute rezultă = 
Pe | pat kr =0. 3) 
m, + m, i 
mms - 
m; + Ma 
mă btt ke=0. 
Pulsația proprie- a mişcării relative: este zena 


ze = ze, 


Ma "Ma 


Introducînd masa redusă m = E (1) devine: 


iar valoarea critică a coeticientului de amortizare se scrie : 


| kmm, 
Era | + m, 


astfel că 
bough 
bus RORE 


Mişcarea relativă este o mişcare amortizată avînd pulsația 
b 2 
W = Wy |: pa a , 


=A exp [= n aia] [i Ean t e], 
or îi or n i 


unde A şiiọ se determină din condiţiile inițiale. 


adică 
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Problema 5.17. Un sistem oscilant, cu un singur grad de libertate, ca 
cel din figura 5.17, efectuează oscilaţii amortizate. Se cunoaște masa m = 
= 2:10? kg. Prin măsurători se constată că amplitudinea oscilaţiilor scade 
la jumătate după 10 oscilaţii complete, efectuate în £ = 9 s. Să se calculeze 
decrementul logaritmic ò, coeficientul de amortizare b şi constanta elastică R. 


Soluţie. Notînd cu ze, £i, ...; £, valorile celor (n + 1) maxime succesive 
există relaţiile : 


To Tı Tana 


— Ss e 


Ti Ta Tn 
Ìnmulțind cele n rapoarte între ele rezultă : 


To 


== e? 
En 
: . To yisi EAT a 
În cazul considerat, n = 10 şi =— = 2, de ùnde è = o = 0,069. Dar, 
= Tw 
E LE de unde pie = '3,07:10-2 N:s:m-1. Din expresia perioadei, 
2m iti DES jgn = 
E a , rezultă valoarea constantei, elastice : 
|* ~ 4m? 
à DS 402: z 
an oo 


E Problema 5.18. Să se determine punctele în care deplasările sînt maxime 
şi minime pentru mişcarea armonică amortizată, descrisă de: z(b = 
„A expl—fi] sin œt. Să se stabilească în ce puncte mișcarea este neamor- 


izată. 
© Soluļie. Deplasările sînt maxime și minime pentru £=0 = Ac 6xpl— 
— Pi] cos wt — AB exp[— ft] sin ot. După împărţirea cu A exp[— Bt] cos af, 


X bține ecuaţia transcendentă i = tg at. Valorile căutate se obţin prin 


intersecţia curbelor tg ot = flot) cu w/8 = flat), ca în figura 5.18. Se observă 
„că mișcarea este neamortizată cînd B =0, adică pentru tgot=0, sau 
2n +1 


„= 


T. 


2 


Fig, 5.17 
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Problema 5.19. O particulă, cu masă egală gi 

5 g, se mişcă de-a lungul axei Ox, sub acţiunea a 

două forţe : forţa de atracţie spre originea 0, care 

este egală cu 4:1042 N (< fiind distanța instantanee 

faţă de 0) şi o forță de amortizare proporțională cu 
viteza instantanee, astfel încit pentru v=1074 ms" 

forța este egală cu 2:10-2 N. Presupunînd că par- 

Fig. 5.19 ticula pornește din repaus de la o distanță de 0,2 m 

faţă de O, se cere: a) să se serie ecuaţia de mişcare ; 

b) să se determine amplitudinea, perioada şi frecvența mişcării ; c) să se gă- 

sească decrementul logaritmic. 


Soluţie. a) În figura 5.19 sînt indicate forţele care acționează asupra 
masei P. Ecuația de mișcare este: 


dx dss 
r Aga =0. í) 
:b) Se caută o soluție de forma : 
z = explet]. (2) 
Înlocuind (2) în (1) rezultă: a = — 2 + 2i. Soluția generală a ecuaţiei (1) 


este: x = expl—21]-(A cos 2t + B sin 20. Din condiţiile iniţiale : 
2 =—0,20 /2exp[— 21]- cos 2 Z3 z) ; 


E - 1 
adică A = 0,20 /2 exp[— 2t]; T= ms, v= — Hz. 
4 T 


A i% 
c) Din condiția au caa = — 0,80 'exp[—21] sin 2t =0, rezultă că punc- 


Cl nimga 
tele de maxim şi minim se: Gia pentru ti E 37015: Raportul a două maxime 
LoD 


BIEEMHUS 


succesive este Tal cu ear, astfel că id ratan logari tmic este ò = In e?™ —2x. 


‘Problema 5.20. Să se “determine oscilaţiile forţate, în prezența frecării, 
ale unui: punct, material de masă m, sub acţiunea unei forţe exterioare f = 
= fo exp[al] cos yt. 


Soluție. Se scrie ecuația de mișcare sub formă complexă: 


2 + 20r + od = fo exp[at + iyt]. a) 
j m { 
Alegînd o integrală particulară, de forma : ; 
x = B explal + iyt], N) 
unde B = D exp[id] şi introducînd pe (2) în (1), rezultă: 
fi 
Bo m (3) 


ad at — 0 2ap + 2iy(a + 6) 


Luind complex conjugata lui (3) și înmulţind-o cu (3), în urmà extra- 
gerii radicalului rezultă ; 


D = Er A a JA E E E ; 
sim[(od + at + 208) F Ayfa e Bea 
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De asemenea, introducînd pe (2) în (1) şi separind partea reală de cea 
imaginară, se poate calcula : 


ya HP 
wg — a? + y+ 2af 
Astfel, oscilațiile forțate :vor-avea: forma : 
miloe ey t 2p) iHi nip] sios er ai 
“COS k — are tg oiei . 
[as 7] Bu ay + at 2 f 


Problema 5.21. Să se determine amplitudinea finală a oscilaţiilor unui 
sistem, sub acţiunea unei forțe exterioare, de următoarea formă: F =Q 


tg 5 =— 


Fat 
pentru t<0, F = -p Po <i TSi F= Fo pentru Î > 7. 
Soluţie. În intervalul 0 i x T, oscilaţiile au forma: 


su) 


F, 
= Rl oei o)e S (1) 
E s mTo? j A u mimi 
Pentru i > T, soluţia este de tipul: 5 
x = C, cos o(t— T) + C, sin o(f —. D) Ta sia (2) 
TUOS z 


j ` - - I F i -à EE goe Aeg 
Din ecuația de continuitate alui a și a peitu t = T calculate din 


(1) şi (2), se obține că: Ci = — - sin o; Ea a — cos, T); Am- 


o o 
sarit 
mTo3 
ii 


E. 9 mTo 
plitudinea oscilaţiei este : 


ru Dătel so 2 sys 


„Problema 5.22. Asupra masei m din figura 5.22, a acţionează forța per- 
Boa toare F(), a cărei diagramă în funcţie de timp este reprezentată în 
ta 5.22, b. Să se determine oscilațiile întreţinute ale masei im, dacă rapor- 
u! dintre pulsaţia, forţei perturbatoare şi pulsaţia proprie este fw. = 0,9. 
Se neglijează -frecările. a a e e RI 


|. 9 Da | j iiri 

T he ROS 
TITEI ini aguy- e 

| i ZU RANNIK Aie abausit 

4 piumi Ma Urii sg 

2 


fe) e d all 
ie Fig. 5.22 
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Solujie, Ecuația diferenţială de mișcare a masei m este: 
ii coN 
x A- olv = 400) ; 
m 

Abscisa 7 se măsoară din poziţia de echilibru static al masei m. Pentru a/găsi 
soluţiile întreţinute, adică soluția particulară a ecuaţiei neomogene, se dez- 
voltă F(t) în serie Fourier. Pentru calcul, se prelungește funcţia F(t) şi pen- 
tru t < 0, astfel încît F(—1) = — F(N. Funcţia F(t) fiind impară, seria Fou- 
rier va conţine numai sinusuri (de = 0, a; =0). Astfel, rămîn: 


T T 
2 [ 2 OF 
pia | F(D sinjol at = 22 [| 02 4 sin jot dt— 
T T ET 
d 0 
T T 
Dap E Tg pia: 
= L [ = Esi atu] - E] | u sin u du — 
T O HAT 
7 0 
Os 
nj . zi 8F. . 
=> | usin u du 4- zj sin'u du = ‘sin el, : 
aoo ip ja 2 2 
UZ. TE za z > 
zu zi 
Seria Fourier devine: 


sr, [. == lgs 
F = sin ol — — sin 3ol + — sin 5ot coala B 
( T? | 9 Ti S + -) > 


Ecuația de mișcare capătă forma: 


aon e ao la a T or aA a) 
= | i ma e SUE ASTE d re ea 2 
Oscilaţia forţată va fi deforma: — 7 SS 
z= ÈD Anii sinj False (2) 
j=0,1, 
Introducind (5), (2) în (4) şi identificind coeficienții se obţine că: 
8F, 1 a 1 
te a h aa aa a a ea 
al o y ju 2 | d TGEA 
i og Oe 


(3) 
Înlocuind în (3) raportul w/o =0,9, se obţine pentru j =0, 1, 2,...,A4.= 

= 5,2020, Az = 0,0177, As == 0,002087: 
Se observă că acești coeficienţi ai seriei oscilaţiei forțate descresc foarte 


repede Aad, = 0,00336), astlel că în prima aproximație se poate considera 
legea mișcării sub forma: 


i SF, sin ol 
? 


V X eree 
T 


| il 
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Problema 5.23. O forță perturba- Flwt) 
toare (ot) are următoarele valori £ 


0 
(figura 5.23): 
Fo pentru —ep<ul<g, 2n— 
Flot) = —ọ< al< 2r +o, 
[0 pentru ọ< wl<27r—ş. y O y ZE p 27 Neg ot 
a) Să se calculeze coeficienţii seriei Fig. 5.23 


Fourier, b) Să se stabilească ce devine - 


această soluţie cînd F, creşte și e scade infinit de mult, produsul Fog rămînînd 
constant, 


Solutie. a) Funcţia F(ol) fiind pară, seria Fourier nu conține termeni_în 
sinus. Deci, 


IY 


F(ot) = i d a, cos jot, unde « a = F(ot)cos jol dt = 
T- 


Jal 


| og 


P: 2n 
(0) $ 2 o E E 
= (e Har dl + Fe T cos jot J a 
E Ai RIS 
pe ; 
« o 
Pentru j = 0, ae Ze 
az lim 2 Fo sin je E 2Foo 
i>0 Jr Î>0 7% 


Seria Fourier este: 


A F(ut) = An n ein 


T T 


(sn Q cos ol + Zin 2ọ cos 2ol+ . -) z 


b) Trebuie calculată limita lui a; cînd Fy > o şi 


e — 0, tinind seama 
aptul că Fig trebuie să rămînă constant. Atunci, 


lim 2E 2Fo „sinjle _2Fog 
T j) T 


În acest caz, seria Fourier este: 


i F 2F, 
Ffwl) =E +9 ooste hae cd 20 + cos Sal +...) 
T T 


Problema 5,24, Să se găsească oscilaţiile stabile ale unui oscilator asupra 


căruia acționează o lorţă periodică, de forma: a) R) = (= = meu unde ns 


SEmi In tnd ua număr întreg (ligura 5.24;0) 3, b) F= (ia 
— expl—A())F, unde L = l na nains alt ma (n + 1) (fig. 5.24, b). 


12 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 
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Fig. 5.24 


. a è a 

Soluļie. a) În intervalul de timp 0 < £ < 7, oscilațiile au forma: z(f) = 
F t ; | Si ; 
= —— = B sinot + C cos ot (1). Oscilaţiile vor fi stabile dacă z(7)= 

MA T 
= 2(0) şi vlr) = z(0). Aceste condiţii conduc la sistemul de ecuaţii: eaf 
; E - mo? 

+ B sin or + C(cos wt —-1) =0, B(cos ot — 1)— C sinor =0 (2), din 
care se determină constântele B şi C. Astfel, pentru 0 < t < 7, rezultă: 


- 1 
sin|ol——wT 
E t | DA 


il 
2 sin —wT 


á 


Dacă t se află în intervalul nt < t < (n + 1)r, unde n este un intreg, 
trebuie să înlocuim pe t-diñ membrul ‘drept al ecuaţiei (2) prin ! =f— nt 
(O< <7). Cînd œr este de un număr întreg de 27, al doilea termen din (2) 
devine foarte mare şi sîntem în cazul rezonanţei. Cînd or =2xl (l întreg), 
oscilaţiile nu sînt stabile, sistemul (1) nefiind consistent. Într-adevăr, dacă 


co 
SEHA ma s ; ESI pl E arii 
se scrie forța -sub» forma. unei - serii! Founier, s; E) =— F = ) —sin—, 
£ 3-2 : Tl T 
I=1 
se observă că fiecare termen armonic din forţa „care; acţionează poate pro- 
duce o rezonanţă. Cînd T = 2rl/o, pentru un! suficient de. mare, 


at 
TAS sitari sin ol. 
2rmol 
DEZ Ai Im di + i - : expil-— Bir A exp iat); A= 
0) mo m(B + iw) 
P FOD per 
= — ETRE E irato ie cînd Os ts t, în timp ce'pentru nrs 


m(fB + io) 1 — exp[—ior] 
<í s (n + 1)r trebuie să înlocuim în membrul drept pe t prin t =t — nt. 


4 
Problema; 5.25. Un corp de masă m este legat prin intermediul unui 
arc, ew constanta elastică! k) de peretele” A (ligura 5.25; 0). La t==0, peretele 
are viteza inițială u. Să se serie soluţia ecuaţiei de mişcare a sistemului ȘI 
să se găsească dependenţa de limp a lorţei. La t =0, areul este nedetormat 
și corpul de masă m'este în repaus, To l 


X 
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Solulie, Ecuația de mişcare a corpului de masă m fiind — k(x, — a) 
= ma iar cea a peretelui 2 = ut, ecuaţia de mișcare a sistemului se scrie : 
~ ERR A : SI TO 
Dak osti = ogul, unde of = —. Soluția generală a ecuaţiei este: z = 

m 
= G, sin wt- Ca cos ol. Dependenţa de timp a forţei fiind liniară, soluţia 
particulară va avea forma : v, = At + B, unde A şi B se determină din con- 
diţiile iniţiale: A =u; B =0. Soluţia completă a ecuaţiei este: z(f) = 
=G, sin oul + G, cos ool-+-ul. Din condiţiile inițiale rezultă pentru constan- 
3 a s u 7 E 
tele -C, şi C.-valorile is Cas=0) și Cr = EN Deci buie sin ot), 
O o 
care este reprezentată grafic în figura 5. 25, b. Forţa elastică 2 are. aapna = = 
Sală edu Ta) ee ai ms Sia l i 
(o ă 

Problema 5.26. O bilă de masă m, atîrnată de un resort. cu masa negli- 
jabilă, poate efectua oscilaţii verticale cu un decrement logaritmic de amor- 
tizare ò. Frecvența proprie a oscilaţiilor este o. Sub acţiunea unei forțe 
exlerioare verticale, F = F, cos wt, bila efectuează oscilaţii armonice sta- 
ţionare. Să se determine : a), puterea. medie <P> corespunzătoare forței F 

în decursul unei perioade; b) frecvenţa. wa forţei F pentru care <P> este 
maxim ; care este valoarea lui <P> mar ? 


T 
Soluţie. a) Puterea medie este dată de <P> = 7 Fv di, unde 
da | — Fi cos(wl-t e) 


D=— = 


dl BI a Sata 3 


Alunei, 
| ALR 
Io i aa 
< Po ia) atita d EU sin(ot-b p) cos otdi = 
PIETA o) ia n PAN 
0 


Fiw?ò 
Smar m o’) tpai ya 


deoarece 


e fr Ca / 
ne Soi aia! - / 
i j 
b) Din condiția ca SPE 0, rezultă că: 
O 
r$ 


W = şi AE 25 , 
o$ > maz As 
Problema 5.27. Sub acţiunea unei forțe exterioare verticale F =F, cos ot 
un corp atirnat de un resort efectuează oscilaţii forţate staționare, descrise 
de x = A cos(ul — q). a) Să se determine lucrul mecanic al forței F în de- 
cursul unei perioade. b) Să se arate că acest lucru mecanic este consumat 
pentru- învingerea forţei de frecare. 


Solutie. a) Lucrul mecanic al forţei F este: 
T T 
L= f Far =|— Fo cos otsin (ot — e) dl= F Ar sin e. 
0 d 


b) Din ecuaţia “de mişcare ma + F,+ mor = Fo cos ot rezultă că 
forţa. de frecare este: F, = Focosot-+ m(o* — w2)A cos (ot — 9). Lucrul 
T. 


mecanic al forței de frecare va îi: L, = J F idr = FoAr sine. 
ò 


Problema 5.28. O bilă de masă m = 50,0 g este legată de un resort fără 
masă a cărui- constantă elastică este k = 20,0 N:m-1. Bila efectuează oscilații 
staționare, cu amplitudinea A = 1,3 cm, sub acțiunea unei forțe perturba- 
toare verticale, care variază armonic cu frecvența o, = 25,0 rad-s7. Depla- 
sările bilei sînt întîrziate cu 37/4 faţă de forța perturbatoare. Să se determine : 
a) decrementul logaritmic de amortizare ; b) lucrul mecanic al. forţei perturba- 
toare în decursul unei perioades nn a 

Soluļie. a)şÎn cazul unor oscilaţii staţionare, soluţia este : 

a: Focos (wt + p) 
m0 oF 40o 
unde 
Don (a) 
2 
LD) 


Din (1), 


20, 


Decrementul logaritmic este: d =T = 1,13. 
b) Lucrul mecanic al forţei perturbatoare este: 


PEENISE T, ; 
L= f Fdz =f —ToA w, cos ol sin (ot + 9) dt = mâtr (03 — od = 6 mJ, 


unde 


r i i 
m V (o= oA LAS oi 
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Problema 5.29. Un sistem, alcătuit dintr-o masă şi un resort, se mişcă 

într-un lichid viscos, sub acţiunea unei forțe F cos ol. Frecvența w este 

egală cu frecvenţa proprie ws. Se cunose condiţiile iniţiale : la t= 0, t= t= 0. 

E Să se scrie soluția ecuației de mişcare în funcţie de raportul r = | şi de 
p factorul de amortizare B = 3/6. 


Soluţie, Ecuația de mişcare este : 2 + 2Bă + or = F sin ot. Aceasta are 
o soluţie de forma: x = t, + £p, unde z, = X sin (ot — Po). Se verifică 


3 uşor că 
-$ F 250 
AN 2< = OO, = AT t — > 
k Jei 0) ds e APNE 


astfel încît 
z = C exp [—ò!] cos (Vog — 321 —0) + X sin (ot — o), 


unde 
ape ec eee e 
Introducînd raportul frecvențelor; = și factorul de -amortizare 


, -Oo 
g Sh soluţia (3) se serie: 
URR TESEN ESIH FIE AID F sin (ot — 9) Leze 

= a g == [apa LES 1 
z = C exp [—(Booot) cos (V1 — Bot — 0)] + a TAF A -0 
ande S e ena F 
2Br 
12 


9 = are tg 


Pentru r =1, e = x/2. Diterenţiind (1) în funcţie de timp şi” folo- 
sind condiţiile iniţiale rezultă : i 


Et C cos 0 — aia. ip 
2 : =: 2B Wo: - E 
Col —B cos 6 + VI = PE sin 0] =0, 
de unde se obţine : 

B 
VIB 
FR. 
C= oeann d) 

2Broo Al — B? 


Soluţia generală este : 


0 = arctg 


F 


z= E a r E j= 
Pra a aea A ee eta) 

po Podat ap DEE e e dai 
wi 2Bwo oE ra 


Problema 5.30. O masă m este legată de un perete cu o cuplă cu coefici- 
entul de frecare b şi două arcuri (figura 5.30). Să se scrie ecuația de mișcare 
a sistemului, dacă masa m este supusă acţiunii unei forțe ‘sinusoidale f = 
= E sin ol, Se neglijează frecarea între masă și suport, 


Soluţie. Dacă masa este deplasată cu q, resorturile se vor afla sub acţiunea 
unor forțe egale, kit, = kato, unde z, și Xa reprezintă deplasările celor două 
arcuri, astfel încît tit ta = v, iar Ruta = (2 — 2) = kata. "Deci, Za = 


RX : Ko F Fog y 
= şi mn = —, Introducind constanta elastică echivalentă k, 
ki + ka ki + Ka 
kik kk 2 
se poate serie: hex = ha, = ia code său k= B Ecuația de miş- 
ki + ka kı ka 


care va îi: mt + bz + kæ = F sin ol. 


Problema 5.31. Se consideră un sistem ca cel din figura 5.31. Forța 
f = F cos œt acționează asupra masei m,. Să se determine soluțiile ecuaţiei 
mişcării staționare și să se discute rezultatele (m, = m, = m). 


Solulie. Ecuațiile de mişcare sînt: mi, + kx, + k(xı — 22) = F cos øl, 


mas + kx, + k(x, — xı) = 0. Căutind soluţii de forma zq, = Á, cos wÉ şi 
Tə = Å, cos ol, ecuaţiile devin: — mò” -+-2k) A, — Ask = F (1), — kA, + 


+ (— mo? + 2k)A=0 (2). Din (1) şi (2) rezultă: A, = e — ze) Á+ şi 


k a z 3 
A: e unde A este determinantul coeficienţilor sistemului format din 


d) şi 2: 


N — mo? + 2k —k 
E: — ma? + 2k 
Deci soluțiile mişcării staționare sînt : 
ij aiie k ET HE STT = Di -5 
t = aie ii TNTS ot; Ta Sa pl 


Observaţii. a) Dacă œ este egală cu frecvența proprie a sistemului, A=0 şi A, și Aa 
cresc nelimitat. Acesta este cazul rezonanţei. 


b) Amplitudinea lui x, nu se poate anula, dar cea a lui v, se anulează pentru 
— mo? + 2k = 0. Aceasta înseamnă că. oscilațiile masei perturbate pot îi eliminate. 


Problema 5.32. Se consideră două puncte P, şi Pa, avînd aceeaşi masă m, 
care se pot mișca de-a lungul axei Ox. Punctul P, este legat de punctul 
OOP = x), ial: punctul P, de 0O,(OaPa = ta). Forțele care acţionează 
asupra punctelor P, şi P, e, pâralele cu axa Oa şi derivă din potenţialele : 


U(x) => ka și U(a2) = af Asupra lui P, mai acționează o forţă 


Fine? 


Fig, 5.30 R Fig. 3.31 
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Fa = Ka, paralelă cu Ox, iar asupra lui P, o forţă F, = Ka, de asemenea 
paralelă cu Oz(K + 0). Să se scrie ecuaţiile de mişcare ale sistemului kn 
variabilele X = t, + ta şi Y = x; — t, și să se determine frecvențele de-osci- 
laţie ale lui X şi Y. Calculele se vor efectua pentru valorile: k = 55 N-m-, 
K = 45 Nm? şim = 102 kẹ. 


Soluție, Forţa care acţionează în cîmpul de potenţial U(x) asupră lui P; 


este: 


fi =) Ult) = u kr: 
(dr, 
Asupra lui P, va acționa forța : 
f = EACAN Hkr: 
dT, ` 
Ecuația de mişcare a lui P, este: i 
dry 
„Kra kr = m spin 
A Vai Ap E ei doze Su 
şi a lui P.:3 i aia Haiti Ins mIa 
$ d? D 
îi 02 a Kr kry m Za Glope 
; fă ast irati g 
Introducînd, variabilele 2 X sa ara a: şiġ Ya tai Da adunînd ecua- 
ţiile, membru cu membru, se obține : sjós- (i y-islinoaia la alune hida 
2 
(E DX a Z 
| Edi 
şi scăzîndu-le, membru cu membru, rezultă: 
day 
—(K +Y =m - d 
(K+ DY = m Te 
Ecuația de evoluţie în timp a lui X va RSE 2 ŞI 
AX LKR Ed 
E d 
di? DE n m Sfi Î SEI ) ` 


de unde rezultă frecvenţa oscilaţiilor : 


O) y aizi TK = 31,4 saN 


Ecuația” de evoluţie în timp a lui! Veste n! iLL 
3 edi f mi) w x 
dida bet K ydys” P | 
ü mM N a] 


de unde rezultă frecvența oscilaţiilor lui Y: 


Qy = [EIET igap k 


Se observă că dacă K=k, wo 0, iar wp=107 5%, 
Aceasta este valoarea maximă a lui wy. 


Problema 5.33. Să se scrie oscilaţiile normale 
pentru pendulul plan dublu din figura 5.33, Se 
vor considera oscilațiile mici în jurul poziţiei de 
echilibru, iar firul este inextensibil şi de greutate 
neglijabilă. 


Soluţie. Gradele de libertate sînt definite prin 0 
şi e. Vitezele particulelor vor fi egale cu: 
v = Jos vi + vw, = Id şi v = Jou vi, + Dă, = I(6+9), 
Energia potențială va fi: 
U = U, + U, = — mgl cos 0 — mgl (cos 0 + cos e). 


Funcţia lui Lagrange va fi: 


Fig. 5.33 


L = Z mëi? + = m2(6 + 9)2++2mgl cos 0 -+ mgl cos e. 
Ecuațiile lui Lagrange, în cazul micilor oscilaţii, sînt (sin 0 = 0, sin ọ = ọ): 
2 + 204 a otia La =0 (1). 


Căutînd soluții de forma 0 = A, explici] şi e = A, exp[iat], determi- 
nantul secular al sistemului (1) este: 


To E2 2 
į l 2; 
Ia ia? 2 PEREAT EN -T 


Si -f 


cu soluțiile (frecvențele normale) : 


a, = re fă); op - resp 2+ VA. 


Dacă sistemul oscilează cu una din aceste frecvențe normale, prima 
din ecuaţiile (1) se scrie: 


e 2% + 21] = og. 


Înlocuind pe oa și wp în ecuaţia (2), rezultă relaţiile dintre © şi e 
pentru modurile normale: 20 = (w =) (moduri simetrice), 20 = 
= —9 (© =o,) (moduri antisimetrice). Coordonatele normale vor fi: 


da =p + V30, q= p — V20 


Funcția lui Lagrange devine: 


2 = Ee NVZ D aT- D. 
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Problema 5.34. Se consi- 
deră un cristal unidimensional, 
format din două tipuri de 
atomi, aflați la distanța a şi 
avînd masele m şi respectiv, M 
(figura 5.34, a). Notind cu u, 
deplasarea atomului al n-lea 
față de poziţia sa de echilibru 
şi considerind că între atomii 
al n-lea şi al (n+ 1)-lea există 
forţa F = B(Unų}ı — Un), unde 
B este constanta de forţă dintre 
vecinii cei mai apropiaţi, se 
cere: a) să se scrie ecuaţiile 
de mişcare pentru. atomii al 
2n-lea şi al (2n+1)-lea ; b) să = b 
se găsească relaţia dintre œ şi az Fig. 5.34 
k, căutînd soluții de forma 
Usa = Å, exp i(ot E 2nka), Usn+ı = Åz exp „i ot + n+ 1)ka] ; c) să se calcu- 
leze valoarea. lui-« în cazul cristalului de NaCl, dacă ka 1, cunoscînd valoarea 
lui 6 = 1,5 N-m-. 


Soluţie. a) „Eeuaşiile de mişcare pentru atomii al 2n-lea şi al (2n + 1)-lea 
sînt: 


d u A a > Cy 25 T Ana - 
m = = Buns + dana - SE = 2am) | (1) 

şi se Dă 
Ma = Bline i PA = 2duzn): SGE GY (2) 


| b) Înlocuind soluţiile (a) şi (b) în ecuaţiile (1) și (2) rezultă : 

| —o?mA, = Aslexp (ika) + exp (—ika)] — 284, =o? MA, = Ailexp(ika) + 
| exp (CR) —2BAao 

Sistemul admite soluţii nenule, dacă 


26 — mo? —2B cos ka 
—2ß cos ka. 28 — Mo? 


2 e elfi Pae +) aT. 


c) Dacă, ka & 1,02 = 20 [ae i) şi o2 = 0, Pentru NaCl, e =10* rad/s. 
m | 


de unde 


Dacă se reprezintă grafic dependenţa lui œ de k, se obţin două curbe 
(fig. 5.34, b), Ramura optică corespunde oscilaţiilor atomilor aflaţi în opo- 
ziție de fază şi ramura acustică, oscilaţiilor în fază. 
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Problema 5.35. Se consideră două pendule 
simple identice (lig. 5.35), fiecare avînd o lun- 
gime l şi o masă m. Pendulele sînt legate printr-un 
resort de masă neglijabilă, netensionat cînd pen- 
dulele sînt la echilibru (1, = t, = 0). a) Să se 
determine pulsaţiile proprii ale sistemului. b) Să 
se scrie soluţiile ecuaţiilor de mișcare, dacă la 
1 DR URSI, 10) 

Soluţie. a) Ecuațiile de mișcare pentru cele 
două pendule sînt: 


Pim — Ea O i (1) 


mi, =— ka). (2) 


Se consideră soluţii „de forma : | zi 
ugy = GC, cosot sp D-sin ei Dar az cos! ot SEI Ds'sin a cl. 
Introducînd aceste soluții i în SU) şi (2) rezultă : = 
£ mgD,sin ot 
—mCw? cos wt — mD,o? sin ot = mgc, a = A == 


+ kC, cos ot + kD, sin ol — RE cos wi — kD, sin of, 


Ca tz mgD. sin ot 
— mC, w° cos ot — mD% sin i =a } 2 COSIAIR i gD.» si hi 


— kCacosiol :7 AD, sinele KC cos ot Ar kDu sin ol. 


Aceste egalităţi sînt, adevărate dacă: 


— mCio2 E -Wa EC KGA (3) 
> mg9D, 
Za mDio T rE -- RDa = kD,, (4) 
respectiv 3 
> meon = m KG, + KCu, (5) 
=> mDeo? m am nDe. kD, -+ kD.. i (6) 
A Pentru{ca sistemul format din ecuaţiile (3) și (5) să fie compatibil, tre- 
uie ca: 
(T mo’ + => Ti -F :) = k, 
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Această ecuaţie are soluţiile : 


Cele două valori ale lui œ reprezintă frecvența unghiulară cea mai 
înaltă o, respectiv cea mai joasă y: 


Aceleaşi valori ale frecvenţelor se obţin tolosind Şi ecuaţiile (4) și (6), în 
D, şi Di. Substiiiiad œ? în (3) şi (4), se obţin: 


(EA = —C, Şi De FT —D,. 
înlocuind o? în aceleaşi ecuaţii, se obţine că: 
C, iesi Dı =D. pn 


Soluția generală a ecuațiilor (1) și (2) se poate s scrie Sup fornia : 


E AE O E ai A co A mari. ; SĂ) 
Za = — Å, cos ol — A, sin wst + Aş cos wt + A sin ot. -= (8) 

b) Din enunţ reta că la i= 0: 
i ea E E 10 des nasi (9) 


Utilizînd (7) şi (8) şi ţinînd seama de (9), rezultă că : 
A Ag —, Ap S'A =0.) 


Deci, ecuaţiile de mişcare. (7) și 7 sînt: 


a Sro | OBizteatle ii pe la nak 
2 2 

a Foca sia EEA ai 
HRD A 2 


Problema 5.36. Să se determine frecvențele de oscilație ale unui sistem 
cu două grade de libertate, descris de funcţia lui Lagrange 


1 
== Ta + 3) — Să (aa bu) ar, : 


= 


(două sisleme liniare identice, avind frecvența proprie wo, legate printr-o inter- 
acțiune dată de funcţia de potenţial ay), 
Soluţie, Folosind ecuaţiile, Lagrange rezultă : 
ho =ay, (1) 
DT a az. e, (2) 


Considerind soluţii de forma 
x = A exp [iot], y = B exp [i ol], 
din (1) şi (2) se obțin ecuaţiile: 
Alo? — w) =«B, B(w — w’) = 4A. 
Pentru a obține soluții nebanale pentrulo, este 


necesar ca (aj — w’) = g, adică of = 03 — a, o% = 
= -æ 


Problema 5.37. Trei mase egale, legate prin 

resorturi identice, se pot mișca de-a lungul unui 

Fig. 5.37 cerc. Punctul A este fix (fig. 5. 37). Să se găsească 

oscilaţiile proprii ale sistemului, să se deducă coor- 

donatele normale şi să se- ipare elg lui E în funcție de aceste 
coordonate. : sa 


m 


Soluţie. Notind cu x; =, 2, 3) E nani, masei i de- a lungul cercului, 
funcția Le e a sistemului se scrie : 


Sel = mt fe za Na i- T diyata EE Ta 


Ecuațiile de mişcare sint: r a O] 


0 


ma, + ki, — ta) =0, mia + kOza — ta — 21) —0, 


med korey juo ie 40), 10 ră 00 SiE (1) 


Considerind soluţii, de- forma _z, == A cos (wt + ọ), ecuaţiile (1) con- 


duc la: X 
(—mo? + 2k)A, — kA, = a JERAI E (S mod 2k) — kAs = 0, 
„= kAst (mo? + 243 =0. (2) 


Sistemul de ecuaţii (2) are o soluţie nebanală, dacă determinantul coefi- 
cienților este nul, adică: 


oa = 077 VJ iat. (3) 


Datorită condiţiei” de anulare a determinantului, două din ecuaţiile (2) 
vor fi independente. Înlocuind valorile lui œ? (s=1, 2, 3) din (3) în (2), se 
obţin relaţiile dintre amplitudinile A, Aa şi As: 


1 
Ay TAi A= A, pentru u= 0] 
Ai = ~Á; = B, A =0, pentruo =; 


A s — tu A= C, pentru e = 03: (4) 
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Astfel, oscilaţiile proprii ale sistemului vor fi: 
tı = A cos (cul + qi) +- B cos (wl -A pa) + C cos (walt o); 
ta = 2A cos (wil + pı) — 2C cog (wgl -F ep); ta = A cos (wl + 


+ 1) — B cos (wl -+ pa) -+ C cos (wyl -+ ga). (5) 


Constantele A, B, C, Qi, Qa, Qa se determină din condițiile iniţiale. Osei- 
laţiile proprii (5) descriu complet mișcarea. Coordonatele normale, 


1 =- ] 
VER Eai 8 Vta F; Xa), da fata =i) 
reduc funcţia lui Lagrange la ò sumă de pătrate: 
mi oni t qi oiga 43 — ot), 
iar ecuaţiile de mişcare devin! unidimensionale 5 


atu =o icla 3 
a 0 LA) BE 


suta 02 Ub 


f PA SI pe PE T 
a g PRIDEJ Hi i 


Această metodă “este” similară “cu cea din“ cazul mișcării a două corpuri 
în interacțiune, problema respectivă fiind redusă la problema mișcării cen- 
trului de masă șia mișcării unei particule, cu masa redusă, în cîmpul de 
forţe dat. d<> Ea e ERE E sa i 


Problema 5.38. Să se găsească oscilaţiile proprii a trei particule identice, 
„legate prin resorturi identice şi care se mișcă de-a lungul unui cerc. Să se 
„scrie coordonatele normale care reduc funcţia lui Lagrange la o sumă de 
pătrate (figura 5.38). Dee inec 2 ed, 


© Soluļie. Se notează cu 2, deplasarea masei i de-a lungul cercului. Funcţia 
lui Lagrange a sistemului se scrie: 


y7 i HUS RYT BIY O- eA la s5i iD th 
| Cele trei mase se pot roti cu viteza unghiulară constantă: 


vi =t dge el'ho a ehia 2647 kit) 


TE 


Cind masele A şi B se deplasează una spre cealaltă, oscilaţiile au am- 
plitudini egale, 


t) ; 
Ty m — Y, = gal = Cg COS (Qab Ca), t0, Oh 
1 i T Coal F ora Xa is 
E E | (3) 
m 
$i au aceeași frecvență ca și oscilaţiile din cazul în 
care masele B și C se mișcă una spre cealaltă; 


Ti = — T -i = Cp COS (Wgl = Co) i Da = 0, Og Oa 


(4) Fig. 5.38 


Introducind vectorul deplasare F = (z,, £2, £3), se pot scrie cele trei os- 
cilaţii (2), (3) şi (4) ca trei vectori: 


s EEN ) i 1 ( 1 g | 0 
Ti = | 1 | fi o =— —1 |" la =— 1 | q3- 
z V 3 | 1 A : Ja 1) y A 2 (i ) ʻ 
: SEEE A Ii: A 7 
Iactorii masiasi introduși pentru ca vectorii F; să fie normaţi prin con- 


diţia : (Fitr) = agg Coordonatele normale trebuie să diagonalizeze simultan 
două expresii pătratice — energia cinetică şi energia potenţială. Energia 
cinetică fiind proporţională cu suma pătratelor vitezelor, ca în expresia (1), 
transformarea din x; în coordonate normale, care nu-i schimbă forma, trebuie 
să fie o transformare ortogonală, iar vectorii oscilaţiilor normale trebuie să 
fie mutual ortogonali. Vectorii 7; sint independenţi, dar nu mutual ortogo- 
nali: (Fi-a) = (Fits) =0, dar (7-75) 4.0. Pentru a obţine coordonatele 
normale trebuie ortogonalizaţi vectorii 7, şi 73. Se observă că superpoziţia 
oscilaţiilor æa + 673 este tot o oscilație, cu frecvența œ= oz. Oscilaţiile 
x ă Š 1 1 | Se 2 
Ri =T, R; =S R, = al; + Bs e 1 |-qz, unde eo a e 
care se obțin din condiția ca (R-R.) = 0 şi din condiţia ca R, să fie normat, 
sînt oscilaţiile normale. Coordonatele q; obţinute din ecuaţiile: - 
zi pi SS; pag T : meleg pa q 
EI Je J2 2 JTTA 2 /3 1 Jo 2" 1/6 3s 
- i lțgti 2 Ar 


EEE TA aE 


Tz = 


reduc pe (1) la forma: 
r ES 1 £ -` nrs sag > i 
pi z aai T q T — og — o343): 


Desigur, orice. coordonate 92 şi q3, obţinute din qə şi qs printr-o transfor- 
mare ortogonală, sînt coordonate normale şi, corespunzător, orice vectori R 
şi I&, obţinuţi din R, şi R, printr-o simplă rotație în jurul lui R,. sînt vectori 
ai oscilaţiilor normale. i i 


Problema 5.39. Considerind un sistem format din lrei mase, mu, Ma 
şi mz legate prin patru resorturi, ca în fig. 5.39 şi presupunind că : (a) masele 
se află pe un plan orizontal neted, (b) mişcarea fiecărei mase este „mică? şi 


g Fig. 5.39 
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este conlinată pe o linie perpendiculară pe AB, (c) masele se află în poziţiile 
lor de echilibru, de-a lungul lui AB, cînd resorturile sint netensionate, să se 
calculeze energia potenţială a sistemului și forțele care acţionează asupra 
celor trei mase. 


Solutie. Energia potenţială a primului resort este: 
1 2 
li Ey khl Fy s) = SEN lu Ta a || ar z) . 
T 1 
Pentru ya Š Su 
Ro i 1 kyi 
U zh a Dl ap poa = 44, 
1 1 AP | 2 se 8 să 8 sa 
În acelaşi mod, Sepia potengeiti a salw de- al doilea ESE va ii egală cu: 


r = 4 
r 0s saki (Ja ) ah 
8 sa 


k energiai poi cina i a întregului: E SES 5 


§ spe ii? alu ro „isi i 


eg i Jan, 


5 Sa > ia 


nui LEE i 
= „858 ra SSi 


IEEE 


Fortele, care acţionează aspra. maselor, „vor ti: die 


G tisa 55 EFS 


F, = 2U _ kag: kagi Se a Sia 
bcr a E TE IE ERIE EEE 3) 
OY, ; 2s2 2s2 
F. DU kayi — ya)? hola — y)? 
2 == [os aaa = a D 
Yz D 2s2 Por 


Problema 5.40. Să se determine oscilațiile propii “ale sistemului din 
figura 5.40, dacă asupra fiecărei particule acţionează o forță de frecare care 
este proporţională cu viteza sa. 


Soluţie. Ecuațiile de mișcare ale sistemului sînt: 
mī, + ke, + kuta — za) -Hari = 0, Mra -H kta- kilas — a) tata =0. (1) 


Ecuațiile (1) devin ecuaţii pentru coordonatele normale; dacă se folosesc 
substituțiile ; 


se cl 1 
Ty = (M Fa) Ri Ta = (q = N) T 


Fig, 5,40 A1 A 


Aceste ecuaţii sint: 


q ot H 2q =0, ga + cota F Aqa =0, 


unde 
k k- 2k æ 
me 000 m EL N md, 
m m m 


Dacă « < Oua, tezultă că: 


Tia = exp [—A]-a cos (pl + e.) + b cos (Yat + e), 
unde 


MEL = Voi, — X. 


Ecuația caracteristică a sistemului nu mai este bipătrată, datorită 
prezenței frecării, dar are patru grade de libertate şi aceasta complică găsirea 
oscilaţiilor proprii. 


Problema 5.41. Se consideră un sistem format din doi oscilatori- ar- 
monici identici, cuplaţi. Două particule cu masa m sînt legate prin două 
resorturi fără greutate și cu constanta elastică k, iar între ele printr-un resort 
fără greutate, avind constanta elastică k’ (figura 5.41,a). Să se găsească coordo- 
natele normale ale sistemului. Mişcarea are loc după o singură direcţie. 


Soluţie. Sistemul se mişcă de-a lungul axei Ox. Se aleg drept coordonate 
generalizate deplasările z, şi x, ale particulelor față de poziţiile lor de echilibru. 
Energia cinetică a sistemului este : 


| Ro 
T = — mz? + — ma, 
iar cea potențială, =~ 


toxa 
4 


eo magie ap It E MR e e ai 
U = kr? S= kat — a 2 =— kat, 
2 i F 2., (x WEER o 3 


Funcţia lui Lagrange va fi: 
la a 17263 1 ledn ASN 
L = mai + za in ei FES = zik (t= a — i krg. 


Ecuațiile lui Lagrange sînt: 
k K 


erii baso i e E ayak d) 0. (0) 
m m m 


Á’ 


= 


Fig. 5.41 
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Considerind soluţii de forma: 
vss A, cos wl, Tı = Á; cos osl 


şi înlucuindu-le în ecuațiile (1), rezultă relațiile : 


kA k 2 k é; H 
R o) A= iA; = 0; AST eee = 0. 
m m m 


Ecuația seculară se scrie : 


kA k E 25 k 
m m 
7 ZA 0, 
le! RAR 5 
=== SATF 
m m 
adică: 
ese] REVON AEIR pa At 
E etil aa pere ot o 
m m m m, 
care are soluţiile: | E] 
; k JEDE 
ol =— şi o e le ; 
A HSR NSFs m 


Frecvențele wa $i ©, se numesc frecvențele normale ale sistemului- 
Există deci două soluții posibile pentru sistem : 


Tı = A, COS Gal, Za = As COS Oal şi ti = B, COS ol, ta = B, COS apt. (3) 


Amplitudinile A, As, B, şi B, nu sînt independente. Dacă se înlocuiese 
> valorile lui œ în ecuaţiile (2) rezultă : a) pentru o = os A, = A; b) pentru 
= Op, Bı = —Ba. Atunci soluţiile (3) devin: az, = A cosicial e Apa = 
A cos wal, Zi = B Cos-ogl, ta = —B cos o pl. 

S-au obţinut modurile normale de oscilație, caracterizate prin faptul că 
te coordonatele oscilează cu aceeași frecvenţă. În cazul considerat, osci- 
ţia cu frecvența oœ, are loc în așa fel încît xı = za. Acesta este modul simetrie. 
Oscilaţia cu frecvenţa œ, are loc în așa fel încît zi = —ze şi poartă numele 


de mod anlisimelric. În figurile 5.410, c sînt reprezentate cele donă moduri 
de oscilație. i 


S 


; Modul simerrie (x, xz) = Medu aatsimetrie (x, aX} == 
N b O 


Fig, 5.41 
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| 
(a = Ta (ăi SEUD) (p = —= (t — ta), 


funcția Lagrange devine: 


1 sii 1 "o 1 1 rr 
„= = mq + a — ga Siani KEOS 


unde k” = k J- 2X". Ecuatiile Lagrange se scriu: 
Mla = — kqa mg = — k'qy. 
S-au obținut ecuaţii independente, ale căror soluţii sînt: 


da = A cos (wal F oa), qo = B cos (oul + 9p). 


Problema 5.42, Să se 


găsească cocrd-nal l+ n“ rmal: <l? sistemului ear: 
are funcția lui Lagrange: 


2 


1 ee z 
LE E O 02) azy. 


< 


Solulie. Transformarea în coordonate normale este pentru acest sistem 
o rotaţie în planul xOy (figura 5.42, d) (aces 0). sin 9, y= Q, sin o + 
+ Q: cos o. 


Fig. 5.42 


Energia cinetică nu-și modifică forma în urma rotației, în timp ce coefi- 


cientul lui Q,Q, din energia potenţială, care este egal cu — (2 — 


2 
— 0?) sin 2p —a cos 29, poale fi făcut nul dacă se determină para- 
metrul o din condiţia: ctg 2 ọ zii wt). Modul în care depinde g 
o 
de w, este arătat în figura 5.42, b. Regiunea în care ọ variază de la 0 la 27 
are o lărgime de ordinul lui &/w. Dacă cuplajul este slab, 4 &|ot— 02|, 
oscilaţiile normale fiind localizate, adică, o, = oz, ọ > 0şiz = Qu iary = Q 
în timp ce pentru wi > Os pa 7/2 şi a = =: y&Q. Cînd o = oz 
oscilaţiile normale nu mai sînt normale, iar e = 7/4, 
0, — Q: Qı tQ: 
OS NU 
V2 


$ 1 = Py 
Frecvențele normale, 02, = Zi [oit 2 ENO 42) + 402], se află în 


afara frecvențelor œ, și oz, adică 0, < o, și 02 < ©, (dacă, de exemplu, 
Oa < &ə). Pentru un sistem cu mai multe grade de libertate, această relație 
poartă numele de teorema lui Rayleigh. În figura 5.42, c se arată cum depinde 
O, > de ou. 


Problema 5.43. Se consideră micile oscilaţii ale unei bare, suspendate 
cu ajutorul unor fire, ca în figura 5.43, a. Să se găsească modurile de oscilație 
ale sistemului. 


Soluţie. În cazul micilor oscilații, cînd sin 0, = 0,, sin 0a = 0s, sin 03 = ĝa» 
expresia energiei cinetice este : 


3 1 A A ; a 
loma E zi [(m; + ma + ma)r202 + mar202 + mar202 + 2marurs0,0 +— 
E + 2mrır3010;], 


unde 6,, 0, şi 0; sînt deplasările unghiulare ale maselor M, Me şi Mz- 
"Energia polenţială exactă este : 


Uezact = M, gr (1 — cos 01) + maglru (1 — cos 0.) + ra — cos 03) + 
-+ Maglr(L — cos 0.) -+ rs(1 — cos 03)]. 


; 1 
Înlocuind 1 — cos 0, ~ i 0? ete, se obţine: 


p] 


1 
lyy = y m + Mg -4 magr OÌ -+ 


+ Magra03 A- magra]. 


Seriind luneţia lui Lagrange, ecuațiile de 
mişcare și căutînd soluţii de forma: 0, = 
= As cos (ol +- p), se obţine un sistem de 
trei ecuaţii în As, 


Fig. 5.43 


Sistemul are soluţii nebanale, dacă determinantul coeficienţilor lui A; 
esle nul, adică 


(ma + ma + m) (rio? — ra Mafia? Mara? 
Malo? Malala — g) 0 =0 
Myr rs? 0 Mara(r30? — 9) 


sau, înlocuind valorile numerice: 
ot — 451o + 37,616w2 — 784,327 =0, 
care are soluţiile: 


oi = 18,71; 


Soluţiile generale devin: 
9, = 2,78:c, cos: (18,711 + g1) = 0;88ca cos (8;21[F 0) F 
—- 2,7bca tos-(5,72t 4-03) ; 
9, = — 454c cos (18,716 + g1) — 5,70ca cos (8216 o) + 
+ 2,30c, cos (5,72: + 03); 
9, = —2436, cos (871 L+ q) + 2,34c, cos (821i F p) F 
+4, 16c; cos (5,721 + 03). 

Constantele c1, Ce, Ca, eu, Ga Qa se determină din condiţiile iniţiale. Dacă 
este excilat doar modul w,, masele me şi ms oscilează în fază şi în dezacord 
de fază cu m,. Amplitudinile relative (deplasările unghiulare maxime relative) 
sint : 2,78; 4,54; 2,43 pentru mu, Ma, respectiv. ms. În figurile 5.43, b sînt ară- 
tate cele trei moduri de oscilație şi amplitudinile lor relative. 

Problema 5.44, Să se scrie soluţiile ecuaţiilor de mişcare pentru sistemul 


din figura 5.44 (molecula de bioxid de carbon). Sistemul se poate deplasa 
de-a lungul unei drepte. Lungimea fiecărui resort netensionat este egală cu l. 


Fig. 5.43 
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Solutie. Presupunînd mișcarea de-a 
lungul axei Oz, energia cinetică a 
sistemului se scrie :: 


1 . ; 
T = aa mat} + m33), 
iar energia potențială este: 


Ü= = Ara 2 — l)? + (rs za —l)?]. 


Introducînd coordonatele generalizate: 
. qi = Filo 

Jam Nas 
qa = Ta — los: 


se obțin expresiile : 


1 ; AEE. 
T =y (migi + m:q3 + m43) 


a5 i K[ (de DA qe Sr (a. = d]. 


Se observă că în noile coordonate (i, d» Şi da,.expresiile lui: D şi U sînt sume 
de pătrate. Deci, q,, q2 Şi q, reprezintă coordonatele normale ale sistemului. 
Ecuațiile de mişcare (ec ale Lagrange) ale sistemului se scriu :f 


mq + kye — q) = 0, 
maga — K(2qa — qı — 43) = 0; mi — ks 5 4) =0. Œ) 
legind soluții de tipul: 
Qq = A cos(ol -F o); 
e = Bos (ol +9); 
qa = C cos (ol + ọ), 
ve vaţiile (1) devin: 
mo^ + k(B — A) =0, 
mo’ B — k(2B =A= G) = 0, 
mo Cm kC m BRO EN ut (2) 


Sistemul de ecuaţii (2) are soluții nebanale, “dacă deteiminantul cdatici- 
enților A, B și C este nul: 


mo? — k PE OS T R RE k ETEA 4 Q 
k mo? = 2k k  =0, 
k 


adică : 


(mu? — k) [(meo? — 2k) (mo? — k) — 12] — (mo? — k) m, 
Ecuația (3) are soluţiile : 


(OF <; 


ia + 2m,) 
03 = 0 
MMs 
Soluţia generală a ecuațiilor (1) devine: 
qı = Cada COS (oul + Q1) + Cadiz cos (œt F Q2) + Czdiz cos (at + 93), 


q> = Cada COS (oul F 0.) F C2dz2 COS (st + Q2) + Cada Cos (wst + 93), 


unde : 


= Mai — 2k k eA ak - |- =: 
E k moc k| 0 moè—k 
pa îi k è mog 2k| arii Doa k Os shiek ah Ë 
ENET 0 k > Ca k PREN ; | 
d __|mos — k 0 Sa m, — k e: 
E: 0 moz — k 0 k m: 
d = k 0 = k2 = dzz = mia zs k S —E 3 
| mai —0k R k k | 
ara mos — k k -Amri anih K? şi atunci 
k m:%3 — 2k m 


qı = —c,k? cos (ot + Q1) — cak? cos (wat + P) + csk? cos (wst + 93); 


Mı a 
da = Cal? cos (wl F Q2) + 2c — Kè cos (wsl + ps); 
Ma 


E am ka ji 
da = cul? cos (ol F qi) — cal cos (osl H Pa) H ca i kt cos (oat + pa), 


a 
Problema 5,45, Să se calculeze perioada oscilaţiilor libere ale vau poaa 
simplu, în cazul în care unghiul făcut de firul pendulului, cu verticala ta s 


prafața Pămîntului depăşeşte 7° (0 > 7°). La t =0, 0 =0,iarlat = TI, 
0 == 95, 


Soluţie. În acest caz, ecuaţia de mişcare a pendulului simplu este : 
d*0 


Pan o? sin =0 (1) 
€ 
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(3) 


unde 


poy 


w0 __ 


9 


Á 


Multiplicìind ecuaţia (1) cu 


09 
ATL integrind în raport cu variabila í 
i 


SU 
di 


rezultă : 


’ 


== 249 cos 0 -H A, (2) 
e pregătirea tă d0 ; 
A fiind o constantă dèe integrare. La 0 = 0o, Fa = 0, deci: 
A = —2o8 cos Oo. (3) 
Ţinînd-seama de (3), relaţia (2) devine: 
aut, = o2(cos 6 — cos 0.)]:7, 
di 
sau, după integrare : 
dô 
Qol = CP E N S 
2(cos 0 — cos 0,)!/? 
Deoarece la t = T/4, 0 = 0a se obţine: 
Top 3 i 
g — = 1/2 ~ (4) 
4 2| sin? Wwa sin? 193 | 
2 2 
0 


o) Ora: 
Exprimînd pe 9 ca o fracțiune din 0, prin sin 7 = sin,- sin 0, unde 


eA 


i T: 
—1 <sin < 1, rezultă: 1 Re a dð a ce PD dọ şi EEE o 
2 2 TP 2a To 
z 
A 
d pa p 
E TA unde T, = — este perioada pendulului simplu. 
i [ + sin? — sin o] 2o ; 
2 Esi 
p0 
Integrînd pe (4) se obţine: 
r me lig at do 3} To 
T =T, ( Aan sin Taul za Sil ah F 
b 
sau, aproximativ, 
a A perii di 
Ta nfi priye sint 3) 
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Problema 5.46. Se consideră că e 
cireuit oscilant are forma : 


cuația oscilaţiilor parametrice ale unui 


da 

+ wî(lz =0, 1 
T (0) (1) 
o(0) fiind o funcţie periodică cu perioada T}. Să se stabilească forma generală 
a soluțiilor acestei ecuaţii. 

Soluţie. În cazul în care otd) = o(t+ Tp), dacă x(t) este o soluţie parti- 
culară a ecuaţiei (1), corespunzind la o amplitudine z, şi la o acceleraţie a, 
la momentul ¿, atunci la momentul t + Tp, amplitudinea va fi kz şi accele- 
rajia kao, K fiind oarecare, pozitiv sau negativ. Deci, kx(t) va fi o soluţie par- 
liculară a ecuaţiei parametrice (1) şi la fiecare perioadă T, se va regăsi miş- 
carea perioadei precedente, multiplicată cu k. Rezultă că soluția particulară 
este de forma: 

z() = k/7»P(b), (2) 
unde P(t) = P(t + Tp). Considerîndu-se pentru ecuația (1) două soluții inde- 


pendente, de forma (2), zu([) = RTP, (0) şi T, (0 =k} T>» P,(i), rezultă : 


= a =0 (3a) 
ŞI a 
a X a 0). (3b) 


Pentru a elimina pe w, se multiplică (3a) cu t, şi (3b) cu z,, iar rezultatele 
„obţinute se scad: 


dz d?r, 
T2 = 25 =0, 


di, de 
sau 


i Pr zbat n fa d?r, di di) 0 

Ta = | a = — E = 
dł? di di dë? di d 

Astfel, se ajunge la integrala primă : 


dz, dra = constant. (4) 


x —: 
SW ; : dl, 
Debar e Aipa F Ta, amplituditile z(t) şi vitezele z(D) siat multiplicate 
cu k, primii termeni din ecuaţia (4) rămîn constanţi dacă 
kiki = 1. i ; (5) 


in (5 tă două cazuri posibile ; à i re 
a ee a sînt reali. Atunci, unul din ci este mai mare “e alea ee EN 
creşte exponențial situind sistemul într-un echilibru instabil în c 

ilaţiile parametrice ; s : N 5 
AARNE a rit corplaeyi, Ecuația (1) fiind o ecuaţie cu utim egali: 
este gi relația ; ka = li, Ținind seama de (5), rezultă: Ik = | ip 
Deci în acest caz, variaţia parametrică a lui &(t) creează doar ua 
în raport cu soluţiile obişnuite, fără a produce amplificare. 
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Problema 5.47. În ecuaţia oscilaţiilor parametrice, 


dea 


T: -otr = 0, (1) 
se consideră că 
wo?) = obl + e cos ogl) (2) 


TE > = g ; calea ir 
(figura 5.47, a). Să se găsească soluția aproximativă a ecuaţiei (1). 3 


Soluție. Se observă că pentru w?([) dat de (2), ecuaţia oscilaţiilor para- 
metrice devine o ecuaţie Mathieu, care are soluţii pentru anumite valuri 
ale lui e și &p. Admițind 


wll) = 02 = owo t Q, 


pentru 
yata = 
Op 
și 
ol) = 02 = 02— Q’, 
pentru 
E 0, 
p 


soluțiile ecuaţiilor 


2 
-O 


şi 
d?r 
A. E GR Q3 = (0) 
a t loj 99) 
vor fi: | 
zı = G sin out + Ca cos cul, 
respectiv zi: 


za = Ca sin oval F Ca cos Qil.. 


Fig. 547. 
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La l =0 trebuie ca 


E 1(0) = 2,(0) 
0) = z,(0 
adică pis 240) 
Ce z 
ʻi 4 (5) 
OC, = OCz. (4) 
Pe de altă parte, SPUS inea şi MeeR se regăsesc multiplicate cu k 
atunci cînd se trece de la — — la + —. Deci, 
Op Op 
ce sin Ei IG costita = Gisin ea + KC, cos Fe: (5) 
Op Op Op z Op 
şi 
ERON T i 
— Ca sin F C, cos Za: = kC; Sin Zor + kC, cos Te: (6) 
Op Op Op Op 
Relațiile (3)— (6) sînt compatibile pentru- ) 
k — 2Ak +1 =0, (7) 
unde ai a i 
2 2 
Aee o Ei Ass EaR Aois in eh si 2 (8) 
Op Op 2a e Op 


În cazul în care A? — 1 > 0, cele două rădăcini ale lui (7) sint reale şi 
există amplificare. Dacă A > 1, k = A + VÆ 1I >l. Deci, după fie 
care ciclu œp, elongația mişcării este multiplicată cu k şi păstrează acelaşi 
sens : există! astfel 1, 2, 3, ... cicluri Q pentru un ciclu wp. Dacă A <—l, 
k = —|A|— JAE = 1. În acest caz, după un ciclu wp, elongația şi viteza 
au crescut, dar sînt inversate: există, ca atare, un număr impar de semi- 
sinusoide. În figura 5.47,b sînt reprezentate aceste rezultate, drept coordo- 
nate fiind alese pătratul raportului dintre pulsaţia sistemului şi cea a modu- 
laţiei şi pătratul gradului de profunzime a modulaţiei, adică relaţia (8) ex- 
primată cu ajutorul mărimilor : 


și 


precum și pe 


E D 


Í 


rezultă curbele pline corespunzătoare lui A 
punzătoare lui A l. Astfel, regiunile haşurate, cuprinse 
două tipuri de curbe, corespund zonelor de stabilitate ale sistemului, 


| şi curbele punctate cores- 
între cele 


Observaţie. În cazul arborelui unui condensator vibrant, (02/62 este mic şi constant. 
Singura variabilă este œp care depinde de frecvența de rotaţie a arborelui sau care este 
frecvența de vibraţie a condensatorului. Punctele caracteristice sint aliniate pe dreapta OM. 
de pantă mică și zonele de instabilitate sint inguste. 

În cazul unui motor de ceas electric, deplasările rotorului de-a lungul axei de rotaţie w 
sînt anulate de un cimp magnetic de inducţie B, care acționează ca un resort, dar al cărui 
efect se anulează de 100 de ori pe secundă. Deci, gradul de modulație este egal cu 1, frec- 
vența este constantă și sistemul se deplasează după dreapta OP, care determină vibraţiile 
după axă cu pulsaţia co. Există zone largi de instabilitate, care dau naștere la vibrații 
zgomotoase. 


Problema 5.48. Să se stabilească relaţiile lui Manley și Rowe pentru 
amplificatoarele parametrice. Să se explice funcţionarea unui amplificator 
parametric ca amplificator cu „rezistență negativă“ și ca amplificator con- 
vertizor de frecvenţă. 


Solutie. Se consideră cazul unei capacităţi C, alimentată de două surse 
diferite, cu pulsaţiile œ, şi a. Termenii armonici care apar sint de forma : 
Mo, + Roz. Aceştia se pot utiliza separat, în circuite protejate prin filtre 
convenabile (figura 5.48, a). La bornele condensatorului, sarcina electrică 
va «fi : 


q(t) = > Sa (nm = D S Qam expli(mo, + no]. (1) 


Cazurile m =0 şi n =0 corespund celor două circuite excitatoare. Ten- 
siunea electrică la bornele condensatorului va fi: 


VO 5 O Vam expli(moa + nos]. (2) 
m=—c n=—c 
Deoarece q(t) şi V(t) sînt reale, rezultă: 


05 = Qom,-a 
și 


Va VE an: 


Filtru 
&z 


O 


9 
Fig. 5.48 
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Astfel, 


lmn 
Nimo mac ms% N= 0 


TRN TUNE ril y ; 
Şi din (1), cu ajutorul relaţiei Z E expresia curentului electric va fi: 
( 


L(t) = Da 5 i(mo, H noa) mnn expli(mo, + noi] = 


Niso tico 


m 


mn D D Imn expli(mo, + nod]. (3) 


m=—0 ns 


Considerind 1 = J expli lwt- O], pentru o; singură frecvenţă, se ştie că: 
D = iR} 
sau 
i 2D. =RLI*: di iv 
R Bind aice reală a unei impedanţe Z, “există: relația: SRAZ PZ. Ca 
atare rezultă: 42 =Z F Zr = (DP + (ZII. Ținind seama de 


legea lui Ohm, V = ZI, se obţine: 42 = VI* Ver, Astfel, puterile D ma 
cheltuite de fiecare componentă, cu pulsaţia mo, SF nwa se scriu : 


4 PD mn a Vand an SIE Vanl mn’ (4) 


Coeficienții dezvoltării Foùrier'ai lui V din au) sint aagi RI 


A | VO expi— i(mos + noade) Aosty (5) 
O 0 


ui 


variabilele fiind ol şi coat. Din (3) şi (5) Ei s 


2r 2r 
E EA | | —inortno)em V expl—i(mos-nes)) aob dto 
4 2 
PEENED 
Ținînd seama de (1): 
RONG 
—iMQ nn expl— i(mo, + no)i] = gi. (6) i 
; (05. w 
Astfel, | 
2 an 
ma Valia = gar | | VO asa Tin date = t 
Mmo, + noa dr? Jy Sa 


l : 
a f VCO) dgn Aloh. 


Sumind cei doi membri după cei doi indici, remarcind că se pot permuta 


operaţiile f şi AR şi  diterenţiind ambii membri ai dezvoltării Fourier a 
lui Q(0), rezultă : 


= MV mul MV mu mn [i 7 
2 enee ama razi dos | VO dO dlos) 0) 
0 0 


V(D) şi q(t) Dind periodice în w,, rezultă: 


li V(0 dq(D) d(%,t) = 0. (8) 


Deci, ţinind seama de (7) şi (8) se obţine: 


œo 


my alle 5 0, 
MOLT NOs 
j M=—00 n=—co 
sau 
co 
mV ae MV mnlmn ig mMM an ma = 
> MOIT NOs > 7 no~s amont Nes E AE 
ha m=—2æ Nn=—co 4 A 
í În al doilea termen, sumarea făcîndu-se de la — œo la +00, se ie 


schimba semnul în fața lui n. În, final, ţinîndu-se seama Pag (3), rezultă : 


 M(V ma lmn t Vanl ma) 


MO, FNO 
M=—00 N=—90 


Cu ajutorul lui (4) se obţine prima relaţie Manley şi Rowe: 


MPa 0, (9) 


Mo, + Na 
m=—oœ N=—00 3 


Derivînd pe (6) în raport cu (at) rezultă a doua relaţie Manley şi Rowe : 


Dau w 


m==—0 n=— 


Considerind dispozitivul: 
din figura 5.48, b, relaţiile (9) 
și (10) se scriu: 


Pı + Pu 1e Di = 
Dv otop 1— Op 
(11) 
z și i 


Po Pi Sedii, Pi -1 = 


Op OI + Op Opt . 
(12) Fig. 5.48 
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a) Pentru a funcţiona ca amplificator 
zi £ cu „rezistență negativă“, montajul furni- 


ci Zează energie la aceeași pulsáție (ca 
z ; semnalul de amplificat și în același circuit. 
FAZEI ? Atunci, condensatorul C furnizează mai 


multă energie decit primeşte la o Şi D< 0. 


Fig. 5.49 Din (11) rezultă: 
EA (Die se Du (13) 
ON Op —®O;, p +0 
Combinind pe (12) cu (13), se obţine: 
Au a 
O Op 


şi P, nu depinde decit de energia de pompaj. 

b) Pentru a funcționa ca amplificator convertizor de frecvență, este 
posibil să se aranjeze lucrurile astfel ca să fie debitată energie la una din 
frecvențele : Op + ®©. Circuitul de ieşire- este uşor izolat de cel de intrare. 
Pentru w, + o, sistemul este cu bandă laterală superioară și pentru 


Op — %1, Sistemul este cu bandă laterală inferioară. 
Problema 5.49. Frecvența unui oscilator armonic o(l) variază conform 
figurii 5.49. Să se găsească regiunea în care oscilaţia este instabilă. 
Soluţie. Se consideră : x — exp[io,(], pentru 0 < t < *şi z= a exp[iw l] + 
+ b expl—icst], pentru z < t < 27, unde a şi b se determină din condi- 
țile de continuitate pentru z şi ala l = z:a(7—0) = x(t + 0), z(t — 0) = 
=a(7 + 0). Astfel, se obţine : 


iezi a O o], 
20 

b = SS eypio + os). (1) 
2w 


Pentru 27 < t < 37, 
z=a explicat] + 8 exp[—io,l], 


unde i; 
TOO: ZI) ps 
æ = exp[—ioT] | cos ost + i = sin o 3 ; 
0102 
A - wi— o? 
B =i sin oT exp[3iw: t] ——— 
01002 


Dacă oscilaţiile au forma: 

A explio,!] + B exp[—iol] 
pentru 0 < t < 7, după o perioadă de 27, (2) se poale scrie cu ajutorul 
lui (1) sub forma: 

A(z expliw:l] + 6 exp[—io:t]) + B(a* exp[—iot] + 8* expl—io.t]) = | 
= («A + B*B)exp[iwl] + (BA + aë B)exp[— iot]. (3) 


(2) 
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A 
h 


G, TT SI 


Se, observă că soluția (2) își păstrează forma du 
excepţia unui factor de multiplicare. Rezultă c 
lui (2), sub forma: 


(«A + B* B)exp[io,t] + (BA + a B)exp[—io;t] = 
= p(Aexplio,t ] + Bexp[—io,l’]), 


0 pă o perioadă 27, cu 
ă (3) se poate scrie, cu ajutorul 


unde l =t— 27, 
CA A B*B =u exp[—2ic,7]A ; 
BA + a*B = exp[2io,7]B. 
Pentru ca A și B să fie diferiți de zero, este necesar ca: 
(a — p exp [—2icoa7])(a — p expl2icuz]) — BBE =0, 
de unde rezultă că : 


ha YERI, 
unde 


o+ o? 


y = Re(« exp[2ioT]) = cos © T*COsS waT — = sin WT SİN ar. 
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Dacă y < 1, |w, 2] =1 şi oscilaţiile z,, rămîn mărginite. În cazul în 
care y >l, m > 1 şi amplitudinea oscilaţiilor crește nemărginit. Acesta 
este cazul rezonanței paramagnetice. Se verifică uşor că dacă diferența dintre 
frecvenţe este: mică, |o, — oz] < Or condiţia de rezonanță este, îndeplinită 
dacă 
(01 — w) 
Oak Oe 
Problema 5.50. Se consideră un oscilator armonic, a cărui ecuaţie de 
mişcare, în condiţiile rezonanţei parametrice, este : 


z+ 22 + 031 + h cos 2otz + Br? =0, ay 


(0, + 02) — 27n < 


unde h < 1; 

lo — o| < oo 

şi ; ; 
B1/27 <% (o. 


a) Să se determine amplitudinea şi faza unei oscilaţii stabile. b) Să se'deter- 
mine amplitudinea armonicei a treia, în cazul oscilaţiei stabile. ʻi 


Solutie. a) Se consideră soluţia ecuaţiei (1) sub forma r E TS 
z = A expliot] + A* -exp[—iot]; im (2) 


presupunînd că termenii care conțin exp[+iot] sînt suficient „de „mici 
pentru a putea fi neglijaţi. Introducînd pe (2) în (1) şi identificind coeficienţii 
exponenţialelor rezultă : aa 


l hota + (02 — 03 — 2i0ă — 3BIAN)A* =0; 
2 


1 hota" + (o? — ob + dia — 9644 =0: ` (3) 
2 r dea at 
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4 £ 


Pentru ca 4 să aib 


å valori nenule. trebuie ca 
ji 


/ 

rA 
— ho 
3 S ie ; 3 
> o — 09 — Zid — 38A | 

A] 0 

pac) Ea i 381412 SE 
© 09 T 200 — SBIA] — ho? A 
2 


de unde rezultă: 


: kes A 2 
AJ? = 33 o — oL E h oi) — (oz. 


În figura 5.50 este re ă i [AJ 
5.50 es prezentată dependenţa lui JA |? de cs? (pentru 6 > 0) 
Faza se determină din ecuaţiile (3) : Z a de 


4A 


A 
sin 20 = Im = — 
AF hoo 


deoarece 
1 
zi = = exp[ie). 


b) Cînd se ţine seama de armonica a treja, © are expresia : 
"2 = A explici] F A* epl iot] + B exp[3ict] + B* exp[—3icol]. (4 


Se presupune că |B| <A (ceea ce va [i confirmat de rezultat), Înlocuind pe 


(4) în (1) rezultă că: 
1 BA? 
pacake cae eA: dart (5) 
| 16 TA e 
Din (5) se observă că 
IB] < IA], 


aşa cum s-a presupus. Se observă că armoniccle de ordin par sint propor 
tionale cu produse ale lui A cu diferite puteii ale lui h (=h4, RA, ...), 
fiind astfel neglijabile. 


Problema 5.51. Două pendule simple identice, de lungime l şi masă m, 
se pot deplasa într-un plan vertical în jurul a două axe paralele, aflate în 
acelaşi plan orizontal (figura 5.51). Masele sînt legate printr-un resort elastic, 
de greutate neglijabilă, în care tensiunea este nulă cînd pendulele se află 


în poziţie verticală. Se vor considera mişcările cu amplitudine mică, aproxi W 
AP 
A 
Z 


{á 
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mind deplasările pendulelor prin componentele lor orizontale, x; și x,, iz 
resortul aflat sub acțiunea uncsi forțe elastice, proporționale. sa Tetea 
deplasărilor. a) Să se serie ecuaţiile de mișcare pentru deplasările ȘI da zid 
pendulelor. b) Să se găsească oscilaţiile proprii ale sistemului Și să se calcu- 
i leze perioadele acestor oscilaţii, cunoscînd valorile determinate experimental 
| =1 m, m =5-10* kg, k/g —2,5 kg/m, g = 9,8 m /s?, 
Răspuns. a) Ecuațiile de mişcare sînt: 


dz, mg 
i IN E ka T); 
| dt? EE e 
4 d’r, m 
; Ce k 
| d 
N b) Dacă z, = t, (mişcările sînt în fază), 


T' = 2m4 =2 s; 
g 
iar dacă 7, = —z2 (mişcările sînt în opoziție de fază), 


TE = 0,99 s. 


Aa 27 
js 25 
l m 


Problema 5.52. Un punct material se deplasează de-a lungul axei Ox, 


T 


conform legii z = a sin? (o! z5, Să se calculeze: a) amplitudinea şi pe- 


rioada oscilaţiei ; să se traseze graficul z(!) ; b) viteza z a punetului material 
în funcţie de z; să se reprezinte grafic această funcție. 


a T i “a z. 
Ră: 3 x = —| 1 — cos | 2ot — 5 =— şi T=—; 
spuns. a) z | i! a = şi =: 


b) T? —4o2r(a — 1). 


Q S~ 
N 
N 


Fig. 5.52 
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> Problema 5.53. Amplitudinile oscilaţiilor armonice forțate sînt egale 
între ele, pentru frecvențele w, = 400 rad/s și we = 600 rad/s. Să se calcu- 
leze frecvența pentru care amplitudinea este maximă. 


Răspuns. / 


ps ag 
o = a = 510 rad/s. 


yA 


2 


„Problema 5.54. Se consideră sistemul din figura 5.54. Constanta elastică 
echivalentă este k. Să se scrie ecuația de mișcare a sistemului, notînd 


ED ES 403 


Răspuns. 

m,m .. 
aa pt: 
mı + mM mı JF Ma 

Problema 5.55. Se consideră ecuaţia Mathieu: 
z+ 020 =0, 
unde 


w(t) = ol + h cos(2o + €)l], h <& 1, e LTO. 
Să se stabilească intervalul în care are loc rezonanţa parametrică. 


ho hos 
Da aN 


Răspuns. — 


Problema 5.56. Să se determine limitele domeniului de instabilitate 
pentru o rezonanță parametrică în vecinătatea lui © = œ, ştiind că 


o?(t) = 031 + h cos yt), (h < 1). 


J P [= 1 
Răspuns. — —_h2o0 <e gho. 
j DA RE "24 


Problema 5.57. Un obiect cilindric, de densitate p., se deplasează- într-un 
lichid cu densitatea p;, conform figurii 5.57. Să se scrie ecuaţia de mişcare a 
cilindrului şi să se determine frecvența proprie de oscilație, cînd cilindrul 
este apăsat cu o forță exterioară și apoi este lăsat liber. 


z EI 
Răspuns. z + EE C (ses) 


2pe Pe 


Volumul adițional 
| | cufyndat în lichid 
—— i 
Fozitie perturbata 


Fig. 5.54 ič Fig. 5.57 
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ta 


Fig. 5.60 


Problema 5.58. Un punct material execută simultan două oscilaţii pa- 
ralele, descrise de ecuaţiile : 


Tı = cosul, 
Ta = a cos 2ul. 
Să se calculeze viteza maximă a punctului material. 
Răspuns. Vaaz = 2,7300 ; vV = 4% Vsin? ot + 4 sin? 2%t. 


Problema 5.59. Oscilaţia rezultată prin superpoziția a două oscilații ar- 
monice, cu aceeași amplitudine, este dată de ecuația : x = a cos 2,11 cos 50,04, 
unde t se măsoară in secunde. Să se determine frecvenţa oscilaţiilor componente 
și perioada bătăilor oscilaţiei rezultante. 


Răspuns. œ, = 47,9 rad/s; œ = 52,1 rad/s; t = 155s. 


Problema 5.60. Să se scrie ecuaţia traiectoriei unui punct material, a 
cărui mișcare este definită de ecuaţiile: a) z = a sin ot, y =a sin2ul; 
b) z =a sin ol, y = a cos2ut. : 


Problema 5.61. Un corp cu suprafață mare execută oscilaţii armonice: 
orizontale, cu amplitudinea a = 10 cm. Să se determine coeficientul de fre- 
care dintre corp şi suprafața orizontală, ştiind că acest corp poate aluneca. 
pe plan și perioada sa de oscilație este mai mică decit T = 1,0 s. 


9T? 


Problema 5.62. ouă oscilații amortizate sînt caracterizate prin urmă- 
toarele valori ale perioadei T, coeficientului de amortizare 5 și decrementului 
logaritmic d : 


| T (s) | è (s~) d 
prima oscilație | 104 | 10 1053 
a doua oscilație | 1022 | 10 10— 


Să se arate care din cele două oscilaţii se amortizează mai rapid. 
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rÁ 


Răspuns. În timp, se amortizează mai repede prima oscilație. Dap, dacă 
se raportează fiecare oscilație la timpul său natural, perioada T, atunci a 
doua oscilație se amorlizează într-un număr de perioade mai mic./ 


Problema 5.63. Un corp de masă m = 0,50 kg, aflat într-un plan ori- 
zontal, este legat, printr-un resort orizontal nedeformat, de un perete. Coefi- 
cientul de elasticitate al resortului este k = 2,45 N/cm, iar masa sa neglija- 
bilă. Coeficientul. de frecare dintre corp și plan este u = 0,10. Corpul este 
deplasat în aşa fel încît resortul se alungeşte cu ta = 3, 0 cm. Să se determine : 
a) perioada de oscilație a corpului ; b) numărul de oscilaţii efectuate de corp 
înainte de a se opri. 


Răspuns. 


a) [07285553 


Problema 5.64. O particulă, legată cu un resort, este îndepărtată la 
distanţa a = 10'cm faţă de poziţia de echilibru şi apoi este lăsată liberă. 
Să's6 calculeze distanța parcursă în decursul oscilaţiilor pînă la oprire, dacă: 
decrementul este 5 = 0,020. 


a[l + exp(—3/2)] 
1 — exp(— 5/2) 


Răspuns. s = = Pintea 


Viseu ? z i e, Lù nurori 
“Problema 5.65.. Un pendul simplu oscilează intr-un mediu în care: de- 
crementul lcgaritmice este 3, = 1,50. a) Să se calculeze decrementul logarit- 
mic doi aoteana d, nica rezistența, mediulhi crește, de n = 22:00 ori. ab) De 


bile oscilație ? 
Răspuns. 
2 nès 


i 41 n) 


Problema 5.66. Să se calculeze perioada de oscilație a unui pendul 
clastic care, sub acțiunea propriei greutăţi, se alungeşte cu 2 m. Masa pen- 
dulului este m = 50 g, iar constanta de timp (timpul după. care amplitu- 
dinea scade de e ori) este + = 5's. 


= 4,3: 


ardir 


Ş 
Răspuns. -I = 2r o = 0,28 s. 
pitja "| g — 2Al fara 
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Problema 5.67. În sistemul din figura 5.67 
capătul din dreapta al resortului k, este supus 
unei oscilaţii armonice x= X, cos wt. Să se 
scrie soluţia ecuaţiei de mişcare a masei m. 


RX, 
= cos ot. 


Răspuns: r =- ai 
kı + k, — mo 


6. UNDE MECANICE 


Breviar 


În problemele tratate la oscilaţii mecanice au fost expuse fenomene fi- 
zice în care deplasările (amplitudinile oscilaţiilor) erau funcţii de o singură 
variabilă, timpul. Oscilaţiile produse de un punct material sau de un corp 
oarecare, care se află într-un mediu elastic, se transmit particulelor mediului 
aflate în contact cu punctul, respectiv cu corpul care oscilează. Aceasta con- 
stituie excitaţia locală (perturbaţia) a mediului. Mediul fiind elastic, datorită 
interacțiunii dintre „particulele“ mediului, această perturbare nu rămîne 
localizată în regiunea din jurul sursei de excitație. Astfel, particulele mediu- 
lui din jurul sursei de excitație puse în mișcare antrenează particulele înve- 
cinate, care la rindul lor antrenează alte particule ş.a.m.d. În acest mod, 
se formează unde mecanice, în particular, unde elastice, care iau alternativ 
forma unei comprimări sau a unei expansiuni. Acest fenomen de propagare 
a perturbaţiilor este bine cunoscut din experienţele de fizică. De asemenea, 
se constată experimental că exeitaţia locală (perturbarea) a unui mediu nu 
este detectată instantaneu în poziţiile care se află la. distanţă faţă de regiu- 
nea de‘ excitare ; este necesar un interval de timp pentru caio perturbaţie să 
se propâge de la sursa ei la alte poziții în spaţiu. Undele mecanice apar dato- 
rită unei mişcări forțate a porțiunii unui mediu deformabil. Elementele me- 
diului fiind deformate, perturbaţia este transmisă de la un punct la următorul, 
adică, unda mecanică progresează prin mediu. 

O consecinţă a mişcării care trece de la o particulă la alta este că energia 
poate. îi transmisă la distanţe considerabile prin propagarea undei. Trans- 
portul de energie de către undele mecanice are. loc, deci, prin mișcările par- 
ticulelor în jurul unei poziţii de echilibru. Se remarcă faptul că mişcarea 
întregului volum al mediului (cum este,. de exemplu, turbulenţa unui fluid) 
nu este mişcare a undei. CE pia zf A AA 

Din punct, de vedere fizic, pentru transmiterea mișcării. (propagarea) 
undei: mecanice,  deformabilitatea și inerția mediului sînt proprietăţi esen- 
ţiale, xE E ) 
Fenomenele de propagare a undelor mecanice‘sint descrise de funcţia s, 
care depinde atit de timp, cît şi de o variabilă (sau mai multe) spaţială x. 
Studiile efectuate, în diferite cazuri, conduc la ecuaţii cu derivate parțiale, 

ESEJS 2*s 
C? at 8x? > 
viteze şi depinde de caracteristicile mediului. Ecuația (1) are a soluție de 
forma: s = f(x — Ct) + (x + Ct) (2), f şi e fiind arbitrare, în sensul că 
nu sînt date de ecuația (1), dar sînt determinate de condiţiile la limită, la 
fel ca şi constantele de integrare ale unsi ecuaţii diferenţiale. Integrala 


(1), în care constanta C are. dimensiunea unei 


de forma : 
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generală (2) reprezintă suprapunerea 
a două perturbații; Propagarea 
perturbaţiei reprezentate prin f(r— 


| 

sa — CD sau olx -+ CI) este o" undă 

PA; i” specială (figura 6.01) prin aceea că 
Fig. 6.01 forma perturbaţiei este nealterată, 


în timp ce ea se propagă prin 

mediu. Pentru unde mecanice, funcția de undă f(z— CW) reprezintă, 
în general, o deplasare, o viteză a particulei sau o componentă a tensiunii 
elastice în mediu, Argumentul v — CI, respectiv, x -+ Ct, reprezintă faza 
funcţiei de undă. Regiunea mediului elastic care se găsește în stare de osci- 
laţie, fiind sediul unor unde mecanice, se numește cîmp mecanic, 

Locul geometric al punctelor din mediu care sint la un moment dat în 
fază poartă numele de front al undei, ; 

Funcția de undă s poate fi o mărime scalară, vectorială sau tensorială. 
De exemplu, dacă s = A, atunci (1) ia forma: 


1 DĂ DĂ ; 
E Arie are 3) 
(CE Ole ox? 
unde - î asa ete id 
4 == Aziz aF Ayăy JF Ade. (4) 


Dacă sursa undei este punctuală, fronturile undei sint suprafeţe sferice, 
cu centrul într-un punct care coincide cu sursa. Acestea sînt undele sferice. 
La distanţe mari în raport cu sursa care a produs undele sferice, fronturile 
lor de undă pot fi asimilate cu unde plane. Dacă la un moment dat, mărimea A 
are aceeași fază în orice punct al unui plan paralel cu planul yOz, acest plan 
se numeşte plan echifază sau plan al undei şi ecuaţia (3) descrie propagarea 
de unde plane în direcţia Oz, normală la planul undei. 

În general, Az, Ay şi A. sînt oarecari și mărimea A are o poziţie oarecare 
în raport cu planul undei. În natură există două cazuri particulare foarte 
frecvente : l ; } 

1°. Ay =A, =0; A, #0 (în sensul propagării). Atunci se spune că 
avem o perturbație longitudinală. Acesta este cazul, de exemplu, al undei 
acustice ; 

2. Az =0 (în sensul propagării); Ay 40 şi A. 0, sau Ay £0 şi 
A, =0. Se spune, în acest caz, că este vorba de o perlurbație transversală. 
Dacă A/A; = constant (adică, în regim sinusoidal, cele două componente 
sînt în fază), direcția lui A în planul undei este constantă şi perturbaţia (unda) 
este polarizată rectiliniu. În cazul în care Ay/A, 4 constant, extremita- 
tea lui A descrie o curbă mai mult sau mai puţin complicată, anume: 

— o eclipsă (polarizare eliptică), dacă frecvențele lui Ay şi A. sînt ace- 
leași (această elipsă poate degenera într-un cero pentru Ay = A, şi pentre 


A T s 
un defazaj al fazelor acestora de n unde n =0, 1,2, ...): 

— curbele Lissajous, dacă cele două frecvențe ale mărimilor 4, şi Az 
sînt rapoarte de numere întregi ; 


— curbe oarecari, dacă raportul frecvențelor mărimilor Ay şi A, nu este 
un raport de numere întregi, 
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A 


Funcția de undă f este determinat 
de forma oscilaţiei sursei în punctul a 
se poate considera: 


| = a exp [E ( — =) (5) 


unde a este o constantă reală, iar w este fre 
pagării după o direcţie oarecare 


ă, În cea mai mare 


t parte a cazurilor 
= 0, Dacă Perturbați i 


a este sinusoidală, 


cvenţa undei, sau în cazul pro- 


P = üst yy + zi, f=a expli(ot— kF), (6) 
| 


k fiind vectorul de undă. Există două tipuri importante de propagare : 
propagare liberă și propagare într-un mediu dispersiv. 

În cazul propagării libere, cînd mediul este infinit, unda ọ este nulă şi 
| unda plană f este soluţia care reprezintă propagarea către t > +o,s =f = 
| = F(x) expliot] (7), unde F(x) = a expl—ikaz]. Dacă z = L, la distanța L 

unda f este reflectată total și conservarea energiei cere ca modulul lui e să 


fie egal cu cel al lui f, adică a. Faza lui e poate diferi cu o valoare oarecare 
de cea a lui f, adică ` 


s = F(x) expliot] = a caii eion leso]=i(o2+ aj 


s e 


adică, apare un regim staționar. 


În cazul în care există o reflexie şi în punctul v = 0, se impune o con- 
diție de existență pentru funcția F(x). Acest regim staționar, confinat între 
două reflexii totale, poartă numele de regim rezonant. Atunci, funcția F(x) 
nu există decit pentru anumite valori discrete ale parametrului œ, numite 
valori proprii, ©», iar soluțiile F(x} sînt funcţiile proprii corespunzătoare, Fą(£). 

În cazul propagării. într-un mediu 'dispersiv, viteza G depinde de e şi 
perturbaţia totală va avea forma : 


EU 2) esua Bei ca 


În intervalul Ao% în jurul valorii œ se scrie: 


dk. 
! o Swot Oh şi k S kta nn 
do) 
| Se deduce că: Aw =Q şi 
| AK. 
| (l, 2) = explilost — kix)] [ie +O)exp lioft- se )ke 
| | (9) 
Din (9) se observă că prima exponențială este termenul clasic al pea 
s pagării Tperturbaţiei, de pulsație centrală w, ou viteza de fază G i ei 


0 
Integrala din (9) reprezintă amplitudinea semnalului F(t, 2). Partea sa reală 
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i g dk i : poa, fia 
conține un termen în cos Qfl— —er]|. maximul amplitudinji obţinindu-se: 
; daw 
d du 


pentru tł dia Acest maxim se deplasează cu vileza de grup U = i 
U di 
Astfel, perturbația este formată prin suprapunerea undelor individuale p(o), 
care se propagă cu viteza C, puţin dilerile între ele, în timp ce bătăile se de- 
plasează cu o viteză U, în general, mai mică, Energia undei fiind legată de 
amplitudine, viteza U este cea care lrunsmite energia. Între viteza de fază 
şi viteza de grup există relaţia lui Lord Rayleigh: U =0— AC 
d. 

Ca tip de unde longitudinale aveni propagarea perturbaţiilor în fluide 

ideale, ecuaţia de propagare fiind : 


1 0zu 

SAR 10 
CRAE ; ; (109 

SAE A iasi ari ast e Botiza, lags ag 
Dacă fluidele sînt gaze, C? =y —, M lind presi unea atmosferică, iar 

Za 2 aE 
dacă fluidele sînt lichide;. Cei iai unde ya = — E VE 2 da este 
; 3 Poka - Vo dp 7 dp 


compresibilitatea adiabatică a fluidului. O ecuație asemănătoare cu (16) se 
obține considerînd presiunea p ca funcţie de undă. 
În cazul mediilor fluide viscoase, ecuaţia undelor va fi: 


Biti oa, e ja Aga 0 tă a, UI) 
at aa ful pos arzal 


În cazul barelor solide, considerînd unde: plane; care -se propagă într-e 
bară cilindrică, normală pe direcţia. z a. generatoarelor, din ecuația dinamică 
şi din legea lui Hooke :rezultă. ecuația rundei s ; 


14 oe AN 


CRT Rega | 
pătratul vitezei jind C=—. 
p 
Ca exemplu de unde transversale avem propagarea perturhațiilor într-o 
coardă vibranlă ; 


(2) 


12 [a A n3 92 Sp tb 
cu 0 OU 0“ PE SU) Ada 

iat LA oa rană ne Sa Oa ba a O 
PR SAR gx) öl? ox? etè CAS 


cele trei componente ale deplasării fiind complet separate ung de alta, Viteza 


de propagare a perturbațiilor este G = |/ == pentru deplasarea după Qe 


şi C = |= pentru- deplasările după Oy şi Oz, u ling masa unităţii de tuns 


gime, 1. tensiunca in coardă și- S- aria secţiunii transversale a corzii, 
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pa: 


În cazul unci membrane întinse cu forţa F, care suferă deplasările (elon- 
gaţiile unui punct al suprafeţei) u, y, w faţă de poziţia de echilibru, grosimea 
membranei fiind d şi e lind masa membranei pe unitatea de volum, ecuaţia 
diferențială a mişcării acesteia este; 


0w eH pd GAU 
ERP a pipe TTT (11) 
da ay 10300 [ă 
i R 
unde G = —. 
od 
În cazul grinzilor, oscilaţiile transversale sint generate de ecuaţia : 
dy Edi 2 
E -} — a =s 0, (15) 


unde G = JER esle viteza perturbaţiilor longitudinale ale 'barei și 1/S=r?, 
r fiind raza de rotaţie a secţiunii transversale S a barei, definită cu ajutorul 
momentului de inerție T. 

Oscilaţiile de torsiune ale unei bare, supusă la una din extremităţi la 
eforturi transversale, sint guvernate de ecuaţia : 


2*0 E 220 


(16) 
unde C = Vale și 0 este unghiul de rotaţie în jurul axei Oz. 


PROBLEME 


Problema 6.1. Unul din capetele unui tub foarte lung, care conţine un 
fluid, este inchis cu un piston mobil. Pentru t< 0, pistonul se află în repaus 
şi flnidul se găseşte într-o stare neperturbată. Pentru £ > 0, poziţia pistonului 
faţă de poziţia iniţială este dată de funcția B(() (figura 6.1). Considerind ìm- 
pedanța mediului egală cu Z, să se scrie expresiile presiunii din fluid dacă: 
0, lea 
ul, l>0; 

0, E0; 
A sin olt, t >00. 


a) B() = f0, 0 = | 
b) B) = fO, D -Í 


Solulie, Pentru x > 0, neexistind nici o suprafață rellectătoare, fl, d = 


a) 


0, v < Cl, 
| a) f(z, D = cf42); x> Cl, 
į G A 
| Presiunea fiind dată de expresia p = Zf; rezultă că: 


0, as Gu 


x li 
RAY E oa Gk 
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BAR Se observă că într-un punct oarecare, 
mediul rămîne neperturbat un timp 
| necesar undei să parcurgă cu viteza G 
wito Co aww distanţa de la origine pină în acest 
qll punct. După acest timp, particulele de 
l [uid incep să se miște cu viteza con- 
stantă C. 


8) 
Fig. 6.1 b) fa, 0 -1% El 
A sin(wl — kr), x < C. 
iar 
TARIN EA 
ZA% cos(wl— ke), -x's Ch 


În regiunea 0 < x< Ci apare o undă sinusoidală. 


Problema 6.2. Presupunînd că un tub cilindric, în care se propagă o 
undă sonoră, este închis la extremitatea de abscisă L pe o impedanţă Z,, care 


prin definiţie este : Z, == unde p este presiunea la abscisa L, u, viteza 
u 

unei molecule în mişcarea fra jurul poziţiei de echilibru şi S este secțiunea 
transversală a tubului (figura 6.2, a), se cere: a) să se calculeze coeficientul de 
reflexie ; b) să se calculeze impedanţa în oricare punct al mediului din tubul 
cilindric ; c) să se discute fenomenele care au loc pentru următoarele valori 
ale impedanţei terminale: Z, = Zo; Z, =0; Z> œ; Zi =iYi. 


Solulie. a) Ținînd seama de faptul că: 


u = [= alea of 3) (ta) 
epea 


È L 
dal see) 
~ ih A Wi 
sr[t— 2) + i t a 


Dacă se definește ca impedanțpă 
redusă, impedanța terminală cînd se ia 
impedanța iterativă a lubului egală 
cu unitatea prin 


şi 


rezultă : 


la m = bili (2) 


E 
pol PA 
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[i 


atunci din (2) şi Q) rezultă: 


af L Îi) ate Zi 
TE E | re | 
| C) A rar Zi 4) 


VR i liit 
Deci, tuneţia ef J z in punctul v = L este egală cu funcţia lee 
C 


à 
Si 


în acelaşi punct, multiplicată cu un coeficient care reprezintă reflexia + 


|—/Z, 


a, 
zi 


(5) 


Doawwco Zi este u priori complex, costicientul de reflexie se scrie sub forma : 
C = |T| expli0], (6) 


unde |l} este factorul de reflexie propriu- zis, caracterizat prin raportul 
Aapiitudinior vellectată şi incidentă, iar 0 D prezinta defazajul dintre fşi o, 
în momentul rellexici. 


Se observă: că pentru a transforma funcția eliz] într-o funcţie ge- 


nerală ef -j F este necesar să se schimbe l în t — = + zi Atunci, rezultă : 
fă a A 2L — x 
pp fe (i a): (7 
ef zi (iara | 


x v x $ = 

Deci, e(! + a) este egală cu funcția f care a parcurs drumul dus-întors 

complet ajungind în w, după ce a suferit reflexia dată de coeficientul T. 
b) Considerind o oscilație sinusoidală : 


E] . 


şi ținînd seama de (2) şi (7), impedanţa redusă în punctul v este : 


; 2L — V 
exp io ( — A — Vexp [ie ( — a] 
p PoC C C - (9) 


Z'a) = a 
) 2L w 
; Su S exp [ie ( = =] + Pexp [i ( r1 as) 


Eliminind variabila timp, multiplicind în (9) cu exp o | şi dînd pe Za fac- 


tor, rezultă; 

v 
Ziti sf: T 
o aE 


z'a = (10) 


Da 
lizita (o - >) 
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c) a) dacă impedanţa terminală este egală cu Za, atunci din (3) se ob- 
ţine Zi =1 şi din (5), DP =0. Astfel, nu există reflexie. Totul se petrece la 
fel ca și cum tubul ar fi infinit. În acest caz în care linia de transmisie este 
terminată pe impedanţa sa iterativă, receptorul este adaptat. Aceasta este 
cea mai importantă precauţiune care trebuie luată pentru a se asigura o 
transmisie bună între un generator şi un receptor. Se observă că Z(2) =1. 

B) Dacă impedanţa terminală este nulă, Z, =0, atunci presiunea acus- 
tică este nulă (tubul este deschis în atmosferă). Ținind seama de (5), rezultă 
T = 1. Deci, există o rellexie totală a undei incidente fără defazaj. În fiecare 
punct al tubului, se vor observa două unde, de aceeași amplitudine, propa- 
gîndu-se în sens invers. Deoarece bilanţul total de transport de energie este 
nul, se spune că apar unde staționare. Există anumite puncte, ţinind seama de 
relaţiile (1), în care f şi q sînt în fază; deci, în acele puncte, viteza u este 
maximă şi presiunea p este nulă. De asemenea, în alte puncte, aceste două 
mărimi sînt în opoziţie de fază și lucrurile se petrec invers : u =0 şi p = Pmaz- 
Se spune că apar ventre şi noduri. Formula (10) duce la: 


Z (x) =i tgo E, | (1) 


i 


| adică, în fiecare punct există un defazaj între cele două unde, de o cuadratură- 

y) Pentru o impedanţă terminală infinită, Z, = œ, viteza acustică este 
nulă (tubul este închis la capătul terminal cu o placă rigidă). Se observă din (5) 
că F — — 1, adică, exislă o reflexie totală şi un defazaj de 7 la capătul ter- 
minal. Ca și în cazul precedent, se obțin unde staţionare. De această dată, 
sistemele de ventre şi noduri sînt permutate: între ele, pentru cele două 
funcţii, deoarece la extremitate, u are un nod şi nu p. Relaţia (10) duce la: 


1 
E e i 12 
i Deh seca 22 aa. (2) 
zi Ca 
5) Dacă impedanţa finală este pur imaginară, Z; =iY,, atunci 
. Te 
RES Ta a3) 
1+iYi 
adică |T| =1 şi faza sa este oarecare. De asemenea, există o reflexie totală, 


dar cu un defazaj variabil după Yí. Avind o impedanţă imaginară, aceasta 
nu disipă energie și energia incidentă se află; în totalitate, în unda rellectată. 
Ca atare, se obţine tot un sistem de unde staţii nare, LFarmula (10) duce la: 


ijy: e|- (a z CA 3) 


Z'(x) = =. 4) 


` 
ʻ 


. [e -= V 
] i d lg a) 
Punind y | 
Vii (o), (15) 


a 
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impedanţa Z'(a) se poate exprima sub o formă mai simplă: 


i tgo —- Higo SAN 
Z x) Client ada ae ai EG IN. $ (00) j ; 
4 — Ta i e| EE 5) (16) 


| — tiae itga daal 
G 


4 4 


; Comparing pe (16) cu (11), se observă că un tub sonor terminat pe o 
impedanță imaginară pură este identic cu un tub deschis, de lungime L + 1, 
rolul impedanţei revenind la a scurta sau a lungi un tub deschis in inter- 
valul [—A/4, + AM], Din expresia (15) se observă că selfurile date de valorile 
xx? e ma fa l T $ 
lui Y, oarecare, Y, E [0, +), corespund la 0 < o — < saut <l < Aa 
6) 2 4 


iar capacităţile corespunzind la Fi E (— o, 0] dau pentru gama de valori 


R l - N 
ale lui l, — — < o — < 0 sau ——<1<0. 
2 G. 4 


Observajie, În general, în cazul reflexiei parțiale, în regim sinusoidal, relaţia (1a) se 
poate serie sub forma: 


A p 9 ar 
Ù= A exp lo (- a + AT exp 'o fi Sa = 
(A G 


=A exp [E ==) + |Dlexp |: (e 200|, (17) 


unde A exp|io ( == =] 
G 


este unda incidentă, 


Astfel, fenomenul de-a lungul axei Oz este echivalent cu unda incidentă, cu condiția de 
a admite că amplitudinea acesteia variază de la o poziţie la alta (fig. 6.2, b). 

Amplitudinea undei trece prin două extreme, raportul acestora (gradul undelor stațio- 
nare) fiind: i 


S 


; 13) 
1—|T|- $ 


Valoarea maximă a amplitudinii undei (17) este ‘inferioară unei valori duble şi valoarea 
minimă este superioară lui 0. Ventrele şi nodurile conservă aceeași distanță relativă, ca 
în cazul reflexiei totale, distanța între două ventre corespunzind la: 


afo -g Gik x) = 2r. (19) 
Cà : 


Deci, 


AT 


A i 
20 Az m sau AnA (20) 

Ë 2 
Rezultă că nodurile sint decalate în raporton i 
ventrele la 1/4. 

Problema 6.9). Să se studieze tre- 
cerea unei unde sonore de la un tub 
la altul, fiecare avind impedauţa itera- 
tixă Zu, respectiv Za, al doilea Lub fiind, 
inehis pe  impedanţu sa ilenalivă 
(figura 6.3, a). Se vor face studii, în TER 
cazurile în care : n) tuburile au aceleaşi Fig. 6.2 
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Fig. 6.3 


secţiuni, dar conţin medii diferite. Se vor face calcule pentru trecerea de la 
act (poG = 4,2+10*$.1.) la apă (pC = 1,45-10%$.1.); b) tuburile conţin aceleași 
medii, dar au secţiuni diferite; c) tuburile au aceleași secțiuni, aceleaşi 
medii, dar în regiunea de trecere există un strat antireflectător ; d) în legă- 
lură cu cazul (c), să se explice de ce în cazul unui perete este prezentă 


transmisia, dacă atit la transmisia aer-perete, cit și la transmisia perete-aer 
există reflexie totală. 


CE SERE ; săi 3 PoC r 
Soluţie. a) Impedanța iterativă se scrie sub forma.: Z = 9. Coeficientul 


S 
de reflexie [relația (5) din problema (6.2)] este: - 
= ZA 
ue 2 Asa Me Z, SS. 
DZ | Zn 83 Si 
Zi 


b) În cazul mediilor diferite, dacă S, = S;, rezultă că: 
p (oC), — (po C)z 
(poC). + (poC)z 
Punînd n = poC, (1) devine: 


a) 


Na — Na 


nı F Na 


Astfel, dacă n, < ni, reflexia are loc fără schimbare de fază şi dacă na > nu, 
reflexia se efectuează cu un delazaj egal cu intirzierea 2/2. 
in cazul trecerii de la aer la apă, rezultă: 


fade AP E imru DU cedată: 
ninay + 1 Na 


adică, o reflexie practice totală, 

c) Stratul antireflectător joacă rolul de „transformator“, care adap- 
tează cele două impedanţe ale mediilor de indici diferiți, cu condiţia de a nu 
avea o discontinuitate bruscă (figura 6.3, b). În acest caz, se produc două 
reflexii care se pot anula între ele, cu condiția ca amplitudinile lor să fie egale 


: : i Ea An Ni Ra Ra Ra 
și fazele opuse, Se obţin amplitudini egale, dacă ==> = ——— sau 


ntn nthe 


ns = V Nita Luind pătura intermediară, ny, de grosime 1/4, se obţine şi opo- 
ziție de lazà pentru cele două reflexii, Acest sistem este folosit de submarine 
punind o pătură de cauciuc pentru a nu putea fi detectate cu ultrasunete, 
Sistemul are însă inconvenientul dea li selectiv (este eficace pentru o anumită 
lungime de undă). 

d) Peretele nu este un mediu intinit, Astfel, apare punerea în oscilație, 
comportindu-se ca o membrană de masă m, susținută de înconjurul său prin- 
to încastrate echivalentă cu un resort cu constanta elastică k. Sub acțiunea 
undei de presiune pı din mediul (1), ecuaţia de mișcare a peretelui este: 


9 


dia 
R ia pN (2) 
di? 
Frecvența proprie a peretelui Q = j este foarte joasă față de frecvențele 
m 
acustice, œ, uzuale. Deci, mo? > k. Din (2) rezultă: 
Tx a ; 
mo” 


Astfel, peretele joacă rolul de piston și creează de cealaltă parte, în me- 
diul (2), o undă sonoră, de presiune: 


Da = poCu = ipoGoz. 


Puterea de transmisie va fi: 


Pa 2 — (eaCSM 
pa) et TR OR) A 
Se constată că, în acest caz particular, reflexia şi transmisia depind 


de frecvenţă. Frecvenţele joase sînt favorizate în raport cu cele înalte. Astfel, 
vocea transmisă de un perete dă senzaţia unui zbirniit. 


Problema 6.4. Se consideră dispozitivul din figura 6.4, a. În acest sistem 
au loc reflexii în x =0 şi în 2 = L. În cazul transmisiei de energie de la O 
la L, este necesar să se adapteze la liniesatît receptorul în L cît şi emițătorul 
în O. Pentru a realiza această adaptare, se utilizează un atenuator traversat 
o dată de unda principală și de trei ori de unda parazită. Se consideră că 
în instalaţia dată au loc reflexii deliberate, extremităţile tubului din O şi £ 
fiind terminate pe impedanţe imaginare pure (pentru a realiza reflexi totale). 
Se cere ; a) să se calculeze frecvențele proprii ale tubului pentru care se poate 
stabili un regim staționar carecare; bD) să se studieze cazurile particuiare 
în care tubul este deschis la ambele capete, închis la ambele capete şi des- 
chis la un capăt și închis la celălalt, 


Solujie, a) Amplitudinea undei fı reflectate în O este egală cu cea a un- 
dei f emise în 0, După un, dus-întors, f, dă naştere la fa şia.m.d. Detazajul 
dintre două unde f succesive este oarecare, iar suma tuturor este nulă, Dacă 
tubul are o asttel de lungime încît f și [i sînt în fază, toate undele se adună 
și cea mai mică excitație conduce la un regim de nivel ridicat, Această con- 
diție depinde de frecvenţă, Astfel, se obţine o serie de frecvențe propri ale 
tubului pentru care se poate stabili un regim staționar (neglijind pier- 
derile), Condiţia f = fı în O se poate serie remareiud că impedanțpa văzută 
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Aenuator 


o ae 
ZI 


| | ; 
02| L 
S 
u 
p mm 
E 
a. 
Fig. 6.4 


la dreapta lui O trebuie să fje egală și de semn contrar cu impedanța văzută 
la stinga lui O. Aceasta revine la a spune că într-un punct P, fazele sînt egale 
în raport cu faza lui u (luată ca referinţă în sens pozitiv). Deci, suma tuturor 
defazajelor unei unde printr-un tub la un drum du-te- vino complet este de 27. 


Detazajul la dus-întors este egal cu a 2L (fiind o intirziere). Defazajul 


datorită reflexiei în L este dat de formula (5) din problema 6.2: 
ZA 


es a (la) 
TE 
Defazajul în O este dat de o relație asemănătoare : 
a al ce Qb) 
Astfel la un dus-întors rezultă: A a 
FiF: exp [io Z = exp[i27] = (2) 
sau, folosind pe (1) se obţine: 
ae patat PD 1 
LR rele) ze Pal ET să 
eta e ae iza azi 
itzi DATSE N At 
exp mio ja ouă 2084 
i G 
adică ; 
ý ig ol aj Zu A Za (3) 


Mac i atei A „deh ZiZa 

Relația (3) stabileşte condiţia de legătură dintre tevevenţa şi lungimea 
tubului E a apărea rezonanța, Za și Z; sint funcţii de w, Deci, ecuația 
(3) se poate scrie sub forma: O 


BHITH) TOFEL NA E į Aa A n oL 4 ý e. (7) 


5 
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Rezolvarea grafică a ecuaţiei (4) duce 
tinue, care poartă numele de „parţialele 
b) æ) În cazul tubului deschis ] 
terminale fiind nule), ecuaţia (3) 


la o serie infinită de soluţii discon- 
“ tubului. 

a ambele capete (cele două impedânţe 
devine : 


wL 
—— = kr sau L= fa Asa 
C 2 


Deci, primul dintre parțiale corespunde la à/2 şi parțialele următoare 
formează o serie completă de armonice (fig. 6.4b) 


B) În acest caz, cele două impedanțe terminale sînt infinite. Se obține 
aceeaşi expresie ca precedenta, cu deosebirea că: repartițiile lui u și p sînt 
permutate (ligura 6.4c). 


y) În acest caz, una din. cele două impedanțe este foarte mare și. expre- 
sia (3) duce la: 


[i eri o Liri TES ; ) 
teo — => o, — = (2k +1)—=, L =(2k+1j)=. 
a lol De pai a 


Astfel, fundamentala corespunde lato lungime cgală cu 1/4 şi parţialele 
succesive. corespund doar la' armonice 'de' ordine impare (figura 6.4d). = 


Problema 6.5. Să se calculeze “cosficientul ide reflexie la suprafața 
aer-fier şi la suprafața aer-apă, ştiind că pentru “aer :5> ; 


Pa = 1,293 kg-m=5, C, — 340 m-s"; 


pentru fier: “> 


> 


- ESUS (94552, 34 S 
pa =, -10° kg-m-3, Ca = 9000 m-s- 
şi pentru apă: 
Ps = 105 kgm, *“C3i= 1450 mes. 
Solulie. Ecuația de continuitate a vitezelor la: suprafaţa de separație, 
. P . - 
pentru pC, < paCa, $e scrie: Uime — Urefı, = Urefr, iar cea „pentru presiuni, 
(Uine + Urer)pi Ci = UreprpaCa. Din cele două ecuaţii rezultă” expresia coefi- 
cientului: de reflexie 2119D osstridlao Ba só Ap 08 Sh ti asiata 
PEL Ureftl _ PaCa — pi Ci i. 


Lip E aa e EEN Ban ea 


Pentru reflexia pe suprafața, aer-fier, La, = 0,99999, iar pentru reflexia 
pe suprafaţa aer-apă, Tu, = 0,9997. 


Problema 6,6, Studiul unei urechi standard arată că sensibilitatea acesteia 
este maximă pentru 0 frecvență de aproximativ 2:000, Hz şi corespunde unei 
presiuni minime de 3-10-5 N-m-?, Să se calculeze : a) la ce viteză corespunde 
aceasta ;: b): care este amplitudinea undei sonore ; €) raportul dintre depla» 
sarea minimă detectată de ureche şi diametrul "moleculei de hidrogen 
(= 1079. m); d) puterea minimă corespunzătoare pragului auditiv, ştiind 
că suprafaţa canalului auditiv este e ală cu 5:107 mê; e) în cît Hap ar f 
cheltuit un: 4Wh pentru a livra această energie. Se ştie că hi bena 4,2 
102 kg meg”, Si alei >I ü pia cet E Biti 


15 — Culegere de probleme de fizică — od, 198 225 


Soluție. 


A) Ul me ce e mea, se 72100 agai, 
poC 4,210? 


n, i 
b) jæ] EE =- N ati ERA TT, m, 
w 272-100 16 
A -10 
c) La] iln, 10 z Ir. 
d 16 10-10 16 


d) (P = pC SUY = 4,2+102+5+10-(7+10-0)2 2 1,029+10215 W, 


f, E 9 
e)? ESRANGE S 3,606.10" s a 2:101” secole. 
1,029.10-18 


Problema 6.7. Pentru reperarea fundului "mărilor şi a submarinelor se 
utilizează emițătoare puternice de unde ultrasonore, situate la „coada“ na- 
velor, sub linia de plutire. La nivelul lor, presiunea apei este apropiată de 
presiunea atmosferică II și presiunea ultrasonoră maximă trebuie să fie fn- 
ferioară lui H pentru-a nu se forma. cavitaţii: supărătoare propagării. Astfel, 
p S 10 N+m-?. Să se calculeze puterea maximă emisă de un emiţător de 
ultrasunete. cu suprafața S și raportul P/S pentru detectarea obiectelor în- 
depărtate. Se știe că în apă; 'poC = 1,4310% kg-m-?-s-l. 


Soluţie. 


(p*> __ e_Pâ 
(D= DCIS See S 
ph SU GG Hia 2p5C 


şi 


SIE ar 2C anason i Buia 


Problema. 6.9. La trecerea din. aer, în. apă, “pierderile: prin transmisie 
ale sunetului sînt de 30 dB. Să se calculeze pierderile prin reflexie pentru 
același proces. 


Soluție. Pierderile prin transmisie sînt date de: 
Z 
LO Atmans = 10) Logo are 


unde Z,, este impedaânţa relativă a celor două medii: Din (0), Zu 34 w- 
= 4 000. Pierderile prin reflexie sînt date de: A 


Aan 10 togu | = 10 Togio(t 4 470) 0,0043 AB. 


irita, 
| AZ 
Intensitatea undei refléctate, diteri loarte puţin de aceea a undei incidente. 


Problema. 6.9, Să se asi că la distanţe mari: de o sursă aucona 
unda acustică slerică se comportă ca o undă plană. 
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Soluţie. Se consideră o sursă punctiformă 


i Pad; 
care emite unde în tuburi  necilindrice 
(figura 6.9). Secţiunea tubului este o funcţie de — 4 docost 
variabila z, adică S = S(2). În ecuația hidro- | | 
dinamică intervin și reacţiile normale ale pere- x 
ilor tubului. Descompunînd suprafaţa laterală GEE. ne RTEA 3 
a tubului în elemente do, fiecare din forțele | 
corespunzătoare se scriu sub forma pdo și ea 
proiecţiile normale ale acestora vor fi: | 
PdG 
p-do:cos 8. 
Fig. 6.9 


Suma tuturor acestur proiecţii este, de fapt, 
proiecția suprafeţei laterale pe o suprafață perpendiculară pe Or. Astfel, 
între cele două secţiuni ale tubului x și x + dz: 


AS = (d S)zar — (d), = ass dr. 
. dz 


Ecuația hidrodinamicii va îi: 


du ră | CS ie abată | 
pS dr 2 = (PS) (photo —p = d, (a) 
dee et a SN ss Eta 
sau zaa 
du 2. dS 
adică Ts a 3 s 
dusg fo Opr - (te) 
di Ôr ; ; E 


Aceasta, în aproximația acustică, are aceeași formă ca și ecuaţia din 
cazul tuburilor cilindrice. Ecuația de continuitate se scrie sub forma : 


sa 22 = (Suje (oua a a Č 
adică Te SS 
pe eee aa e) 
ôt S de 
deoarece S = S(x). Ecuația de stare este: 
„Ap ON 1 X (3) 
de 
Din (2b) și (3) rezultă: 
E E O (4) 
Pilda CS Gai 


Tinind seama că p & po și derivind pe (16) în raport cut şi pe (4) în 
raport cu v, se obţine: 


i 
i F 


vui _1L2%p E il 


| (a Po ga 


respectiv 


an atsi 1 2p 
"da | dz Ca asa" 


Din ultimele relaţii rezultă : 


HEE k aso, 


= (^ — | — 


ðt? cbx [8 az 


Considerind un tub conic prin care se propagă o-undă sferică și pe r dis- 
tanţa de lå virful conului, expresia suprafeţei este; $ = Ar?, Astfel, ecua» 
ţia (5) devine: 


(5) 


æu ga [i 28) 


at mi Of Opt RSET V 


Se observă că 
2 : 

— = (6) 
r 


adică deschiderea conului nu intervine în ecuația undei. Tinind seama de (6), 
ecuația vitezelor va, fi: 


$ EREA (2.0) ER sa EDZ 
E È 3 ~i - 
L u 2 [ou du iz 
= 04. (2 
zok ôr E r =] 
Ecuația (7) se rezolvă ușor introducînd potenţialul vitezelor 
d i 
| Ori 


Introducînd pe (8) în s se aie 


SEH IS ta 27 Braa gs a si ~ 
; ro? diz faci AD aa = Lica „2 ia du thri nyir 
D a EIR ar? 


"Integrind în raport'cur şi fixînd coâvenabi constanta din expresia lui O 
rezultă : 


229. i gt 9(r0) 
olene a belea i 1012 
Se observă că r și L sînt două variabile independente: 
arD) cadre) l 
ae ar? 
deci 


Ținind seama de (8) rezultă "EPU naD i w lu 103 mă 
SR ri ofa (caer de (+2) O k 
aaae e i 
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Presiunea se calculează utilizi i 

S a se Ci ază utilizînd relaţia (2b) care, tini 

i à j a înd seama = 
țialul vitezelor (8), va fi: ) $ de. poten 


ol Bir r or 
sau 
p „1 ro) -. 1 aige r 
sf ti C? EN rc a za 7, fz TES A y 
ler e [ | je (+ z|: (10) 
Integrind pe (10) în raport cu timpul, rezultă : | 
-Po ŢI 4 [i - [i T 
= = t— — t PY C 
p | E A) (11a) 


J 
Expresiile (9) şi (11a) arată că intervin funcții de argumentele tie şi 


Pr Era sa scad z ; S 
t+ zo caracteristice perturbaţiilor care se propagă cu viteza C, fără a fi de- 


formate. Se observă că în aceleaşi expresii, intervenţia lui r conduce la o de- 
formaţie a undei în funcţie de distanţa de la sursă. Ținînd seama doar de 
undele progresive se obţin expresiile : 


1 r 1 r zor 
u = —ft=— ef t= 9%) 
TE ia aE Fa [ =) 
a respectiv 3 fo neei a 
Po IE, iolz 18). tul miiuiaz ast 
= e ai 4 (i i [a (11b) 
i Er r z) l i 


Din (9b) şi (1b) se observă că presiunea p şi Viteza u nu mai sînt pro- 
porționale. Pentru distanțe r mari, primul termen din (9b) poate fi neglijat 
și rezultă : p = pCu. Aceasta este relaţia caracteristică undelor plane. Deci, 
la distanţe mări de sursa punctuală, undă sferică se comportă ca o undă plană. 

Problema 6.10. Să: se studieze. undele: sonore, într-un tub cu suprafaţa 
laterală avînd o generatoare exponențială (pavilion exponențial). Se consideră 
că perturbarea este sinusoidală. „i 

Soluție. Suprafața se exprimă prin : 

S == Su explmri, „a 
2 E S E., 


adică TEE [azs 8 +] 


IEAS ERA (n) 
Sala, 
; ac atu | a a JL (54) care dă viteza 
j Ecuația (5) din problema (6.9), ala G ani ÎL: Tia 5 
4 acustică, devine; abili na BORNE „00 
i y [et oti = Po LI E: wma) (A | ki i Laza % (2) 
pp [dala i | | 
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Dacă propagarea este posibilă se va lua: 


u = Y(x) expfiot]. (3) 
Introducind pe (3) în (2) se obţine: 
dy die O: 
m— + — Y =0. 4 
da? dz GE (4) 
Rădăcinile ecuaţiei caracteristice sînt 
m Îi ta) 
a of aaa] e 
Se observă următoarele : 
a) cînd 
2 
A n oTe, (6) 
atunci ia gal 
a = ie de Big 
unde 5 : 
= a 3 
: i ESC C) 
iar soluţia lui (2) este: 
n E Ju epon a B cols iaz] joxpliei]. (9) 


SYSS N ut 

Din (9); s se Den că i apare, 0, aa eee a dota A staționare,- care 

se amortizează exponențial de-a- lungul tubului. În-acest caz, nu există pro- 
pagare. 

b) Dacă rădăcinile ecuaţiei “caracteristice a lui (4) sînt complexe, adică 


m? 4o? (10) 
c2 2 
soluția lui (4) va fi: 
Y= pet B S Ete (1) 
unde i 
B OSE Tubi a2 


Astfel, pentru viteza acustică se obține : 
$ PRAN A 

u= exp |- = ea expio ( — £ :)] + R exp fio ( = 1a :)] sa (9) 
N i 5 t o 
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Cousiderind doar unda 
progresivă, se observă că am- 


a a 
plitudinea eì descrește ca Generator „ Vode sonore 
a sonor plange 
exp f m z| Aceasta este con- o 
~ me 
formă cu propagarea energiei, EE ae 
deoarece aceasta fiind propor- A 
— -e 
tonală cu uè ca densitate, se pa 
AT) > ve at € i 
repartizează pe supralață: şi Fig. 6.10 
rezultă: Su: = constant. Ți- 
nind seama de (13), viteza de fază Vo este: 
20 
Vo = >= 
s c Jio? — meC2 ? (15) 
adică, apare dispersia. Atunci, energia se propagă cu viteza de grup : 
W 
pa Al (2) 2 
d (21 RR 26 
ISI II AEETI o ED pe (16) 
Uc- sido do A Cy ii ; C- 40°— mC? 


Se observă că UVo = C?. Din expresiile (15) şi (16) rezultă că există 


i: 
o frecvență de tăiere, oc = mc, “sub care pavilionul exponențial este inuti- 


lizabil pentru transmisia , de semnale. sonore. Este evident că impedanța 
iterativă variază de-a lungul tubului sub o formă continuă în expl—mz], 
deoarece ea este dată de p/Su. Cînd această variaţie corespunde la o singură 
undă, nu există nici o reflexie și pavilionul exponențial joacă rolul de trans- 
formator de impedanţă între extremităţile, sale. De fapt, datorită acestui 
fapt, pavilionul exponențial este utilizat pentru a adapta impedanţa de 
ieşire a unui generator sonor oarecare la impedanţa nulă a atmosferei, 
permiţind obţinerea undelor de suprafață mare. În figura 6.10, cele două 
pavilioane exponenţiale, (1) şi (2), realizează/ acest. lucru. 


Problema 6.11. Se ştie că ecuaţia; de undă; a  vibraţiilor. dr auavexnale 
ale unei bare este Lie AL 
dy z 1 ZA ay S f 


E (ep (a) 
ore- Cape oa 
unde - 
E raita | b) 
p ' R 
şi E 
tac SĂU SL risti uai Gimes i (e) 
pa, 


unde J este momentul de tra al parel şi S secțiunea transversală a aces- 
teja, Să se studieze stările staționare, în cazul "undelor sonore sinusoidale, 
bara fiind încastrată în x =0 şi x = k. 

Soluție. Se consideră că la cele două capete ale barei, care sînt încas- 
trate, se produc reflexii totale (aproximaţie care este, în general, reală) şi 
astfel, se stabilesc regimuri staţionare, care au frecvenţe ce depind de 


pe 


condiţiile la limită. Se caută o soluție de forma : 


= Y(x) expliwl], (1) 
unde Y(x) este o funcție reală. Introducînd pe (1) în (a), se obţine : 
dy o? 
— — Y =0. 
dg’ Gin (2) 
Punînd 
raro: 
E (3) 
ecuaţia (2) ia forma: 
di Pa EXoi, 
“Ý =0. (4) 
Rădăcinile ecuaţiei caracteristice fiind “m, = im şi —im, soluţia ecua- 
tiei (4) este: . „Dia 
Y = A cos mz + B sinm + C chmz + D shmz. (5) 


Constantele-de integrare A; B, C şi D se determină din condiţiile la limită, 
în număr de două pentru hecate extremitate a barei. Astfel, pentru z=0, 
se pune: 


N =0 (deplasare nulă) = = 3 E 5 | (6a) 

dY EPSEN ENEI 
Fo =0 (dageure nulă : nu. există spărturi), (6b) 

iar pentru v =L, i > 
Ki a dY 
- = o (moment de îndoire au!) i (7a) 
: 3152) da : à R 

oo (etost: a8 tăiere AS ARO (7b) 


Condițiile (6) şi 7) conduc la ecuaţiile: 
A+C=0, B+D=0, 
—A cosmL — B sin mL + C chmL + D shmL =0, (8) 
A sin mL — B cosmL.+ C shmL + D chmL =0. 
CAAT C şi D în funcție de A şi B rezultă: 
A(cos mL + ch mL) = — B(sin mL + sh mL), A(sh mL — sin mL) = 
E. = — Blook 27 To ch mL). (9) 


Sistemul. 0). este, AEAN dacă : 
(cos mL A+ eh ur, = (sh, m și sin i SN nl - — sin mE), 


sau BiAA fi Sita 4 :*3) k iti 
po brigand sinss ma aoi m a T aipe aliati i (10b) 


(10a) 


Ecuația (10b) se rezolvă pe cale gra- 
fică (fig. 6.11). Se observă că în afară 
de prima soluţie, celelalte sînt foarte 


apropiate de asimptote. Astfel, rezultă : 
mL = (2k +1) = 
A (2k + 1) J (11) 


Pentru prima intersecție, <un calcul 
numeric conduce la: 


mL = 1,194—— - (12) 
zi Fig. 6.11 
Introducînd pe m, din (11) în (3) se obţine : 
Croon? i > 
ur EROT Z (2k Ea Ip. (13) 
penine două frecvenţe succesive rai SEN SAIRE : - sel 9 sad 
Fifi Seni S Si 276, Sa CU + i i-a fai = F ; d (14) 


Dec Tecendo oferi “sint ioare? dis deință terti una! iatl fde cealaltă „Acest 
interval mare dintre frecvențele. proprii; permite +să.;se. fabrice„;emiţătoare 
de sunete :pur:sinusoidale.. De, exempli mapogtuls ‘dintre Primas şi-a dyeia 
irecyentă jeste ii b inal $ asslgos gi ; i 
innortono A Oyi 


r mäitmult ide atei octave; Aos acest; mod, se “construiesc,  diapazoanele 
- ca; etaloâne 'de::frecve nțăii i îs aiani 8255 SIalRo9 GT disk Sgot 


"Problema 6.12. Să se arate că o undă Ee are ‘trece, „prin Tocata? 


unei lentile, este. defazată, cu unghiul T (ezperiența lui Meslin). ` E: 


“Solutie: În cazul unej.- undei sinusoïdale. funcţiile; f..și! fi sînt, în. seuadras 
tură. “Ţinînd! seama de relația: (9b) -dint problemas6.9%ap15 sb sai 


DOL II i? CDL vo iggen sri A F 9OGIUNE ; isinsi 2 e i 
ofso i i Ag f [ie = fi (=): 1 buiggsdbs aset) 
DER Pe We mailat a Naat ias Qü am 


: darg 


| z îi 6 FIJA f 
faza” globală “avlui use modifică după “valorile relative ale” celor doi ter 
$ APE ră ., r reir f TA 
meniPadica după distanta or Punind Snide e Va si 119 SE 
A pri breaz Îroârie 3 
AFT iaia minio: fi ERS exp; hefta hu T S1.9 natal dani (3) 
: giamqxa ië asalt 
ag Zonă dejaterferență 
<L 
i FEIR E S Eteran Silosi 9a PA {6 
A 
j P 2 hiari a aibs 
> pi 15 g6 
$ o s A 
ai luses ob iist iaoilibom alea unflgvieiimem tolohay a megagqoiq 3P szałiv 
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astfel încît presiunea p, care se exprimă prin (11b) (problema 6.9) 


Po [i r 
p = _ — (i | j) p 
a iata) B) 
să servească ca referință de fază, (2) devine: 
A : 7 
u =L ep |io (t=) . EE . (4) 
r C VC ro 
Se observă că faza lui u în raport cu presiunea p este: 
C A 
tg ® = — — =— . 5 
ro 27r e) 
Presupunînd că o undă a traversat în punctul r = — œ un sistem con- 


vergent, acesta este focalizat în. punctul 0. Atit timp cît r < 0 şi este mare 
în valoare absolută, O =—0 (ca în-cazul undei plane). În vecinătatea foca- 
rului (0), O crește rapid la valoarea 7/2 în 0. Dacă unda continuă să se pro- 
page către r > 0, faza continuă să crească și tinde la x pentru r =: Fo. 
Deci, în total, unda u suferă de lar = —o lar = o, un defazaj egal cu z, 
în raport cu unda de presiune p. Acest defazaj, după cum se observă din 
relaţia (5), este localizat, în mod practic, într-o regiune avînd dimensiunile 
a- citeva lungimi: de undă, in jurul focarului. - for ot BINET 
Într-adevăr, experienţa lui Meslin confirmă acest lucru. O undă electro- 
magnetică este caracterizată prin intensitatea cîmpului electrice E şi inten- 
sitatea cîmpului magnetic H, care urmează aceleași legi de propagare ca 
viteza u şi presiunea p-din cazul undelor elastice. Fenomenul tratat anterior 
poate fi, deci, confirmat cu ajutorul unui fascicul luminos. Meslin a 
reuşit să obţină interferenţă cu ajutorul dispozitivului din figura 6.12. 0° şi 0” 
constituie o lentilă tăiată în două (ca în experiența clasică a lui Billet), cele 
două jumătăţi fiind decalate de-a lungul axei optice. Sursa de lumină S dă 
două fascicule care converg în S° şi. $'. S' şi. S” joacă, fiecare, rolul unei 
surse secundare coerente şi în regiunea comună celor două fascicule se 
produc fenomene de interferență. Dacă se calculează poziţiile maximelor 
şi minimelor de intensitate în zona de interferenţă; utilizind metoda clasică 
a diferenţei de drum, rezultatele; teoretice sînt în contradicţie cu faptele 
experimentale ; anume, poziţiile franjelor luminoase şi întunecoase sînt ìn- 
versate. Adăugînd un defazaj suplimentar de z (conform celor relatate în 
problema 6.9) razei luminoase a fasciculului SO'S", pentru a ţine seama 
de faptul 'că acest fascicul a: traversat: deja focarul său înainte daia inter- 
fera cu fasciculul SO” S”, rezultatele teoretice obținute sînt în concordanță 


cu faptele experimentale. | 
Problema 6.13. Ecuația propagării unei unde mecanice printr-un fluid 
viscos are expresia : 


ete e RER AR a Ia O (a) 
TAS. amt 3 po agral 


a) Să se rezolve această ecuaţie în- cazul particular al unei excitații sinu- 
soidale. Se consideră că An = e este o cantitate mică. b) Să se arate că 


200 ; 
viteza de propagare a undelor mecanice nu este modificată faţă de cazul în 
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care fluidul este pertect::c) Să se explice de ce dispozitivele de sondaj sau 
de reperare cu ultrasunete lucrează la frecvenţe relativ joase. Se consideră 
cazul în care C = 1,5-10% mes, p = 10-2 Și po = 10 kg-m-2, 


Soluție. a) Se consideră o soluţie de forma: 


u = F(x) expliot). (1) 
Substituind pe (1) în (a) rezultă: 
dz? 
Introducînd notația, 
r? Ss: 
Ec ea 3 
C? + iew (3) 
relația (2) devine: 
d&F 
— TF =0. 4 
== (4) 


Se ştie că această ecuaţie are soluţii de forma : 


F = A exp[ — Tr] + B exp [Tz]. (5) 
Se observă că 
; r =a + ip. (6) 
Deci, ținind seama-de (1), (5) şi (6) rezultă : 
? Bx Ă Bz | 
u = A exp [—az] exp ie fiz -—]|+ B exp[ar] expjio|t+ —]|:. (7 
i O 709 090 FER FE E ESS rS 

Unda mecanică apare ca produsul dintre un termen. de. propagare normal, 
caracterizat prin viteza de fază V = o/P şi o-funcţie exponențială de coefi- 
cient «, unda progresivă suferind o amortizare egală cu exp[— 1], după o pro- 
pagare pe lungimea L =a. Din (3) şi (6) rezultă: | 228 
62: die E 0 
pas AT E 02 dia E AA E N 8) 
(e+ iB? =o — p Zap = — a ca ( 


adică : 3 y 3 | r&i l: 3a! sa PARUE îsi fa > p bi : A 

. ri tea ce n3 ` » spot. j Sa Et, & i 
i pag ame a 
3 eoi | 
aa Ma AIR (9) 
; 3 B + edu? 


Deoarece e & 1, rezultă căaf < 1, în timp cea" — B° nu este o cantitate 
mică. 'Ținind seama de (9a), rezultă că «i€ B. Considerînd că « 0 şi 
e = 0, (9a) devine: ==" p Soie fi 


g? — p? aaae 


(5) 
5! a an O ; (10) 
| j y CA SI GUI: fi p. (pB N i ra A à ; 
Introducind pe B-din (10) în (9b) se obţine: | Sin 
ros na D sciți) 
e 2Qi 3 po Q a yi 
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b) Ținînd seama de (10), viteza de fază va fi: 


V ESA =C, di die (13) 
E i 

adică, nu este afectată de existența viscozității. 
2 1 DAOA i 
c) a = — as — o? = D m | w? a 2.1012, (14) 

Sao G? 3 10% (1,5103) 

Deci, 
VIDIS KERER A LEED BI : 

= pile Ro ME E R) 
i L=g ETS 10 TEOS (15) 


Cînd frecvența creşte, amortizarea devine considerabilă. De aceea, dis- 
pozitivele de sondaj şi de reperare cu ultrasunete lucrează la frecvențe relativ 
joase, cu toate că frecvențele înalte favorizează! obținerea unei directivități 
foarte bune. 


Problema 6.14. Se consideră o coardă vibrantă, fixată la ambele capete, 
care vibrează transversal. Se înlocuieşte coarda prin N particule, de masă m, 
aşezate la distanţă egală pe lungimea corzii. a) Să se scrie ecuaţiile de mişcare 
ale particulelor. 'b) Să se arate că frecvențele normale de vibraţie sînt date 


de că ali — cos — SIE ) „unde a, reprezintă proiecţiile. | distanțelor 
E nde a reprezintă p i 
dintre particule şi a = 1, 2m n. 


Solufie. a) Între două puncte alăturate se află aceeaşi distanță (acelaşi 
element de coardă), iar asupra punctelor se exercită aceeaşi tensiune T 
(fig. 6.14). Se consideră că nu există nici o deplasare a particulelor. în direc- 
ţia ü.. Ţinînd seama de forţele transversale, pentru elementul r, legea a doua 
a lui Newton se scrie: 3 TF ni 


d2Y, Ta 
m = (Yu 2 Ya) (1) 
df? a 
sau i 3 i ia Cat 
ț da Y m> i Hi Yh i 
— = — (Yu ra 2Y, + Yu). (2) 
dt ma 


Deoarece coarda este fixată la capete, 
se presupune că ultimele două par- 
ticule corespund la r=oşir=N+ 
+ 1, pentru care 


Fig. 6.14 À $ Yo == 0 şi Ya = 0, (3) 
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Introducinăd r =0 în (2) se obține : 


ï, Aep 2Y, + Y,), (4) 
ma syli IR TY 

Py E L a, — 2Y): (5) 
ma 


b) Se consideră o soluție de forma 
F, = A, cosul (6) 


şi ecuațiile (2), (4) şi (5) devin după simplificare : 


fa Mimant dia 
N my Aa 1E p= a Aie =0, (7) 
pentru v=23, 3, N— 1; 

i da a 
(2 E n AO (8) 
ES +2- au = 0. (9) 

Notind cu T 4 n 

„Ma - 


rai me 


i sii Hiig gin IPS T sb Bad atei ze isi] î 5 
ecuaţiile (8), (7) şi” (9); devin: “ labri È ise HRS g 
sa B9Bh. BiBgTA PER f 
MA, 7 Aa =0, = A A — AS ivi za Vă =o. å 
Pentru a obţine soluții nebanale, trebuiesicali idetekminantul 'coeficien= 
ţilor lui A să fie nul, adică: 


Nol 30200 e (0) 0 
—1 547 3107 05 Om aa PU =0 
An 0 —i A 070 EER $ 0 AN (12) 
0. A OOOO ETA 
Se poate obţine o formulă de recurenţă prin dezvoltarea determinantni Ax 
din (12): l al sile 
Ay = MÂn=a pei NER a3) 
iar ar + A 
A =A ANL, 04) 
Punind N 22 în (12), pentru a avea aceeaşi valoare ca în (13) a lui Aa 
este necesar ca : l p ia 15) 


În ecuaţia (13), se consideră fa = př, unde 2 “este o constantă ce se va 


determina. Atunci, (13) devine : 
p° = dp ED m 0% (16) 
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Punind A = 2 cos, se obţine : 


p = exp [ i0]. (17) 
Atunci soluțiile ecuației (13) sînt: 
Axa = cos NO + i sin NO. (18) 
Conform teoriei ecuaţiilor diferențiale liniare, soluția generală este: 
Ay = A cos NO + B sin NO. (19) 
Din (15) a rezultat: A, =1, A, = 2 cos 0, astfel încit A =1 şi B=ctgd, 
Atunci, 
sin (N-4-1)0 
E ei) (20) 
sin ð 
Se vede că Ay este nul dacă 
pe ae 21 
RE (21) 
unde « = 1, 2, ..., N. Folosind pe (9), relația (21) devine : 
ok =a cos E ). i (22) 
ma -N41 iie DEI 


Problema 6.15. Se consideră o coardă vibrantă, de lungime l, fixată 
la capete, aflată iniţial la distanţa f(x} de poziţia de echilibru şi apoi lăsată 
liberă. a) Să se scrie soluţia ecuaţiei undelor transversale. b) Să se găseaseă 

soluţia pentru unda transversală, dacă se ţine seama de gravitație. 


Soluţie. a) Se consideră că la momentul t, deplasarea unui punct al corzii 
este y(x, 1). Condiţiile iniţiale sînt: -== = 


E 0 e e () 
şi a ; a E a J 
E EF D 
ot t=0 
Întrucît capetele corzii sînt fixate, se poate scrie că: 
„U(0, t), =0,y(l 0 = 0; (3) 
Ecuația undelor Lransversale este : 
EOR E E SON, (4 
dat (Or ah 
„Rezolvarea se face prin metoda separării variabilelor, considering soluţia 
de forma; sic e s 
yla, i) = X(@) 70, 6) 
Introducind (5) în (1) se poate norlandi sii ) 
X” pri A j i i R (6) 


"aa a 


Relaţia (6) conduce la două relaţii: 


X” XX =0 (7) 
T” + XT = 0 (8) 
Soluțiile celor două ecuații sint: 
X = A, cos àx + B, sinr (9) 
şi 
T = A, cos AGt + B, sin AC, (10) 


O soluție a ecuației (4) este dată de: 
y(x, t) = (A, cos àx + B, sin Ax)(A, cos Gat + B, sin CA) (41) 


Folosind condițiile la limită (3) și ținînd seama-că A, și By nu-pot fi 
nuli în acelaşi timp rezultă : 


sin A = 0 (12) 
de unde Pt 
CE oz E 
= e 3j} pa 
unde n = 1, 2, 3, ... Soluţia (11) devine: 
y(x, t) = sin să apea +F 4, sin =] (13) 


unde s-a notat A A îbpaşi. Sp 05 Dervi (13) în pet cu E ua e 
şi ţinînd seama: de (2), se obţine a: = 0. Deci,: (13): devine : + 


T t cos aC, = (14) 


YENS ba “sin T 


Folosind teorema superpoziiet se mA scrie soluția generală : 


- nT; OS 
t) = ba = > 15 
y(x, t) 5 sin 7 T 7 cos i (5) 

tt E SEE CES Ara 

Coeficienţii b, se determină intai relaţiei i 
E d fa 
(2,0) fa) = Seb sin a 16) 
ylz, 0) = fa) =Y dn E ze pa 
n=1 


Se observă că (16) reprezintă dezvoltarea în serie F urier a lui fix), 
astfel că acești coeficienţi vor fi daţi de: 
l : ; ; 
i 22| f(x) sin “Cada = ata (17) 

; PY 


~ ` Soluția va fi data de: a taca ia Py 


Cd 
y(x, t) = = in f(x) sin T? de sia "E 2 cos Ei t (18) 


239 


ga at (19) 


Condiţiile la limită sînt cele daia de (1), (2) şi (3). Pentru a înlătufa 


termenul —g, care împiedică aplicarea metodei separării variabilelor, /se 
face înlocuirea : 


y(x, t) = z(x, 1) + Yz) (20) 
Ecuația (19) devine: 
d*2 p Oz n 


Condiţiile la limită'sînt : kd ea 
z(0, + Y0) = 0x alb 0) -F V(D)=0, | (22) 


iar condiţiile iniţiale : 


2z(z, 0 
z(2,0) + Wa) = le Ca 0) A aie op (23) 
rad OD) pitt te E E a e Și 
Se alege Ņ astfel ca : = 
= — fila un a = s40, = mia = (A TIE (24a) 
eee eee O 40 =0, e e ui 
În dedet caz, ecuaţia” „an ase în cu condițiile (22) și (23) conduc la: 
< Ji - 027 i - 
ai esor: 
Siaa : SisTonp silisloa 99e 9Is0q 32 dgijisogisguz amtatoal baizaio“ 
oz(z, 0 
in 70 D = 0, 2, 1,330, za, 0 fa) e) Ta (a = J EN a) 
ata t=0 
| = Ag, 
Din (24a) se PAn eon 
itel ‘D EERE, N 
0). = e Caz E Ca (27) 
ia „46 (O RA 
și osia condiţiile OE X fe: 
fe tul a siiu Y ojog 000 /ANITE ji masr (AF) üs Avisada 9E (98 
ALA En a = EAT E E ițasinilaon iipon 3 neS) 


„ Soluţia Asti (25), „pu engiilg PE este : 


zz, 1) = x -pi læ) [sin 25 a da LE + 
(æ, 0) Sf fa) a T 


n=l 
pe pi Si A Ki -y Zi 
(A) a UT E orei AD ET ION l x fi e Ta (29) 


i gia 
i $ kur Ga 


Problema 6.16. a) Să se determine de 
vibrante, de lungime l, avînd capetele fixe 
se află în poziţia de echilibru şi are 
se găsească soluţia în cazul în car 
iniţială cu f(x) și distribuţia vitezei este V(x). 


Soluție. a) Ecuația undelor transversale este : 


plasarea transversală a unei corzi 
, dacă la momentul t = 0, aceasta 
O'distribuţie a vitezei, dată de g(x). b) Să 
e coarda este deplasată faţă de poziţia, 


al at 2 
iar condiţiile la limită, 


Cu ajutorul metodei separării variabilelor și folosind primele două condiţii 
din (2), se, obţine, (vezi problema, 6.15); 


(3) 


Folosind a treia condiţie: din (2), se determină 'că b = 0, astfel încît: 


y(x, bb =a sine af cos d leii = £); 


Mas) saisin E a sin Et a same mtoa (4) 


Conform principiului superpoziţiei; soluția generală este : 


= 209 3—— Na ——— € = ză E AM 
: ANTENN TOAS gl asa 
y(a, t) => An sin A 1 (5) 
mt Fang Lit pa Rea i Ada ie Cab i) Xa 
Derivind y(x, 1) în raport cu timpul şi ținînd seama că ~ 
2dy(z, 0 
UE| e (zh 
m Ohka t0. > 
"se obține o serie Fourier ai cărei coeficienţi sînt daţi de: 
OEH 59 nalgo ni uinsrago) pb sinb cdna olatarân sistagrostt (d 
2 a dala si?alaT mid „lucqeit 
da = | g(2) sin — xdr. al (6) 
NC, ze N aae 
doo A 
Soluția generală devine : j - 
E3 1 A BIUST 
\{ e TUT „NT „NT 
y(x, t) = > A ; j (2) sine dalsi e OT S (7) 
f nzC, 3 Ve (4 l l 
E n=] 0 
b) Ținindyseama' de rezultatul obținut: în problema 6.15 şi demétapii (7), 
se! ‘obtine o mitaa 5189 ARA Biona d zR & oiniseaa ai 
o9 L ‘iabng atlau» sostallas a )9 ala alg B 
2 nr | NT nr 
ylz, D= > [e (resm m da] su a cos — t+ 
3 p nl d TNE A) wi 
i z i | RnGul] ai stiiții 
i EESE, qia [ph 2 A O e CAT da 8 cere bu vi] al stiitibaa g 
n RS A aa) sin Oa sint SU Tin too ob Sh 
3 153) BIYAS nO SS HA k ip i i ; ixo 
n=0 0 a a 
16 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 24E 


y Problema 6,17, O coardă Vibrantă, / 
cu capetele fixe, este deplasată faţă de. 
poziţia de echilibru, ca în figura 6,17, 
a) Să se determine soluția ecuației unde 


=> transversale, b) Să se găsească frecvențele 
H normale de oscilație ale coardei vibrante, 

Fig. 6.17 Soluţie. a) Din figura 6,17 se vede că : 

Li E | 

2H-— pentru 0 sa ȘI situa Lisi 


y(t, 0)= f(x) =, 4 ete xi] [A a ei! al ăi } 
ea Ip); (=a) pentru as si 
-teiotitnti be ire sdos 1040 ! 


Coeficienții seriei Fourier (vezi probléma 6.15) sint daţi de relația: 


| Sa! ; Se aA dai 
i ei a PO AN Pog a sin NT 
b 2 SENN atol af 2 
n = — \ f(x) sin — qt dz = : 
ada ASAR eno da Ey Snan 


0 


Soluția corespunzătoare undei transversale ‘este: 


z 00 ap lee 
SH 2 ne nrCul 
y(x, t) E oa sin —z co == 
Ti elad e 4 
n=1 
ea s (ite cos Teti == i sin Ca cos SEC, EE 


TERAST 
— sin —, x. cos =— 
HP z 7 EEN 


! SSE, = -) 


b) Frecvenţele normale sînt date de termenii în cosinus, care conţin 
impul. Din relația zi 


xezultă : 


f na ai a 


i Problema 6,18. Se consideră o coardă vibrantă, cu lungimea fixată rigid 
la capetele z =0 şi z =l, Funcţia y(x, t), care exprimă deplasările trans- 
'versale ale corzii, satisface ecuaţia undei : 

Ci 3 gli ca CERA 0) 


da CP 9" 


eu condițiile la limită yo, f) = 0 pi y(l; 1) = 0, SĂ se demonstreze inde- 
pendența contribuţiei diferitelor moduri de oscilație la energia totală a 
«corzii, l 
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Soluţie, Soluţia ecuaţiei (1). (ab), poate fi scri 
normale. de oscilație y,(x, t), sub forma + 


să cu ajutorul modurilor 


Li] 
y(x, l) z= 2 Yn(7, 1). (2) 
na 
Energia cinetică instantanee aTcorzii este : 
1 1 
Goin = Ei M | 9’ dz, (3) 
0 


unde u este densitatea liniară de masă a corzii. Dar, 


I=L 4) 
n=1 
şi 
y? = ODMORA) =); D i (5) 
m=1 n=1 m=i n=1 
Energia cinetică (3) devine: 
00 œ l > 
Sem R T D j (in YmYn dz. (6) 
iS ni nt Qad 

Modurile normale de lease ale unei „Corzi sint: ; 
Ua == 65 sin kn z sin n (cul d Qa) : : (2 

şi atunci = 
Yan = Cron sin ka Seful TS Pn). (8) 


Ortogonalitatea funcțiilor ` sinus, 


S fin kae sin kë de= o, $ pa z să sti zO 


impune ca în (6) să fie nenuli doar. termenii pentru care, m =n., Suma, se 


reduce la: j ig cbi 
Cein Ty A fi Ya da, (10) 


n=i 
Se observă că au dispărut termenii care depindeau de două moduri dìfe- 
rite şi au rămas doar termenii care depind. de un singur mod. Mărimea 
| l 


8 = [ui daia as an 
j ù | 
reprezintă energia cinetică a modului al n-lea, adică 
go 
Conn a Cina: Ari dl aa) 


În calculul energiei: cinetice. a” unei corzi, nu trebuie considerât-'nici un 
efect de interferență a mod rilor, Energia cinetică ă modului al n-lea este? 
l j 
ufi u i aoa 
elin = FA d= T I) cos?(w,l + on) | sin? kz dr = 


a 


0 0 
Ul cauta 2 ` 
== z Ciia cos (ntt Qa). (13) 


Asemănător, se poate arăta că energia potențială instantanee a unei corzi 
este egală cu suma contribuţiilor independente a modurilor participante : 


F L SĂ 00 
oy 
U = — \ |=] dr = Un, 1 
E jas ao 
0 n= 
unde z a ză 
F C 0ys ln ie 
u, = PE det, sot e 09 
0 


Energia totală instantanee ja-modului âl n-lea este: 
En =: cing =F Uz Ss Cn Om (16) 


iar energia totală a corzii va fi: 


iza d= ta ip Go. (7) 


n=l e on lea 

Problema 6.19. O particulă, cu masa M, este atirnată de un capăt al 
unei corzi, a cărei masă este m şi lungime L. Celălalt capăt al corzii este îixat. 
Particula este scoasă din poziţia de echilibru, printr-o deplasare orizontală 
mică 3. a) Să se stabilească ecuaţia diferenţială și să se formuleze condiţiile 
Ja limită pentru mişcarea corzii şi a particulei. b) Să se găsească ecuaţia trans- 
„cendentă pentru frecvențele proprii şi să se rezolve această ecuaţie, în cazul 
în care m & M, i 

Soluţie. Această problemă a fost rezolvată pântru prima dată de Daniel 
Bernoulli. 


a) Ecuația a doua a lui Newton, pentru un element dz de coardă, se 
serie sub forma : | m 2 aea ăi =. 
Zar]. (1) 
dp x x 


unde T este tensiunea din coardă, ù = m/L este densitatea liniară a corziù, 
"Deoarece coarda se află în poziţia de echilibru faţă de mişcarea longitudi- 
mală, tensiunea din coardă are expresia: 


noaptea a 


i 
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Condiţiile iniţiale şi la limită pentru y(x; t) sînt: l 
y(L, 0) = 8, (3a) 


oy(L, o) 
=j =0, 
Gag c 
yO; t) =0, isin H (3e) 
dy(L, t) 
A (09) 
Condiţia (3a) este îndeplinită dacă se alege 
y(x, t) = y(x) „cos (ol). (4) 
Atunci y(x) îndeplineşte ecuaţia diferenţială : 
li „d DIR tonti 
hre tle dagargn: o7 ea smidt 6) 
g da i i 7 
` Făcind, schimbarea de variabilă. | a Fa A EE 7 fasii 
= INT), + ei de gr 
ecuația (3). se (iai intr-o Gena jie Bessel de ordinul . zero : 5 
] ENIO fi WIER 
A al Lă = a ) =); 5 > $5 ` 
4 LT T u ral = üj 
cu soluția TERA É q 
ma S 2 E ete 
2% ]/ Fx) 2% |/T(a) 
TOSA „pei BN, = e (8) 
y(x) o7 z ae ae al iu) otita 


unde No este funcţia Newman de ordinul zero, avînd o comportare. loga 
ritmică în zero. Din condiţiile (3a) şi (3c) rezultă : 


D DOS E IANDE e ăi 
Jo ANAK) — IAKAN (K 


unde Ze ca 

la = za Tn iani A EN j Ja TER (10) 

i UES mz Akia UD 
ii g H 

Ali 20 = ua (12) 


b) Din condiţia (3d) rezultă ecuaţia transcendentală pentru w, În cazul 
m 4 M, argumentele funcţiei Bessel cresc foarte mult şi se poate tolosi 


| dezvoltarea asimptalică:: DE 


1 
Jo(2) 3 —=(cos z— sin 2), ` (13a) 
Ka 


| l Nu(2) z% Jao S D (13b) 
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cu condiţia ca z să crească nelimitat, La limită, 


y = 3 cos cl, (14) 


4 


Cu ajutorul lui (3d) se obține condiția echivalentă, 


i 


oy ôy `, 3 
== =r m t= L, 15 
ðt? l ar = 
de unde x 
OEE (16) 
L 
Problema 6.20. Se consideră o membrană pătrată, cu latura a =4 cm, pi 


densitatea superficială o =10-1 kg-m72 și tensiunea T =10° N-m-2. Membrana 
se află sub acţiunea unei presiuni egale cu 102 cos œt (N-m-2), care este repar- 
tizată uniform prin toată membrana. Să se calculeze amplitudinea deplasă- 
rilor centrului membranei, la frecvențele de 400, 800, 1 200, 1 600, 1 809 și 
2000 Hz. Frecările se neglijează. 


Soluţie. Dezvoltarea Fourier a peaa distribuite uniform în spaţiul 


| coordonatelor este : : i 
| P = -5 2 Pas sinsin 7. 
a 


Coeficientul Fourier este dat de E 


f ai 155) IP BLA j 
S- nm e sin mE aH dz dy, 
DD RR aa E 


unde m şi n sînt ambii impari; 
"Deplasarea centrului pătratului este 8 


NT 
sin = roni T sin e 


16. 16-10 
e dar! T e] TEE -— y 
ca „SEE. apt 


unde 


% Ay 
Pyecvenţele modurilor normale de oscilație sint: 
iagi : 


vı = 1770 Hz, Va = Va = 3 950 Hz, vas = 5300 Haz cte, 
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Cu ajutorul primilor trei termeni (incluzînd şi dubla degenerare) se 


obţine că: 


MEI = 1,62+101 | 1 i 2 1 
dr? va = va 3(V E v OO z 3 
Sano fielas ai atahin o a a 
1770? — v? 3(39502— v?)  9(5 300? — v?) 


Termenii superiori au o contribuție neglijabilă. Amplitudinea depla- 
sărilor centrului membranei are valorile : 


(Hz) (m) 
400 1,22+104 
800 ` 1,48 -10~ 
1 209 22021057 
1 600 7,07 -10 
12470 sala i œ% 
1 800 37,45-10~ 
2 000 4,93 -107 


Problema 6.21. O membrană circulară neamortizată, cu raza de 2 cm, 
densitatea superficială o = 1 kg-m-2, tensiunea T = 6,31 -10? N-m™, se află 
sub acțiunea unei presiuni repartizate uniform prin membrană, egală cu 
4-10* cos œt (N:m-2). Să se calculeze valorile amplitudinii centrului membra- 
nei, la frecvențele de 200, 400,:600, 800, 1:000 şi 1200 Hz... 


ý Soluţie. Dezvoltarea: Fourier a: presiunii Tepartizate uniform în coordo- 
natele spaţiale este: 
p = PonJo (=) (1) 
== a E pi 
Sal ee ARE 


Coeficienţii Fourier sint: 


ERa oest atata Gyuri 
p*Jo (E =) PonJo (F) E (2) 
GE ee = dp DASEN Aa a 


Integrind (2) pe suprafața membranei rezultă: 


a 2r j 
| pu (ZEE) ar de - | ` pda [EST ae (Pia Je ar a, 
a UFJ tH a Q 
09 n ĉi 
sau (oa et [d EI 
$ a x 
: HEA BA A iu i HARTINA Po R BnR 
ar T, (daaa) dr e ma hda a 
3 pri SiN taii di fă TFE ARTERE A ALI! Tai 


[i $a Te 
Fip aiin i i BH i i seta Ant 


de unde tă e ee 
Esi 2p IÈ HPF rS i H EIRENE 


rEg) 


iann ati pa 


se asa ARE a 5 -— APELE Alei $ ii 
UTER GIT he 


Deplasarea centrului membranei este: 


M= aaeb a gi Toir, cos wl. 
pu olwg — w?) a 


În centru, r = 0, astfel că: 
Je e=] ai], 
d r=0 


Amplitudinea deplasării centrului membranei este : 


2p 1 
In| = = ET = 
x o) di Boul Ji (77Boa)][co3 — 07] 


l 
2p ; 1 e 
4x20 A TBosdal Boa] va a v’] 


j: 3 OTER D | HUU S 
Frecvențele modurilor normale ‘sint: 
= 25 gss ua Biesihromssn Stalyono dasidaiam O iL. armsld 
e O 16.0 = T aooniaaat emal ! o ăisi 
iastan {i Von og Port 


(13 fij | j taf IR ä 
astfel că pentru.n =DE 2,3; rezultă váloril®:. 00) 


Va = 480 Hz 99, 1221405 Hz Ngy 1735) H2: 


să H i p l 
ax A4 31 FRE 99 HNIDEUJH 


Cu ajutorul doar a trei moduri normale se obține că 3 
i) | ae RE / a 
i, E: 1 1 
în 2,0200 ERIE a 
1,25(va — v?) 1,88(v3 — v2)  2,35(vâ — V?) 


f 


După calcule rezultă valorile : 


A kia] e i Km) | 
200 7,83-10-3 
T Her 400ix $ 222 "LOT? q i a ES (~ 
481 00 
a 000 13,5, :10-2 A 
if iae ies | Ezi 8 800, * sii 5,4510 bD ab fa ial 
ti AS 1 000 .0,55:10-2 
1 105 00 
1 200 4,111073 


Problema 6,22, Temperatura aerului; deasupra unei membrane orizontale 
este egală cu T, 33001. Sub această membrână, aerul are temperatura 
T, = 280 K. Se presupune că apariţia unei unde ‘sinusoidale pe marginea 
membranei generează unde gravitaționale, cu lungimea de undă Aşi cu-e 
amplitudine mică, Să se calculeze viteza de fază a acestor unde în funcţie de 
lungimea de undă A, presupunind că membrana are dimensiuni foarte mici. 


, G, 


Aerul se va considera gaz ideal, =h^h- 


% 
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Soluție, Se nolează cu pı densitatea z 
aerului deasupra mombranei gi cu Pa 
densitatea aerului dedesubtul membra- 775 
nei, Presiunea verifică ecuaţia : a 


V'p m 0. (1) Fig. 6;22 
Oscilaţiile marginilor membranei, după legea 
[= A expli(hz — 00], (2) 


(fig. 6.22), induc variaţii mici ale presiunii față de valorile statice, 
Aceste variaţii se micșorează odată cu îndepărtarea de marginile membranei. 


Atci, 
Pı = — p192 +- Bı expl— kz + i(ke — ob] 
Şi 
Pa = — p192 kepa exp [kz + i(kz — ol)], (3) 
unde Bi Şi B sînt constante „care lind la zero, dacă f = 0. Condiţiile la limită 
se scriu : sie 
Da = Pe, pentru z = f (4) 
şi din ecuaţia EEEN ERTES 
| 2) — Vp 5) 
Si ga) A at (a SAT AR 5J [z9 ? 
rezultă ; E E ji 
; (44 CD AURTEN 33 2p, 03 hii. $ i 
Pi Er i și Pf TARIO vb BIS (6) 
Oz z 
Deoarece f este mic, condiţiile la limită: se pot scrie sub forma : 
Ee — pPiJA + B= pP29A + Bo (2) 
[' DE 1% Sa) 
lasi os D kpr (= 00 a (8) 
È: SO tn KPa. ride Pt Eta sta) (9) 
în de unde 
A i Mpa kg (10) 
P. (aak F pa) 
Din ecuaţia (10) se observă că exislă sauti doar dacă Qa > gı; Viteza 
de lazăsaa Pis g ni PA TU 
ra e i i 
ERORE -je ăia E [les TE ui i : uy 
k (pa t ph 2r(p+ ke) 
Dacă se consideră actul guz ideal, > a; | ] is 
a BM à (12) 
üza Dl 
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şi 


PI ta &/ i] A /2 
V se Pad Pi 0,2372 (13) 
2n(Ta + 11) 


Problema 6.23. Se știe că soluţia 


AR ci generală a ecuaţiei unei coarde fixate la 
2 2 capete (condiţiile la limită: y =0 pentru 
Fig. 6.23 t= 0,1) este: 
00 
y DD i ai e e ief N d 
l l l 
n=] 
coeficienții a, şi ba fiind dați de expresiile: 
1 
2 
a, =— | f(x) sin uut dx; b, = 2 g(x) sin nay dz, 
l l ntrG, 


dacă la momentul t = 0 se cunoaște forma coardei și viteza fiecărui punct al 
coardei, adică, dacă: 


y(2.0) = fa) și (2) | 


Să se scrie soluţia explicită pentru: a) coarda ciupită la mijloc; b) coarda 
lovită într-un punct al său. 


= gta). 


t=0 


Soluţie. a) Cînd coarda este ciupită la mijloc şi deplasată cu distanța d 
faţă de poziţia de echilibru, se prezintă ca în figura 6.23. Astfel, 


| 


not doyo) So) =a, “pentru 0s v < = 
şi. 


opel: 


y(z, 0) =f/(2) == — 2), pentru = 


Coarda fiind lăsată liberă, după ce a fost deplasată, 


ôy 
ptas = T = 0. 
( a g(x) 
Deci, 

1/2 E u2 


i 1 
2 as 
d, DA f(x) sin DT de TE f(x) sin ARE a E 4 an a sin et det 
l eal ) l all l 
ia | 


2d 


nr% 8da nr 
— \ (L sin dg | = sin — 
T rN ) l | mimi e 2 
j2 N 
siuba = 0. 
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ut Noile i 


Soluţia generală a problemei este : 


o 


ma E a, alik nna nr 
y = —— Sin ogi == 003 mee f, 
Ri 2 l 
nmi 


Se observă că pentru n == 2m, m == 0, 1, 2, ..., se obține sin mr s0, adică 
termenii de rang par sìnt nuli. În concluzie, coarda va emite numai acele 
armonice pentru care nu se formează un nod la mijlocul ei, 

b) Dacă la è = 0, coarda este lovită cu un ciocan în punctul y == p, atunci 
condițiile iniţiale se scriu: 


y(x 0) = fw) = 0, 
pentru 0 < x < l (coarda nu suferă, practic, nici o deplasare), 


3y glx) = 0, pentru 0 & t < p, 
a = g(p) # 0, pentru v = p, 
A (gla) =0, pentru p < a <, l. 
Atunci, l 
an: =0 şi ba ae g(p) sin E., 
nre l 


unde integrala s-a considerat extinsă asupra unui element foarte mic e Şi 
s-a înlocuit dz prin £. Deci, . 


00 
y — 2e9(p) N Li e EPA ITE int, 
TC i ea l 
s nal Re e E ana PERRE 
Se observă că în punctul v = p, nu poate exista un nod. Pentru a avea 
un nud în acest punct, ar trebui ca l l 


Hne = 0, adică, p GA unde m 30, 1,2, 
i i i n. ar bi teza Š DA 


Deci, nu apar acele armonice cărora le-ar corespunde un nod în punc- 
tul p, deoarece în acest punct, deplasarea nu este nulă la orice moment de 
timp (aici coarda este lovită). i 

Problema 6.24. Se consideră un tub de lungime 1 = 0,85 m. Știind că 
viteza sunetului este v = 340 m»s-3, să se determine numărul de oscilații 
proprii ale coloanei de aer închise într-un tub, ale căror frecvențe sînt inferi- 
oare lui v = 1 250 Hz, Să se studieze două cazuri : a) tubul este închis la ca- 
pete; b) cele două capete ale tubului sint deschise, admiţindu-se că extre- 
initățile deschise prezintă ventre. 


Soluție. Relaţia dintre frecvență şi lungimea tubului în cazul rezonan: 
tei este: ; bci ; 


nie iaca pabila ale e 
luLesaiiie văvinaipo ze BC, a ji 


unde Z; şi Z sînt cele două impedanţe terminale. 
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a) În cazul tubului închis, Zi =Z; =. Deci; 


oL 
Ga 
se 
de unde 
tm n D= 2n ——— = 1002 1 
) (2n+1 Da == (2n, + ); 


Dar, 102m7. 3 1)1250;adică inpar =15;75. Bea n sa f; 2, 3 4305, 
adică, apar :6 oscilaţii. ; 


b) În cazul tubului deschis la ambele capete, 


Zi ZA =0; 
Too s | 
de unde S ete s (45) 
340 13 
Vn efyn + — = 200(n + 1 
2T (n D -0,85 (n + 1) 
şi aS e 
= nie 977250) iè O „5 
der) i arian 03 
w. Ghi à ă Lis iei DI nees 3s 55. 
Rezultă că 


san =051412,.3,14/5, | 
adică, 6 oscilaţii. i Și 


Problema 6.25. Ecuația unei unde sonore plane progresive este de forma f 
f = 60 'cos(1'8004—5, 132): [um], "unde 7 este timpul în secunde işit se mă- 
soară în metri. Să se determine : a) raportul 'dintre amplitudinea “de depla: 
sare a particulelor mediului şi lungimea de undă; b) amplitudinea vitezei 
oscilaţiilor particulelor; mediului. şi raportul dintre aceasta şi ‚viteza de pro- 
pagare a undei ; c) amplitudinea oscilaţiilor deformaţiei relative a mediului 
şi relaţia cu ap unea. vitezei. „de oscilație a particulelor. 


i Răspuns. 2 bati aa 
a) i — 5,1103. 
pai Ei | i; 3 yana 11: -10- 3 mesrl; '3,2-10-4 mesei să MEA i 
ik i idee = 3 210; (za) cl) 
= indie A beta] E e a E re ei 


unde. C = 340, m/s: 


Problema 6.26. O undă plană, a cărei formă se exprimă prin ecuaţia 
f(z, t) = ae cos(ol — kz), unde a, y, œ şi k sînt constante, se propagă 
printr-un mediu omogen. Să secalculeze delazajul oscilaţiilor în punctele f 
în care amplitudinile deplasărilor particulelor mediului diferă unele de altele 
cu n = 1,0%, ştiind că y- =0,42 m=i gi A = 50 cm. ` 
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Răspuns. 


27T T 
AD —=—— =] — n= usi =0,3 rad. 
yA yà 


Problema 6.27. O sursă punctuală izotropă ; emite oscilaţii sonore cu 
frecvența v = 1,45 kHz. La distanţa m = 5,0 m de la sursă, amplitudinea 
deplasărilor particulelor mediului este a = 50 um şi în punctul A, aflat la 
r = 10 m de la sursă, este de p:=:3 ori mai mică, decit as. Să se determine: 


a) coeficientul de amortizare al undei; 'b) amplitudinea vitezei oscilaţiilor 
particulelor mediului în punctul A. 


i Răspuns.. i gant, l 
in = 
a) y = SAs 0,8-10-2 cm~, 
PE 
p) 
b) e SEX E ,5510253%m si 
n 


Problema 6.28. O undă sonoră cilindrică armonică se propagă printr-un 
mediu omogen. Coeficientul său de amortizare este y. a) Să se serie ecuația 
undei. b) Să se determine raportul intensităţilor sunetului, la distanţele r, = 
=2.m Şi te = 12 m de o sursă liniară, dacă y =4-10-? m~t. 


Răspuns. 


Ape 


a) f(T t) = 


cos (ol — kr): 


b) la 8 N 28 EA 
I Tı 
Problema 6.29. Se consideră o undă plană staționară, cu frecvența 
v = 1 000 Hz, în aer, în condiții normale. Diferența dintre maximele de pre- 
siune şi presiunea atmosferică este -+10-1 N-m=™. Să se calculeze : a) depla- 
sarea maximă a particulelor față de poziția de echilibru; b) intensitatea 
sonoră. 


Răspuns. 


a) A = Ps E3610- m. 
Ope 


b) Te Re 1 1351050 aS, 
2pc 


Problema 6.30. O sursă de oscilații, cu frecvența de 1 kHz, este aşezată 
în apă. Fluxul de energie emis este egal cu 1 W-cm-~?. Să se calculeze ampli- 
tudinea A a oscilaţiilor moleculelor de apă, accelerația maximă B a acestora 
şi amplitudinea u a vitezei de oscilație (C = 1 450 m/s). 
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Răspuns, 


2 


Uo = || =R= 0,122 m/s. 


pC 


Problema 6.31. Să se calculeze frecvența fundamentală de oscilație a 


unei bare de oțel, fixată la cele două capete, 


lungă de 7 m. Densitatea fierului 


este p = 7,8:102 kg/m? şi modulul lui Young este E = 21:10: N/m?. 


Răspuns. Eon 


ir a Je 865 Hz: 


Po 


VEGS ENID O BEA netnidoa d 


ma e 


II. FENOMENE TERMICE 


| 
BERD oil ca ee IEEE n E e e 
| 7. TERMODINAMICĂ 


Breviar 


| Termodinamica studiază fenomenele condiţionate de acțiunea în ansam- 
blu a unui imens număr de molecule sau alte particule în mișcare continuă, 
din care se compun corpurile înconjurătoare, adică, forma de mișcare a ma- 
| teriei care se numește mişcare termică. “eine dinamica și fizica statistică, 
studiind forma de mișcare termică a materiei, cu legile lor specifice, se ocupă — 
f de fapt — şi de fenomenele mecanice, electrice, magnetice etc., din punctul 
de vedere al -caracteristicilor mişcării: termice. Conținutul fundamentat 
al termodinamicii îl reprezintă studiul legilor care guvernează mişcarea ter- 
mică în sistemele aflate în starea de echilibru, precum şi trecerea sistemelor 
în starea de echilibru. 
Primul postulat al termodinamicii afirmă că: un sistem termodinamic 
izolat ajunge totdeauna, după un interval de timp, în starea de echilibru termo- 
dinamic și nu poate ieşi niciodată de la sine (dacă parametrii externi sînt men- 
tinuli constanți ) din aceaslă. SEA ea „Acest Postulat a are. rolul de principiu: director 
al termodinamicii. sc ef a A Diete x 
Al doilea postulat al Solia micii arată « că : starea de echilibru termo- 
dinamic a unui sistem este determinată de cei n parametri externi a, az, ..., Aa 
si de o mărime, T, care poartă numele de temperatură. și: caracterizează starea 
internă a sistemului. Acest postulat stabileşte existența temperaturii ca func- 
ție de stare pentru sistemele în echilibru şi arată că pentru un sistem termo- 
dinamic cu n parametri A există n ecuaţii termice de stare, Ap = 
Arklai, az, -s an DT), SR 2, .î4,-n) (W)-şi o ecuaţie calorică de stare 
Ci = bilan Mas n-a, T) (2), 7 fiind; energia internă a sistemului. 
Primul principiu al termodinamicii afirmă că : dQ = d: + L (3), unde 
dQ este căldura elementară primită de sistem; d2; este variaţia energiei ìn- 
terne a sistemului şi dL este lucrul elementar efectuat de sistem. Capacitatea 


$ ô 
calorică a sistemului este dată de expresia: Cass as--: | a) ; ” capacitățile 
i Ep i j k 


AT je 
do 


şi capacitatea termică, de C ==>. Ecuația  dile- 
Tea aT 


latente, de A -{ 20 


da; 
eT all 
renţială a unei transformări politrope are forma (3) dp sr) dU =0, 
| ap JV "AU ly 
Co i i 
unde n'= = èste indicele politropiei, 
| Cy — C 


Conform celui de-al doilea pripoipij al termodinamic cii, în cazul proce- 
selor reversibile, variația entropiei este 


ds i A: d. (4) 


Cînd sistemul efectuează o transformare de la starea X; la starea 5, rezultă: 


E, 
d 
| L- OE o (5) 


În cazul unei transtormări ireversibile, se poate scrie: 


0 sită 

) ; qona < SED — SX), (6) 
2,>5 

unde Q$ constituie Ei surselor T, la ran lormarea cre ela 

De: dapis intinitezimal, avem : : 

l dS = 95, 4 La EE (7a) 
unde 
e 310 Er ab (Zb) 
Ìn expresiile (7), as; este văriaţia “de Tep a mediului exterior, câre ce- 
dează căldura dQ, şi” d$, este entropia „creată“ în decursul transformării, 
cînd această este ireversibilă fiind pozitivă și cînd aceasta este! reversibilă 
fiind nulă. Între ecuaţiile termice de stare Şi ecuația calorică! ae scare există 


re lațiile : 
af QAp 
E 


“Studiul complet al unui sistem” tetiiodiname (sè consideră cazul unui 
sistem simplu) se poate face dacă se cunosc : ecuaţia de stare, 


E ag, 1 (k = E aero inte) 


da, 


N PO aA, a aD (9) 
şi Tormele diferenţială: ale lucr ului şi căldurii, EE 
Š a ~ B E rima B3 Ei BIB „AL: îs að ai = ec za ns și (10) 
şi aimo) i TâL95 N J 5 Î013]zs  Tidaris18a - 
à nä = CHO; 1 AT 40. iT) daO. ; (11) 
Cele două principii ale, termodinamicii permit să se obţină - 
G 
0.7) 3 A Mifac, 
09 


plecînd.de. la ecuaţia, de. stare. Deci, experimental, este “suficient, în afară 
de ecuaţia de stare, să se dea Coy(Oo, T) adică, o funcție de o singură 
variabilă, Tabelîndu-se funcţiile Cy și A pentru n valori ale lui (0 şi n ya- 
lori ale lui T, funcţia de două variabile va cere n? date, în timp ce funcția de 
o variabilă cere n date. “În aceste condiţii, rezultă că este posibil să se cu- 
prindă întreaga informaţie termodinamică,” necesară pentru a studia un sis- 
tem, într-o funcţie unică de două variabile. Astfel, se definesc, în acest scop, 
funcțiile termodinamice : energia internă, di => A(O, S) entalpia Hi= cit 
FpO = H(p, $), energia liberă E =i — TS = F(U, FT)ẹşì entalpia liberă 
Gidl ima bS i Fiu usr KO ES Gpl) Dacă se CANARI h= 
=2 (O, O) atunci eliminînd pe S din. relaţiile 
E aa N 
IR 4 , S == — 
(0, S- E) 


ae 


şi 


p», S) zi) 


20 
rezultă 
f(p, U, T) =0. (12) 
De asemenea, se obţin expresiile : 
EL = — îti dO 
$) w 


şi 


— Phlas? a O 
În mod asemănător, se pot obține ecuația de stare şi expresiile pentru dQ 
şi ËL, cînd se cunosc celelalte funcții termodinamice. 


Ca potenţial termodinamic al unui sistem, la volum şi temperatură con- 
stante, se utilizează energia liberă şi într-o transformare reversibilă sau ire- 
versibilă de la starea (5) la starea (52), avem: F(5) — F(X) > 0 (15). Ca 
potențial termodinamic, la presiune şi temperatură constante, se foloseşte 
entalpia liberă şi într-o transformare reversibilă sau ireversibilă de la starea 
(3) la starea (%2); rezultă: G(X) — G(X) < 0 (16). 

Cu ajutorul primelor două principii se pot stabili, de asemenea, condițiile 

de echilibru ale unui sistem simplu în contact cu un termostat, -echilibrul 
între faze şi relațiile corespunzătoare tranzițiilor de primul şi de al doilea 
ordin. 
AL treilea principiu al termodinamicii afirmă că: entropia luluror corpu- 
T rilor tinde către zero cînd temperatura se apropie de zero absolut, dacă la 0 K sis- 
~ demulse află la echilibru termodinamic. Acum, entropia unei stări oarecare (5) 
“a sistemului este definită, incluzînd constanta aditivă, de integrala 


Š | áQ 117) 


unde integrala este luată de-a lungul unei transformări reversibile de la orice 
stare cu T = 0 K (limita inferioară) pînă la starea X. 


PROBLEME 


Problema 7.1. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat în destinderea 
izotermă a unui kmol de gaz ideal, de la presiunea de 10 atm la presiunea 
de 1 atm, în fiecare din cazurile : a) destinderea gazului are loc într-o singură 
etapă, de la 10 atm la 1 atm, cu condiția ca presiunea atmosferică să rămînă 
constantă ; b) destinderea are loc în două etape: în prima, gazul se destinde 
| de la 10 atm la 5 atm, la presiunea constantă de 5 atm, în a doua, gazul se 
j destinde de la 5 atm la 1 atm ; c) destinderea are loc în trei etape: în prima, 
| gazul se destinde de la 10 atm la 5 atm, la presiunea constantă de 5 atm, 

în a doua, se destinde de la 5 atm la 2 atm, la presiunea constantă de 2 atm, 
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iar în a treia, se destinde de la 2 atm la 1 atm; d) destinderea are loc în nouă 
etape cu o scădere treptată a presiunii cu cite o atmosferă ; e) destinderea 
are loc într-un număr infinit de etape, în fiecare etapă presiunea externă 
fiind, cu o cantitate infinit mică; diferită de presiunea internă a gazului. 


Soluţie. În fiecare etapă a destinderii, se poate considera că lucrul me- 
canic este egal cu produsul dintre presiunea externă constantă şi variaţia à 
volumului gazului. În primele patru cazuri considerate, -presiunea este con- 
stantă în decursul unei etape şi are o valoare finită, deci lucrul mecanic efec- 
tuat de gaz se exprimă prin relaţia : z 


SIP JA 
iar pentru un kmol de gaz, iz | 


| -AD= = RI(pa 5 => “pal papu. == CEE 


unde p, şi pz sînt i iniţială, şi finală. Lucrul mecanic efectuat de 


gaz intr-pretapă;dexine: suta 3h sitiiina omida Jog 22 1oântensza Doze al 
„ta 2 Ti ppt rapi i ae Case | 
FL IR ATAT ZO (iri 8) ITI AIGE E | 
iar. Inerus: mecanic, total este o-rint iz podik sioiuris EX 93i lil 0 a Biata | 
ER GAA ZFF 2708 ar e aLL BAS Bl Bb glie cil; 


rai î2 ordsizore Bl „Siasiibocrtoi iile 


m 


Lucrurile inc tiireare etâcțuate ni fiecare! "etapă, “pentru "Căziirile haderi 
sînt trecute în tabelul 7.1. Se observă că valvarea! Hacrului-mecânic” efectuat 
de ' gaz “creşte “cu /numărul' etapelor şii: că! e bei mecanic maxim se! obţine 


pentru un număr: infinit de etape. 


ID îi pp E RT In(p./p2) = == 2303 RF: Cidiţia” eset ' jéntřů obți- 
nerea unui jurul mecanic maxim este ca forța: exterioara şi forta de reacțiuire 


TEIZ [9m8 PE 


Aath 


III VIEO i 


—L(x RT) (J) 


0,900 


0,500 
0,800 5 
1,300 


ií 


4250 01323b 


(t 3 JUNGI I 
IOBA Ke BITE leom lA Bonnie q E? Iaițib t09 Dms] 
îriitesb ge luzha igg ni paelo giuob [ni oul ge £ 
2 lussa snob p ul „ce © sh Elogienos |ednuiagiq al 
amig uit : oqeito igri gi so] ia sst8boitasb (n Amis | 
Fais 6 sb Biniteaoa 9oauiexq si Andis B oi mte Orf 


ieis £ 9b Etnelesoz ssunizarii al ite S |il nis € ci abis 


i nin © 0,9334 a ini 
sb ESTE mea talie: 110,300 12 fg d 
»bnitzoh 4B30ab e ii: 


SEI bo — Kisi ab aualdoia sh oebiu) 
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echilibru sau reversibil şi este un proces limită spre care se tinde fără a se 
realiza. El este un proces etalon cu care pot fi comparate procesele Teale, 


Problema z. 2. Să. se--arate că un proces adiabatic cuasisțătic// sanit 
d un -gaz-ideal, care-are-căldurile molare constante, are ecuaţia; PU = con- 
stant, unde y = Cop i 


„© P 
"Z 
Pa 


Problema 7.3. Energia- aolară internă a Unui gaz moriGatomic, care! âs- 


cultă de ecuaţia de stare Van der Waals este dată de å TOR RT. SES tunde 
2 33 


aam iei, 


<U este voluniul'imolar la temperatura T şi a este o constantă. Iniţial, kmolul 
de gaz se află la temperatura Tı şi ocupă volumul (U,. Gazul este lăsat să ex- 
pandeze adiabatic. în vid, astfel încît „ocupă, yolumul (0,. Care este, tempe- 
ratura finală a, gazului ? Pentru azot, 'a = 1,39 (/mol)2' atm. 

1 l 


2a i 
Răspuns. Te = Ti +-—— sale = ii În cazul azotului, T, — Ti = 
, A 


ZN : Eau T |- A (d 


i 


i 


Problema 7.4. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat de un kmol de 
gaz perfect într:0 compreșie cuasistatică îgiabatită, de. la volumul OQ, la 
volumul O3. i SL 


Răspuns. L = 


1 EN 1i Dat 
1 (più: — pas). = ` ja 


Problema 7.5. Un kmol de`gàz perfect efectuează un ciclu cuasistatic, 
care constă din următoarele patru papei succesive : (1) de la starea 
(p Ù), la presiune: constantă, la stared (pu K 02) (2); la Volum constant, * 
la starea (pa, Ua) ; (3) la presiune constantă la a (p U); (4) la volum 
constant, inapoi la starea, „iniţială. Să-se) = aa lucrul efectuat şi căldura 
absorbită de gaz în acest ciclu. E Y, 


Răspuns. L = (p: = R(Q = U) -Q =Le, 


Problema 7.6. Se consideră; un „gaz, Îmi pertecţ, „conţinut 
întrun: cilindru, orizontab’ închis ew uni pistom daxe se deplasează. fără frecare. 
În “stareaili Amiţială, so gazul žiare Joi “ezhporatiiră! Tj! 300 | Kiruh volum!) 
Oi: agi aneng o. “ptosiure po HE Ni ea) Sif iind T Acest gaz la ocom” 
presie izoterma pină is se atinge ‘Presiunea, pa, = TO să, se calculeze, volumul. 
final, Şi! schimburile’ T “de lucru şi călduyă £ ale gazului çu. mediul exteriori. b) Dess; i 
Uinzindp-se: "gazul în mod 'adiabatic, și! ireversibil, „astfel: încât: săi tic 'readus'la + 
pr cbiunea: inițială) săbsecalduleză /vohinvulfînălal” gazùluiy "scăderea dè tems 


ł b endi pat le Fri AIA baie gibst ui 
ena AT Și A greta d TAE pid] (a «pusa aluat im 


zici N i raportit 23 călduri ilor a Ice Birl ibe tips s ii 
presiune și; volum; constantan m lOc) G iazul, „N. bhluno zig tb i 


gti aiba 


fiind readus la condiţiile iniţiale (Po, (Oe, sul. ppt sa aa l2oiltoq 

presiune constantă, să se determine, în decursul l i | L v` 
acestei 1 ktapstorpaări, „Yariati® = enprgiți pintere niditidos KE i aigas 

luerukaşi; çäldura. schimbate eu! „mediul extoniozanti Q} ofig 28 -= nü : aiò 
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AM, 


ELI 


PD 7707777 


Fig. 7.6 Fig. 7.7 


ISÄ 


0 v=ou 05181 pr 


Răspuns. a) Lan = poU». In(po/p.)= —230 J; 0,= e Po 104 m? ; 


Pı 
Qag = Las. 
(y—1)/Y 
b) U: = V 3 = 0,518-10-5 ms; 
Pa 
(e —2)/% i. 
ed ATS ny arges Pa Ez Kj; Ipi 3 
\ Pi ; 
Lac = PKO a 0): =120;5 J; 
liss 
Alipe = —Lpc. 
(y-1)/Y 
c) Ada, ah = (3 |- NS ATE 
ty Pı 
E T Po (y-1)/Y iu - 
Leca = poo |1 ZAS 2 
Pı 


Qca = Abica -+ IA = 168,75 dja 


Problema 7.7. Un cilindru cu pereți adiabatici este divizat în trei com- 
partimente A, B, C, conținînd fiecare cite un kmol de gaz biatomic (y = 7/5) 
(fig. 7.7). Pereţii despărțitori, M, şi M», sint două pistoane mobile, care se 
deplasează reversibil, fără frecare. Presiunea inițială în fiecare compartiment 
este de 10 N-m-? și temperatura Toe = 300 K. În compartimentul A, o re- 
zistență, de capacitate calorică neglijabilă, încălzeşte lent gazul pînă cînd 
termometrul din compartimentul C indică To = 360 K. Să se determine în 
starea finală, în funcţie de po, Tp, To şi y, temperaturile, volumele şi presiu- 
nile în fiecare din cele trei compartimente ; variaţia energiei interne a gazului 
în fiecare compartiment și energia w. furnizată de rezistență, Se vor considera 
următoarele cazuri : a) pistonul M, este adiabatic şi M, diaterm ; b) pistoa- 
nele M, și M, sînt adiabatice ; c) pistonul M, este diaterm şi pistonul Ma 
adiabatic; d) pistoanele M, și Ma sînt diaterme. Se dă constanta gazului 


perfect, R = Zio J:-K-1.kmol=:, ` 


Soluţie. a) La echilibru, presiunea este aceeași în toate compartimen- 
tele : pa = Pa = pc (1). Deoarece M, este diaterm, Ta = Pe. În timp ce ga- 
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zul A a suferit o transformare ireversibilă, ansamblul din B și C a suferit o 
transformare adiabatică reversibilă: 


Topo“ = Top". 
Astiel, 


Ta VU1-Y 
pe = Pl =) 5 


To 
În starea inițială, fiecare gaz ocupă volumul U = RTeo/po. În starea fi- 
nală, B şi C au aceeaşi temperatură şi același număr de kmoli, deci ocupă 


acelaşi volum, 
Or- apt te (E pi 
Po (Ic 


Volumul gazului din A a rămas: 


10-a) 
FD ADEN) = ia) T; | (2) 
Po Te 


Din (1) şi (2), utilizînd şi legea gazelor perfecte, se obţine că: 


yl(x-1) 
T.T, e Aa aali 
Te To 


Variația energiei interne pentru un kmol de gaz perfect este: 


Ac, =Cy AT SEAL 
i y— 1- 


Pentru cele trei gaze se obțin valorile : 


Ac,, _ ROIT)’ (3) 
gra 
T.— T, 
Ai; S Alic RT. — To) (4) 
AEE 
În cazul numeric considerat, (T/T) = 0,64 şi (TLN = 


= 1,893. 
În tabelul 7.7, a sint trecute valorile numerice ale mărimilor caracteris- 
tice celor trei gaze. 
Tabelul 7.7, a 


perat T | Variația ene 
Gazul ara p (N-m'?) |Volumal Yam) ze siii Variația [vi] 


Energia furnizată, de; rezistenţă este egală, cunsuma iată energiei 
interne Pentru cele trei sisteme. Din (3) ṣii(4)se/obține că: 


Yi Sil ioiar 


fi 7 YAYAN} 
AENEA IHA 


Pentru datele numerice considerate, w= 16740 J. 
b) picca rer dn: gazele: din B ŞI G Sici o trans domare adiabatică : 


SIZ 


TEPA” i gpl col i6998 ua a a EO 
73 i TATE (7) 


Deoarece, la echilibru, Pa = a p din (6) Şi (7) se deduce că Tp =Te. 
Totul se desfășoară ca și cum peretele . Mar fi diaterm,,, „Pentru, „starea 
finală se obţin aceleași rezultate ca în cazul precedent. 


c) Gazul! din? TOPE pa G suferă. o transformare, adiabatică Trever- 
sibilă, dată de (7). „Se; “obţine” că 


- Fo-aiiițdo- se pois p ToT i bai stiitu AS 
şi 


Penne (RÉP) -aa 1), = 


{iy ard 


o 
Deoarece M, separă ipi A şi 2 diaterm, a = si pind Că pa = Ps = 
= Po, rezultă Cătioq sse sb lori n FER ia KUSIRE 


12 


U, = (Us = (BT/2pe)l3, — (Tol Te) v]. 


Din legea gazelor perfecte sel ! obține că: 
E Tgr = (T/IE cl T) S ind Jet NT okLo)lisz: 


Variația energiei interne pentry gazul A (sau, P este: 


AE WE a JE 
Adi, = Abis = RI; A =1}, 


) 


| zh (Ze z2r 
t pentru gazul. C, n aie 35 Do 

Za To i 
Ti cazul numere "consideră datele Sînt” irecte in tabelul FA N Ahr 


SNES ITI noa) t 
200 Sus Tabelul 1.7, b 


s E OTA yA: ; ani. t api Varia la ener; pi 
| iapa ari m premia p.m n Volumul Y (107) Temperatura T Neal A€,U) || 


Energia furnizată de rezistenţă are aceeaşi expresie tu (5) şi aceeaşi va: 
ioare. 


d) Din Ti'= Ia = To,| se Obține lcă: 


) 


(Oa = Ür = Uc 


(Te 
TRE 


Da = Ps = Popi 
Variația energiei interne este! 
Acad Arts age E_(To— T 
ia = Acip i cz EET c— To). 
Rezultatele numerice sînt trecute în tabas. ce “sa păci ci Mie 
E gan pi) c 


N ariația: energiei: 
„interne AE, (J) 


Ziet HIIROIEE 
p| Presiunea. p (N.m *) 


S atura Di | 


Volumul 'cy (0-23) | * 


i ai "Bi saa? ici 


5360 RE f 11250, Sfi 


= iai ST 4 
i | Pi FAN [a 


TELE za 


-Ji Ts TIE aS SB (d; sideleuoo Kiudisisqargi GONGER TAHSI Ba Bo- IBIU CLIO» 42 
y 1 Pentri energia! rurizată do rezistenţe” se caping valoarea! w = 3 730:3. 
j ` 9ja5. IH lo B3 DALAH GIHIIG 91851 otznsTi 1283998. oN 
„Problema 1.8. Să se calculeze, diferența q căldurilon, anolare, ja. presiune 
şi i Sase constant, GpaGV, pentru un -gaz seal fli să se. parigplasiznze: PR 
tru un gaz ideal. | br (În flzn09= APA) rtoq sfes [129907 


Solutie. (Din primul . principiu jal taneli RE (s eign 


áQ Tia ar | a dO J25 aŒ} :0= 0 íd 
; 2T Jy 


R EEE 25 Ies S E = p) Eer =d a 
Prin definiție, 3 ER JE 
EOX {= x) z ay } ESY 
afsp EE OE E C C 
a RE 
TAT ôT KOTIN 47 Je aE) 
A CUREA e SA O a eT = 


Pentru. un gaz Van „der Vals 


ko sjer sa KA GOEY smrsidoad 

BLAA Sgmotosi dieotqara» o dioah otsoa 
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“titenooo-arastilon e an OÉTI swgih isini suiaroqutal 
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fi EN R togi i Eho vah ateg 
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diferenţiind și ţinînd seamă că presiunea trebuie să rămînă constantă, 
rezultă relaţia : 
nad(0 : 
e (7) nb) + (p rio = nRT, 


(3 
de unde 


dO niab 
ge) please a) 


Atunci, pentru gazul Van der Waals, 
nR2T 


(e pe dd jo — nb) 


(DB 


Cp — Cy = 


iar pentru un gaz ideal, pentru care a = b = 0, C, — Cy = R, care este 
relația lui R. Mayer. 


Problema 7.9. Să se calculeze lucrul efectuat, căldura schimbată și 
variația energiei interne pentru fiecare din următoarele transformări suferite 
de un gaz monoatomic perfect: a) dintr-un recipient avînd volumul de 
28,3-10-3 m?, un gaz, aflat la presiunea de 10 atm, începe să iasă în mediul 
înconjurător, unde presiunea este egală cu o atmosferă, iar temperatura 
cu 297 K. Se presupune că gazul iese suficient de încet, astfel ca recipientul 
şi conţinutul său să păstreze o temperatură constantă ; b) aceeași transfor- 
mare, presupunînd că volumul este izolat termic, iar procesul are loc adia- 
batic ; c) aceeași transformare, presupunind că volumul este izolat termic, 
procesul este adiabatic, iar supapa recipientului se deschide brusc, presiunea 
devenind egală cu cea atmosferică ; d) aceeași transformare presupunind că 
procesul este politrop (p0* = constant), unde x = 1,3. 


Răspuns. a) L]= nRT In(p./p2) = 6 478,55 J; Adi =0; Q =L. 
b) Q =0; L = nCyT [1 — (p:/p) e] = 64174 J; Adi = —L. 
o L= nCoy1lu k — a 2427,3 J; Q =0; A; = —L. 


1 


(x—1)/x 
d) Ad, = nCoAT = —3 66]; L= eei ai (2:) |= 
x— 1 Pı 


= 6 779,7 J ; Q = Ac + L = 3 733,02 Ji 


Problema 7.10. Să se arate că o compresie adiabatică este mai costi- 
sitoare decît o compresie izotermă. 

Soluţie. Scopul urmărit este de a ne apropia de compresia izotermă, gazul 
fiind comprimat de mai multe ori şi la finele fiecărei compresii este răcit la 
temperatura iniţială (figura 7.10, a). Problema constăîn alegerea presiunilor 
intermediare pi, pi etc. > 

În cazul transformărilor reversibile, compresia adiabatică este mai cos- 
tisitoare decit compresia izotermă, deoarece (teorema lui Reech) adiabata 
este de y ori mai înclinată decît izoterma (figura 7.10, b). Într-adevăr, în cazul 


unei izoterme, 
(9) Tah 
20 Je O! 


P d0=0 


dT=0 


iar în cazul unei adiabate, 


ză Dia sape i 
20 js © 

Plecînd de la aceeaşi stare inițială (po, Uo, To), aria ciclului adiabatic 
este mai mare (figura 7.10, a). Acest rezultat este valabil şi pentru un gaz oa- 
recare și pentru compresii ireversibile, deși interesul este de apropiere cit mai 
mult de izotermă. Pentru a urma izoterma BC, de ecuaţie pO = constant, 
se face compresia după BD, intermediară între izotermă și adiabată, deci, 
de ecuaţie pU“ = constant, unde 1 < x < y- Se consideră un compresor care 
funcţionează după ciclul ABDE. Lucrul efectuat este: 


"N (4—1)/x% 
Lı = = Po0o (3) = 1| 
x—l Po 


iar temperatura gazului devine: 


? \(%—1)/x 
Tp = (22) - 
Po 


Acum, cu ajutorul unui radiator cu apă, se aduce aerul la temperatura de 


, 


plecare To şi volumul său, sub presiunea p; constantă, devine GORS cit 
Considerînd al doilea compresor de volum O, şi tuncţionind după ciclul 
ED'FG, lucrul efectuat asupra gazului este : 


Ly = proil(ealp PE 1, 
% — 


deci lucrul total efectuat asupra gazului este: 


LAL FL eE 7 PO [piip + (Palp) — 21- 
X —— 


L este minim pentru pi Apa Fiecare cilindrų (joasă presiune. şi 
înaltă presiune) furnizează același lucru Și temperaturile finale sînt aceleaşi, 
adică De e T ee (pa Bo) O Ene inferioare aceleia care ar produce 
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şi respectiv 
rezultă” că: 


turi (T: = T). y 
=- Constanta Van der Waals a este pozitivă pentru toate gazele, indicînd 
0” forță de atracţie Intre iinolecule și deoarece 1 /as < 1/ars rezultă că Ta a Tue 
Această. concluzie poate. fi explicată molecular prin. faptul că energia, totală 
răminind constantă. (fa =u) şi, energia. potenţială erescind. (moleculele 


Fig. 7.11 


DL 


CyT, = Ti) = (e ai) 


compresia într-un singur timp, de la po la pı- 
Rezultă că utilizarea a 2, 3, ... etaje scade 
totdeauna lucrul total şi cobpară-tempera- 
turile finale ale fiecărui eta],: compresiile se 
apropie din ce în ce mai/niult de izoterma 
BC. 

Problema 7.11. Pentru a studia depen- 
denţa energiei „interne a unui gaz de 


volumul său, Joule a propus o experienţă în care permite gazului o 
destindere liberă într-un recipient vidat iniţial. Dispozitivul experimental 
constă din două recipiente (figura 7.11); A şi B, legate printr-un tub prevă- 
zut cu un robinet. Gazul se află iniţial în vasul A, iar B este vidat. Experi- 
enţa constă în a permite sistemului (gazului) să ajungă la echilibru termodi- 
namic, a deschide apoi robinetul și după restabilirea echilibrului termodinamic, 
a măsura temperatura finală. ARS 

Considerind drept gaz de lucru bioxidul de carbon, cu o comportare de 
gaz Van Der Waals (a = 366.103 N-m~ kmol? bi = 0,0429 m3-kmol72; 
Cop = 3,38R), să se calculeze variația temperaturii (Ta — T,). Gazul se 
destinde de la volumul specifice de 2 m*tkmol”! la presiunea de 10 atm şi 
temperatura de 0°C, la un volum specific de 4 m?-kmol-:. Volumele celor două 
recipiente sînt, egale., i : : 

` Solufie. În: cazul unei destin 
mediului înconjurător, deoarece în timpul destinderii, gazul rămas în vasul. A 
(figura: 7.11) efectuează lucru asupra gazului ajuns deja în vasul B, dar acest 
lucru este efectuat de-o parte a sistemului (gazului) asupra altei părți a sis; 
temului și nu este: efectuat de gaz ca un întreg asupra mediului. înconjurător: 
Ar fi de dorit să se mieşoreze:pînă la neglijabil şi schimbul de căldură, cu; mes 
diul înconjurător, care este constituit chiar din pereţii vaselor şi orice va- 
riaţie a temperaturii gazului, în timpul destinderii, va duce la o schimbare 
de căldură între gaz şi vas. Capacitatea calorică a vasului «ste mare în compa- 
raţie cu cea a gazului şi variaţia de temperatură rezultantă este mult mai 
mică şi mai dificil de observat decit în cazul în; care gazul'ar fi pertectizolat.. 
Atunci, conform primului principiu -al termodinamicii, rezultă că nu apare 
nici o variaţie a energiei interne a gazului. În; domeniul de temperaturi ce 
intervine în destinderea liberă, căldura specifică la volum constant Cy poate 
fi: considerată constantă. În starea iniţială, valorile temperaturii, volumului 
specific şi energiei interne sînt Ti ti respectivi, iar în starea finală Ps, as 
Zi. Din condiția” ca 2a = Or pentru un gâz Van det Waals; 


Í > $ 


30) ME 91817 32: 5 ef 35 Basi 
deri; libere, gazul. nu efectuează lucru; asupra 


5 


Oaa OT 


Toate mărimile, în afara lui a, pot fi măsurate experimental, astfel că a 
poate fi- calculat din valorile măsurate şi se obține o, informație despre 
forţele intermoleculare. aan Dee umar - tie era iai a ISE DADR 


Invers, cunoscînd valoarea lui a, se poate calcula diferența de tempera- 


se îndepărtează unele de altele), urmează că'6nâkgiăcinetidă scade, déci tem. 
peratura scade. În cazul considerat,al bioxidului de carbon, Ta — fi =—3 K 
„Aceasta ar fi variația de-temperatură-dacă--găzul-niar schimba căldură cu 
mediul înconjurător, dar. variăţia“de temperatură măsurată este mult mai 
mică (citeva sutimi de grad). Experienţa pune în evidență dependenţa pener- 
giei interne de volum. Deoarece toate experienţele de acest gen arată o va- 
riaţie foarte mică a temperaturii, se'postulează că pentru un gaz ideal, tem- 


$ 


peratura rămîne constantă şi deci, 


Ea =0 IIN A 
20 T 5 a f 


į $ i > $ 

Problema 7.12. Un kmol de gaz ideal, cu capacitatea specifică molară 
la volum constant Cy, ešte închis într-un cilindru cu pereți adiabatici. Un 
piston: se poate»deplasa-fără frecare în' cilindru. Pistonul sé aflăssubpréšiune 
externă! constantă pu. La un/anuniit moment, presiunea: externă scade sau 
creşte brusc la: valoarea; pza) Să:se-deterniine temperatura şi volum ul gazului; 
după stabilirea echilibrului stermodinamic:iib) După atingerea echilibrului; 
presiunea esté adusă! la valoarea: ps: Săusei calculeze temperatura Tg! şi: wolwe 
mule ps. Să-se, arate 'cărin „urmă «tmanstormării. adiabatice; jtemperatinai şi vo» 
lumul gazului; creseuintotdeaunaasisb se če ig imita J23 Heroni aq KISSE 
ub epăspjuris eu la sints} siss al fundul ig miai wmoulJeaoa oitaib Bra 
AJIB Se be L9 BIOSY O H 59 ea T N 83195 


1020100207, y 
a) T, = CUT R Oa, jagg DIEZIE BIBIE gfir 


TA a CO 20 aO E ag wrga mi 2091 Anseo (g aiia 
z €a- f olimbamnolenail ED kmBIeAp ai ee OD E O E) 
la ve înuisnroqenol 1283908 sbam rie l ieai o ig »iiBdsibB triz 
raza -solq Birob pa Mergo ob FRIII O Taq 
2 
Cy Ta + PV Cy Oı(p2 r Pa) 
b) Ts =a a PLUS eea. 


Ki OA — 2 
M 0; Vă hai E PE 


> | 


Problema 7.13. Să se arate că pentru o substa ță omogenă și izotropă, 
transformările “adiabatică şi izotermă Sint legate prin relățiaz 9 FECI 


T A wih E ) să 


Da \ ôPa ls Y Ob Op Jr 
ahde jhsiib - errmninqrzoo nrimadi aoeniqrii09 nu SD Jemeno Iiron- (d 
 DIIpdBIDa pi eriola) mam ius dib lao: 9t2os Boa sl 
V Coar = 
i 
9 : LE UD ala) lia = ai 
Soluţie. Se ştie că? (o iaoa EAR ă 


åQ = CyaT + (02 — Ga) ady. JOnyuiÄ 
pe N eN AS -IT pl 


Hi 


Pentru up B5R06fiASMPRAȚIEIA GIE,O = mă ig Ele = v ilo whao (o 

l Q=0 și aTa = (Y= Dh ) Ua m 0.4 100 =) 
aiba Enteab Klmoni orni Ris ge saDi ssy 9p le Ba aJ TLF sursidoig 
RT ppt apă; rai poate Tsee căt: „A asuniavney BL „BoUBd 


i S2 52 ua Kmita Bl fnfanuțe rilsa ni dude sa sauniestq ab lu S 
f AN i ir aid a ue | > $ 


i i 1] sug: pf At ude: 5) Blagada 9IBU0I5) 
in să phig Bl ob gya (A draj i ion dia n ae) 
VIU, Ji? Wei igp, Ji DR 9siuolat a 
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Înlocuind pe (2) în (1) se obţine că: 


Be a 

Op Js y LOpDJYUOT/p 

Asemănător, pentru transformarea izotermă : 
E-e: o 
ôp jr Op Jy \ ôT Jp 


Din (3) şi (4) rezultă că: 


1 [ES 1 (sul 
Oa \ 0Pa Js y ON ôP Jr 

Problema 7.14. Un compresor cu două etaje, adiabatic şi cuasistatie, 
comprimă o anumită cantitate de gaz ideal ale cărui capacități molare, Cy 
şi Cp, nu depind de temperatură. La început, gazul se comprimă de la pre- 
siunea p la presiunea intermediară p,; apoi gazul, menținut la presiunea 
constantă pı, se răcește pină la temperatura inițială To. În final, gazul se 
comprimă pînă la presiunea pz. Să se determine : a) pentru ce presiune inter- 
mediară p», lucrul este minim şi să se determine acest lucru ; b) care este le- 
gătura dintre acest lucru minim și lucrul L, care trebuie efectuat pentru adu- 
cerea gazului la presiunea pə, cu un compresor cu o treaptă; c) să se deter- 
mine această legătură pentru heliu și aer. 


Soluţie. a) Gazul trece prin patru stări: (1) Po, O, To; (2) Dp, O, T; 
(3) pu Yi, To; (4) pa, Uo, Ta. Ținînd seamă că transformările 1 — 2 şi 3— 4 
sînt adiabatice și că în stările 1 și 3, gazul are aceeaşi temperatură, se obține 
pentru lucrul efectuat de campresorul cu două trepte expresia : 


L = POLC pol pur + (p,/ par — 2]. 


vi 
Pentru p. = / Pope se obţine valoarea minimă a lucrului mecanic: 


2 
ibaa E 1 PoU (pal p)» — 1]. 
apă 


b) Lucrul consumat de un compresor pentru comprimarea directă de 
la po la p: este cel din cazul unei transformări adiabatice : 


1 


Li = 
1 yei 


PYOol (Pa pot» — 1]. 


Atunci, 
Ln = 2Lil (palpare + 1], 


c) Pentru heliu, y = 5/3 şi Lmm= 0,515 Li, iar pentru aer, v=7/5 şi 
Lmin = 0,64 ÎL 


Problema 7.15. Un kmol de gaz ideal se află într-o incintă elastică adia- 
batică, la presiunea p, și temperatura T,. Să se determine temperatura ga- 
zului, dacă presiunea se schimbă în salturi ajungind la presiunea ps. Să se 
compare această temperatură cu cea a gazului care trece de la p, la pa prin- 
tr-o transformare adiabatică cuasistatică, 
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Sotuție, În primul caz, aerul atmosterie 
lucrul : 


cfectucază asupra gazului 


L = DO: — O). (1) 
Variația energici interne va fi: 
Adi = Co(T, —T,). (2) 
Scriind ecuaţia de stare pentru stările iniţială şi finală şi ţinînd seamă că 
Cp — Co = R, se obţine din egalarea lui (1) cu (2) că: 


m m TE | Da — PD 
n Ti = PE pi P), 
Y pı 
În procesul adiabatic cuasistalic: 


Se observă că Ta > Ta dacă pa— pi> 0 şi Ta < Ta dacă pa— pi <0. 

Deci, creşterea temperaturii într-o comprimare adiabatică bruscă, pre- 
cum şi scăderea prin destindere bruscă sînt mai mici decît aceleași variații 
în cursul unui proces cuasistatic reversibil. 

Problema 7.16. Pentru determinarea căldurii molare a unui gaz se reali- 
zează trecerea gazului printr-o spirală metalică, introdusă. într-un calori- 
metru cu apă. La unul din capetele spiralei se menţin constante presiunea pı 
şi temperatura 7. La ieşire, se menţine constantă presiunea pa şi se mă- 
soară temperatura gazului Ta. Prin creșterea temperaturii apei din calori- 
metru se poate determina căldura cedată de gaz. Ce capacitate molară se 
determină prin această metodă ? f 


Răspuns. 


ETEA 
T: — T, 

Problema 7.17. Pereţii laterali AC şi BD (figura 7.17) ai unui cilindru 
şi capacul său CD nu permit schimb de căldură cu exteriorul. Un piston MN 
izolează adiabatic cele două compartimente și se poate deplasa fără frecare. 
Partea inferioară a vasului permite schimbul căldurii. În fiecare comparti- 


ment se află un kmol de gaz cu capacitatea molară 
la volum c:nstant Co şi indicele adiabatic y. Gazul 


dQ, =0. e ra) 


din incinta interioară se încălzește (sau se răcește) și Z 
astfel pistonul MN se deplasează. Să se calculeze A 
capacităţile C, şi Gs ale celor două gaze. 9 
Soluţie. Căldurile elementare primite de cele două f 7 
gaze sînt: 44/0027 
dQ, E Coy dT, Ie Pı dO, ; (1) h 

A 

A. 


Din (2) rezultă CĂ Sa 


Relaţia (1) se mai scrie sub forma: 


åQ, = CoydT, -= RT, dU, |0. (4) 


Deoarece presiunile celor două gaze sînt egale, se poate scrie că: 
E E TA a (3) 


Deoarece volumul total este constant se ppt scrie că: 
E 


do, + do, 0, (6) 
Cu ajutorul lui (3) şi (6), (5) devine: ” | 
1 i a E Pai dT. 

( + — z] dU, = —. (7) 
Die 0 0 O: 
Din (0) şi (7) rezultă că niono o 


2 562 iuau g stelos tubo esicainri 


"Prolenia 7 -18° Să: ea „deteriziine” coeficiozitul” hi l) în jiincţie 
i : Kie Aies 


de e ZI ce Considerind: aerul, ca. gaz ideaksi stiind c că: Jas atemperaiyrasdo; 286. 


s2 A 0Bi | y sei ob sisoq se uram 
E [ ac, S 93 EI z 
Coy = 20,8 E S A Dosage Ioa, să se 
OP Ju=esec - RÈS 
determine Ez E pe AA ea 
eW Ei Ep EF an q 
aeo a pu e IS ea AS DN EOT a SIX amido 
AXE. ae — 530 i B, (se: jim ti sa luasqe 
mesi HEIN ao ep sinoaCo» bai Jaliap CRT apsjetbe S353 


iFisanics SIRJA nk IrUDIRS indr 


Q 012p? (K: kmol- tac?) 


falon: 


p--Problema-7.19. ră compresor. “eu două. trepte, comprimă. adiabatic şi 
cu isistalic o! anumită. cantitate „de igaz idẹęal,; caracterizat: prin. căldurile: MO- 
idre Csi C% kare nu depind de temperatură.! Gazul este comprimat la în- 
‘put del la a volumul Dinu volum intermediăr' 0; şi apoi menţinind constant 
“volumul; - ește gazul la temperatura iniţială To. Apoi gazul este compri- 
at pină la în, a) Câte este valoarcă” NSlumalui intermediar (0, pentru ca 
lucrul efectuati de compresor să fie minim și çare este valoarea lucrului mi- 
nim? b ? b) Care Care leste legătura dintre lucrul minim Tia 3) lucrul „efectuat d 
Compresor gir cu o treaptă pentru a comprima direct gazul de la ©, la O 
c) Să se determine abtàstă legătură” pentru aigon și azot, dacă 7/7, = 50. 
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-N 


da 


Soluție. Similar cu problema '7.14, 'se obţine că: 


x (O, = VOO 
şi 
L min ret 2L [(0/0) %79 4- 1) rasă 
7 unde 
2P U 
L, = = KOO- 1]. 
am 
Pentru argon, y = 5/3 şi Lmin = 0,42 Li, iar pentru azot, y pE şi 
L nin =0, 62L,. 


Problema 7.20. Pentru a evita dit ciltățile în măsurarea variațiilor 
foarte mici de temperatură, în cazul unei expansiuni libere (problema 7.11), 
Joule şi Thomson au imaginat o experienţă în care variaţia tempe- 
raturii unui gaz în expansiune, nu este mascată de capacitatea; calorică relativ 
mare. a corpurilor înconjurătoare. Experienţa „este; folosită; la ; lichefierea 
hidrogenului şi heliului. Ea constă în traversarea de către, un, curent continuu 
de gaz a unui dop poros» aflat într-un tub. Gazul intră în dop la presiunea Pi 
şi la temperatura Tı şi iese la 0 presiune mai mică pa şi la o temperatură mai 
mică Ta. Dispozitivul este izolat termic astfel că după un timp de Functio- 
r nare suficient de lung pentru a se stabili o stare staționară, singura căldură 
pierdută sau cîștigată de curentul: de gaz se datorește -imperlecţiunii izolaţiei 
termice. Deci, în starea staţionară, gazul nu cedează căldura pentru a mo- 
difica temperatura, pereţilor, şi capacitatea, calorică mare, a, pereţilor nu; mas» 
chează variaţia! de temperatură a gazului (figura 7.20,.q). Să se calculeze dife- 
renţa temperaturilor Ta — T, pentru bioxidul de carbon, care are 0/'compor= 
tare de 'gaz Van der Waals. Valorile constantelor sint':'a = 366-102:N-im-4- 
-kmol“?3 b'220,0429 mkmol; Cy = 34R. Gazul se destinde de la Volu- 


mul specific, Bu = 2 m5/kmol la D = =4 m?/kmol. brah TE : 
Fsi Solufie: Se. consideră .că la un: nioment-dat; se introduc în ouha AA, isa 
toane, cîte unu! de fiecare parte (figura:7.20, b), închizînd' cite o masă de gazi 
Forțele care acţionează asupra pistoanelor,, vor fi: Fi = pA şi Fa = PsA; 
unde A este aria pistoanelor. Dacă pistoabele sînt deplasate spre dreapta, în 
figura 7.20,b, cu viteze “egale cu “acea a “gazului, starea de o parte şi de alta 
a pula nu se modifică. În intervalul de timp în care mäsa ‘mde gaz ` “trece 
prin dop, volumul gazului din partea stingă scade cù Oi = Mma, iar 'cel din 


dreapta creşte cu U: = Moz, “unde a, Şi a, sînt volumele specifice ale gazului 
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în cele două recipiente. Lucrul mecanic total efectuat de gazul dintre pis- 
toane este : 


L = p0, — PO, = M(paoa — p10). (1) 


ă Variația energiei interne este egală cu variaţia energiei interne a ma- 
sei m, care trece prin dop, adică 


Ca — Via = m(e2 — e), (2) 
unde 


ĉi ="Ca/m Şi e= Cum. z 


Datorită izolației termice, căldura propagată prin sistem este nulă. Atunci, 
contorm primului principiu al termodinamicii :] 


n + pO Ebt P:02. 


Variația energiei interne nu este nulă, ca în cazul destinderii libere (pro- 


blema 7.11) şi variația temperaturii de la gazul incident la cel emergent Ñ 
este mult mai mare. 
Dacă gazul are o comportare Van der Waals și Cy este aproximativ con- 
stant, ca în cazul bioxidului de carbon, din primul principiu al termodinamicii 
rezultă că: A 
RT,b 2a RT,b 2a p 
CyT — T) + > (3) 


Ba — b O2 vı — b Bi 


Se observă că variaţia temperaturii depinde de constantele a și b, ceea ce 
înseamnă că este determinată de dimensiunile moleculelor și de forțele inter- 
moleculare. 

Ecuația (3) nu poate fi rezolvată direct în raport cu diferenţa (Ta — T,) a 
şi de aceea, se estimează termenii RTb şi 2a pentru temperatura obişnuită 
de 300 K: RTb = 1,08-10 J-m3-kmol-? şi 2a = 7,32:109 N-m-4+-kmol-?. 
Deoarece raportul 2a/TRb = 7, T, nu este mult diferit de T, şi se poate apro- 
xima, fără o eroare prea mare (ecuaţia Van der Waals este doar aproximaţia 
a doua a ecuaţiei de stare), că T =T, = T, şi atunci (3) devine: ž 


Dai = | 1 1 
Di Oo i 
deoarece D < n, ao. 
Numeric, rezultă că: 
T,— T, =— 43K. 


Problema 7.21. Să se calculeze căldura absorbită, lucrul mecanic efectuat, 

variaţia energiei interne și variația entalpiei, în cazul încălzirii unui kmo? 

de bioxid de carbon de la 500°C la 1 000°C, la presiune constantă. Se admite 

că gazul se comportă ca un gaz ideal în tot domeniul de variaţie al tempe- 

raturii și al presiunii, Căldura molară la presiune constantă a bioxidului de 

carbon depinde de temperatură, după legea: Cp = (25,97+100 + 43,457 — 

— 14,82+1072172), S 
Răspuns. Q = AH = 26 209,2 kJ; L = —4 155 kJ; Ad, = 22 054,2 kJ. 
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Problema 7.22. Să se arate că lucrul 
mecanic este o mărime de proces pentru 
un gaz ideal, care trece din starea (1) în 
starea (2), pe drumul 1 — 2sau pe drumul 
1 > 3 > 2 (figura 7.22), ştiind că ecua- 
ţia procesului 1 — 2 este: 


P = po + aT. 


Se va exprima lucrul mecanic în funcție 
de coeficientul de dilataţie termică izo- 
coră şi de cel de compresibilitate. 


Fig. 7.22 


Ts 
— t (O(ps — Pe); 


Răspuns. Lis» = Liz + Lz- = pŒ ln T 
1 


IN 
ipg = ofp Dai ada E (pa = 2) La 332 
1 


Problema 7.23. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru magne- 
tizarea unei substanțe, dacă procesul are loc: a) cu ajutorul unui solenoid 
prin care trece un curent electric; b) cu ajutorul unui magnet permanent, 
deplasînd proba de la xv = — œ la x = a. Să se justifice diferenţa dintre re- 
zultatele obţinute. | 

Soluţie. a) Se consideră un solenoid cu lungimea L, secțiunea S şi n spire 
pe unitatea de lungime. Se va considera cîmpul magnetic uniform în interio- 
rul solenoidului și rezistenţa acestuia neglijabilă. Curentul electric I (fig. 7.23, a) 
produce un cîmp magnetic H,, paralel cu axa solenoidului, dat de 
relația H, =ni (1). Dacă se introduce substanţa în interiorul solenoi- 
dului, intensitatea cîmpului magnetic H, este dată tot de relaţia (1). Notind 
cu B, componenta inducției magnetice, paralelă cu axa solenoidului, îluxul 
magnetic total prin solenoid va îi: 


= SnLB,. (2) 


O variaţie a fluxului induce în circuit o tensiune electromotoare e dată de: 


pi pia IL o i pa Ei (3) 
di di 


În intervalul de timp dt, bateria efectuează 
un lucru mecanic @L, asupra sistemului, 
dat de: 


AL, =el dt (4) 


În acest caz, sistemul este format din sole- 
noid şi substanță (în figura 7.23, a, sistemul 
Fig. 7.23 este delimitat de linia punctată). Se rescrie 


18 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 973. 


iiri ieri 


îi ai = gr AE E, 


| Podu —| a j a 
Sa i e, 0) 
SEES e, ip AA 


SA Fig, 729 


xê lajin (4) ai pe I şi e din (1) şi (2) şi ţinind scama că B, şi A stt 
paraleli : 


AL, = SLP, «aB. (5) 
Înlocuind în (5) pe 


B =u (P-A), a (6) 


unde JA este maeaea (momentul magnetic! din unitatea de volum), 
rezultă că : 
UCI anado 


db = „af li), Ela of d, d sad skO) 


R 5 (d əm HISIS HU S99} SWI MIHI 


sunde, -z = ȘI, iat ea depind de tie H ob ndorq baizsiqs 
„AL, = iar wo) fen aH) a0. (8) 


Relăţia va arată că efectuarea lucrului mecanic duce la vatiația” energici 
magnetice 'a sistemului. Primul termen din (8) este lucrul necesar pentru a 
hoditioa encrția; magnetică stocătă; în! solânoidul: goli” Astfel; al 'doilea' ter: 
men din (8), poate îi intonat, ca lucrul; iefectuat: asupra eră pentru 
Azi anodificamagnetizația: viza „FĂ aidoirazata julueirio salgin] 

Dacă, substanța se afi într un CAI magnetic, omogen, $ Hs şi, are. un; mo- 
ment magnetic, “ 


T 


7 bioadloz miry To? ESROS i 
“m = 7 a, E (0) 
sse poate scrie (8) sub forma: in p 
253p îlab s OtottoO d kg y WA Aj wall + AX. i SA 16 (10) 
©h 
“Astfel, se poate interpreta“ oa T => 


Ab 
“ca uerul | electuat asupra substanței | tati a-i! ‘modifica, aomgntul-magnetie 
én ANT. Pentiu á obtihe lubrul Grectunt dshprd Paiti ti, la O'vaniaţie finită 
( 


-de la cimpul A =M =0 pînă la o Vâldate lipită ) trebui” întggrată 
relaţia (10). | 

O b) Cind proba se află în poziția œ față de magnetul permanent 
«(fig 7.23, b), asupra acesteia se va exercita forța | pă 


-olez nib IBATOT lao Mintai „Sp BT rr me n pei 

foreza n ESF sugit at) Blunt tre) 

girse 57 ABIRI: anui aril ob ARUNA Ata ES.t git 

2274 tr „ba — dolce ob ambidoră oD arama) — gl | 


unde H(2) este intensitatea cîmpului magnetic în punctul de abscisă zp da- 
torită magnetului permanent. Pentru a realiza procesul cuasistatic, trebuie 
să se aplice probei o forță de echilibrare: 


af (c2 


F= pH (2) = 12 
| e FE | (12) 
Deplasind proba “de la 2 ‘= ò dà r = a, forţa-F ‘Va efectua lucrul L, 
dat de: ef 
a 
dA = y 
Le = — p | Aa EO an € = =u (t-a (3) 


unde H’ H(a), şi Hlo) EBA ao Blesa prin. părţi; relaţia (13) rezultă că 
Hia e D 
Le = —uoM(a)H(a) + (asa di (04) 


Primul termen al relaţiei (14) este; energia potenţială a unui dipol mag- 
netic, cu momentul M(a), plasat în cîmpul magnetic H(a), adică lucrul ne- 
cesar pentru a menţine un dipol cu momentul H(a) în cimpul magnetului 
permanent, iar al doilea termen; este lucrul de magnetizare. Atunci, áL: = = 
a Toa DL ca dintre relațiile (0) şi (15) se datorește. raptulii că în i cele 
două cazuri, sistemul asupra căruia se efectuează” lucrul mecanic este diferit. 


sal bais sieyra mos Sa 


Problema 7.24. Se definesc: un coeficient. de, compresibilitate. adiabatică: 


deal „sicsstţiano sb birul (b 
Xs ia A HE g 


(O | p 
și un coeficient de compresibilitate, izotermă, 
i = “1 z 3 : 
= Ai 4b: UC IS *— (eh — = 0 
2 7 © Sap Ă AA) 7 
josia sY- sb Temada -ier amrslderă 
Sa se arate „că zale =i t, pley: a minei : E shoirni ear Haa a 
KF Soluție. Variația căldurii 0 se poate. scrie e sub faina: e 
sag qi tanap bagat O : sea ab Simina O ap) 
unde IUBI 
aT Xy a 
UA a O PE x EC = s 
(p: 0)= s HA 
şi 4 CBI = Q 
T 
up 0) =C (£) . 
bgu Baa sey sb atatilaa» Wilde O „BET kmsldori 
| Din xelaţia. lui. “Reedi. b e-titig © — a amsysib ai Sietnsssigsr irătalib 


„AD ipibssu [n istisi a) A [cil pi „bn ropo sb îivlumsteia Rae 8 
g 


TAS J E pagoz A g tigi sa Sea ł 
icrastov „ainsisi:b iuei *2p COT Jy led gis i si diziţini ce seneRa?g 


şi din (1) rezultă că: 4 


în cazul transformării adiabatice. Atunci, 


(29) (20) 5 -1 
2p Js u Cp \ ôp Jo» a 


Xrl%s = Cp/Cy. 


Deci, 


Problema 7.25. Un kmol de gaz perfect, încălzit la presiune constantă 
de la 17°C la 25°C, absoarbe căldura egală cu 116,2 kJ. Să se calculeze : a) va- 


doarea lui y = C,|Co ; b) creşterea energiei interne Ag, ; c) lucrul efectuat 
de gaz. 


Răspuns. 

a) A e er MGT: 
Q= nR(T:—T,) 

b) “AZ, =:99.720 Ji; 

c) L= 66 480 J 


Problema 7.26. Un m? de aer este comprimat în așa fel încit volumul 
său scade de 5 ori şi presiunea creşte de 10 ori. Presiunea inițială este de 
'99 kPa. Procesul de compresie avînd loc politropic, să se calculeze : a) indicele 
politropiei no; b) variaţia energiei interne; c) căldura schimbată de gaz; 
d) lucrul de compresie. 


Răspuns. 
a) 2 In(p./po)/In(0./0.) = 1,43 ; 
b) AG, = 0,25 MJ ; 


c) O A A =0,02 MI; d) L = —0,23 MI; 


„ Problema 7.27. Un kmol de gaz perfect monoatomic se dilată după 
o politropă cu indicele n, = 1,5, temperatura sa variind cu 1°C. Să se cal- 
<uleze : a) capacitatea sa calorică molară C, în decursul transformării ; b) căl- 
dura Q primită de gaz ; c) lucrul L efectuat de gaz. 


Răspuns. 
R 
a) G = 35 = 4,165 kJ/kmol ; 
b) Q =4,165 kJ ; 
c) L 6,6 kJ. 


Problema 7.28. O anumită cantitate de gaz perfect este supusă unei 
dilatări, reprezentată în diagrama p — O printr-o dreaptă ce trece prin ori- 
ginea sistemului de coordonate. Se_cunosc: volumul iniţial al gazului Ve, 
presiunea sa iniţială pọ şi raportul y= C,/Coy. În decursul dilatării, volumul 
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gazului se triplează. Să se determine: 
energiei interne a gazului; c) lucrul efe 
molară a gazului. 


a) indicele politropiei no; b) variația 
ctuat de gaz; d) capacitatea calorică 


Răspuns. a) m=- 1; b) hbr Ue. c) L =4p0,; 
y—1 


a G RE 
2(y— 1) 

Problema 7.29. Capacitatea termică a unui gaz perfect variază în decursul 
unei transformări, conform legii C = «T-t, unde a este o constantă. Să se 
determine : a) lucrul efectuat de un kmol de gaz, cînd acesta se încălzeşte 
de la temperatura 7, la temperatura T, = 2T; ; b) ecuaţia acestei trans- 
tormări, 


Răspuns. a) L =a In2— RIA ; b) pO apara const. 
y— 1 pO 


I 
Problema 7.30. O maşină termică funcționează, după un ciclu rever- 


sibil (gura 7.30), cu un kmol de gaz perfect a cărui capacitate molară la vo- 
tum constant este Gay. Transformarea 3— 1 este o izotermă. a) Să se calcu- 


teze lucrul mecanic şi căldura, în fiecare transformare, în funcţie de tempe- 
xaturi. b) Să se calculeze randamentul ciclului. 
Răspuns. a) Lis = R(T = Ti); Qia = Cp (Ia — Ti); Las =0; Q = 
a Cop(T, — Ta); Lu =a = RT (TT. 
R(T, — Ti) + RT, mT) 


b) m: 
CaTa — Ta) 

Problema 7.31. În figura 7.31 este reprezentată diagrama unui ciclu 
reversibil, efectuat de un kmol de gaz perfect biatomic, aflat într-o maşină 
termică. Să se determine : a) lucrul efectuat de gâz în fiecare transformare 
a ciclului ; b) căldura schimbată de gaz în fiecare transformare ; c) randamen- 
tul ciclului. Procesul 3 — 1 este adiabatic, iar temperaturile Tı, Ta şi Ts sînt 
cunoscute. 


Răspuns. a)! Lu bi RUT pi) PA TO ID 0 8) 03 (iei UI 
b) Qis == Cp(T: = T) ; Qas = Coy(Ta za Ta) ; Qi =; 


a EENS 4 = Ti 
Et (Ta — TA) 
l 
i 2 
| 1 g ilis 2 
| 3 
| 3 
V V 
Fig. 7.30 Pg: 
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05 10 15 V/22 4l 
Fig. 7.32 ; Fig. 7.33 


i Problerhai 7392. o. maşină: i tenmică, care filobeşteai un idok de gaz; E 
“urmează ciclul reversibil din figurar:7:32;; în» care trânsformârea :2:2%12 “aste 
adiabatică şi 3. = Leste izotermă.! Să''se: calculeze: :å) i Ceuta oi Lia 
de gaz în fiecare proces; b) randamentul ciclului. tol 


Răspunş. a) Qu = TU Ss La: Q23 =0; cQa = CozTa. In( Ta 73. 
5 La 1— da 


ln 
z2 î sl } ` { OEI e «adog 


Proveri: 17.33:"Un gaz ideal iza LBi poată 4 trece! dă starea iyii în 
care pă = atm (Du 224"am*; PS83000 KF în! starea C? în câtre” po 
-= 2atmiy Oig = 38, 6 dm; fie pe: dr mul: ABG) fie pe: drumul AD CG-(figura 7.33). 
Să se arate că entropia este o.mărime de' stare şi:să se calculeze: variaţia. entro- 
piei | între stările A -şi C.. | SA 

Răspuns. A Sage = AS abe Paaie Pet a 30;7 J]K. 

P TORE ag 

Problema 7.34. 0,5 kmoli de gaz ocupă un yolum O= — 4 m?! “Prin 
dilatarea gazului pînă la volumul O, = 1,2 ms's-a efectuat un lucru împotriva 
forţelor, de coeziune moleculară, egal cu 568,4 J, Să, i$e calculeze, pentru-acest 
gaz. constanta adin. ecuatia; Van: d er Stil n fosă | 


SUL 


3i > ai (04030 i 
O: — pe 


Sero aa 7. 35. Un A Real ueri o Suta în ic Volumul? său wa 
riind de la valoarea (Ola valoarea 20 (experiența; lui Joule). Cum variază 
temperatura gazului ` în această detentă ? 


Răspuns. Detenta dice li o scădere A “tem perătiurii : 
Tr 
a oa 


2Cy O ; (2) 


Problema 7.36. Două gorpuri care se află la temperaturi diferite, Tie 
Şi Mao (Do > 20), se folos se în calitate de sursă calđă-şi sursă rece într-o 
maşină termicui.teapaei i calorice ale corpurilor, Cu şi Ca, pu depind de 
temperatură. a) nS ste jucrul maxim care poate îi 6bţinut,de la Șistemul 
celor două țorpuri ? P) Să! i determine temperatura îi ală 7 pe care o vor 
avea corpurile la „sfubilirea echilibrului termic. c) Ce se: “întîmplă cînd capa- 
cilatea tac, devine infinită ? d) Dar în cazul în care RRRA sursei 
calde d deviñ infinitá? | ias at ei 


Sbluţie, a) Lucrul maxim se obține cînd maşina ctectucază un ciclu Car- 
not. În urmarunujreielu Carnot infinitezimal, primul corprelibsrează căldura 


us 5b gujo 


Răspuns a= 


AT=— 
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aQ, = — C, du, iar al doilea dQ, : 


zi zi Petele, Apt SI at reprezintă tempe- 
raturile corpurilor 


în timpul schimbului). Lucrul efectuat va fi dL = 40, + 


-+ Qs, iar din condiţia ca entropia să fie o mărime de stare rezultă că : 


dQ, -- (40, 


SAL E] SA 


IT í 
S e O E e o E 
T, T, T aa z (1). 


1 2 (11 7 TTT Y 


Integrînd (1) și ţinind seama de condiţiile iniţiale rezultă ; 
19 Tg Tg Te 
Deoarece temperatura de echilibru este T, expresia lucrului vă fi“ 


T T SAEN 
L =i lC | ATG | ATEC To FCT) (C F CT. 


10 20 


b) Temperatura finală T- se obţine din condiţia: 


D= Da = Ti, 7 
adică, 
K E Tg € 2) 
€) Dacă, iny (2) Ga mio = Ta. În acest caz, lucruloya fiinstdori 
pl H S cr ce pi (Di prsait) Siluan or ali 31 sigun 
„Lisa vezi aT: îmi = Tu- £ n i 


10 z i m PENE 
Lucrul eie mai mic, decit poze energiei a aS C i în iai side Deea 0 
parte: din energia. internă: este preluata ide medm „E Sea A SaD poma 
de căldură: E jies cb E 


) j Í i ) A BITIR ILROT 
dal Dacă Co osia Ta Şi Lat G; p” Ta 4 Tin 


i poe te i | >b Dia du 320 ii 


ESI SSI hsh Ae ADA 


-A 2 d 90) 90tIT6 


Problema T bva 0, maşină, termică, efectuează, un, proces ciclic, schimbind 
NA prin; TER izvoare de; căldură; ce; au: temperaturile Thadi SiE amai Bold 
sind relaţia lui: erai săse arate'icăi randamentul acestei! IRE, 'nu aS 


depăşi valoarea 


$ 


(T mag Dr T min). A 
imdat. - E ie id Le 
Răspuns. Deoarece sapa 

= pp 4 He 4 f, fi: ti 2 > 
O : Q: P T maz TN iata 
———— — _— Q&Q e a r IRU 
f 
lin min pe INTY 


A Problema 7.38. O` maşină termică avind 
A ca agent termic un gaz ideal monoatomic 
efectuează ciclul: reversibili din figura 7.38. Să 
; se scrie căldurile schimbate de gaz în fiecare 
Zi transformare și randamentul ASE pi în funcţie 
de temperaturile T, și Ta. ` | a 


Răspuns. Qı: =— (C, + Co)(Ta — T); Qa. = CVT T): 


(C; SF CyT: — i 2) 
CHITTE OT — A 1,7) 


Problema 7.39. Se consideră un gaz real Van der Waals. Se presupune 
că termenul de corecție a/O° poate fi neglijat față de presiunea p. Să se ex- 
prime în funcţie de p şi T coeficientul de dilatare la presiune constantă «, 
coeficientul de variație a presiunii la volum constant p şi coeficientul de com- 
presibilitate izotermă y. Să se compare rezultatele cu aceiaşi coeficienți pen-- 
tru un gaz ideal. 


| 


Qui = C„(T, E); n=1— 2 


od 
Răspuns. a= ol) = a DE a yatar 
(ORI TE R DRE 0p) SE i PAVI TJY T 
a e 
O \ ôP Je  p(RT + pb) 
Pentru un gaz ideal: 
O Lai ci adi ali 
0 T 3300 T > Yo p . 


Problema 7.40. Doi cilindri, A şi B, cu acelaşi volum (0, sînt puși în 
comunicaţie prin robinetul R (figura 7.40). În starea iniţială, R este închis ; 
cilindrul A este plin cu N molecule de gaz perfect monoatomic, aflat la tem- 
peratura T și presiunea p, în timp ce cilindrul B este gol. Cei doi cilindri au, 
pereţi izolaţi perfect adiabatic. 1) Se deschide foarte încet robinetul R. Curge- 
rea gazului spre B este atit de lentă, încit gazul conţinut în compartimentul A 
rămîne în echilibru mecanic şi termic, dar atît de rapidă încît nici o schim-- 
bare de căldură nu se produce între cele două compartimente. Cind curgerea. 
gazului a încetat, presiunea gazului fiind p în cele două compartimente, se: 
închide robinetul R ; cilindrii A și B fiind izolaţi adiabatic, să se calculeze :: 
a) temperatura iniţială T ; b) numărul n de kmoli de gaz, care se află în cilin- 
drul B, în funcţie de n şi y= C,/Coy; să se deducă temperaturile finale Ta, 
şi Tg din compartimentele A şi B; c) presiunea finală p' ; d) variaţia entro- 
piei AS a gazului în cursul acestei detente, în funcţie de N, n şi R. 2). Se des- 
chide robinetul R. Ansamblul gazos ajunge la echilibru termic în cei doi ci- 
lindri (detenta Joule). Să se determine: a) presiunea și temperatura ga-- 
zului ; b) variaţia entropiei gazului. 


Răspuns. 1) a) T =pOlnR, unde m = N/Na; b) n = m(l1 — 21%); 


m — MIE T moua 5 
2(n — n) 


; 5 No 
10 = Fa c) p =—; d) AS = Rim 245-10). 


| 


2)a) p" =; Ti =T =T; 
2(n, — n) 


No 


2 
R [i — n) In FF 
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Problema 7.41, Două corpuri incompresibile; de aceeași capacitate ca- 
lorică C independentă de temperatură, se află unul la temperatura T; şi celă- 
lalt la temperatura Ts. Ele servesc ca surse de căldură pentru un motor rever- 
sibil, care furnizează lucru mecanic, a) Să se arate că temperatura limită co- 
mună a celor două surse este (7,7,)'/, b) Să se calculeze lucrul furnizat, 


Răspuns. a) Din condiţia ca AS = 0 pe un ciclu rezultă că: T = (TT). 
b) L e GO T, — 2/73). 


Problema 7.42. Să se calculeze creşterea entropiei specifice (entropia 
unităţii de masă) a apei, cînd aceasta este încălzită, la presiune atmosferică 
constantă, de la temperatura de 200 K (gheaţă) la temperatura de 400 K (va- 
pori supraîncălziţi). Se neglijează variațiile căldurii specifice cu temperatura, 
considerînd valorile : cp (gheaţă) = 2,09:102 J-kg--K-; e, (apă) = 4,18- 
=10* J- ke RK Y; c, (vapori) = 1,8:102 J-kg-:K-; Li: (273 K) — 3,34- 
10 Jke; Las (373 K) =—22,6-109 J-kg-a. 


Răspuns. AS =— 2107 JE kg KEL 


Problema 7.43. Două corpuri A şi B, aflate la temperaturi diferite sub 
un înveliș adiabatic rigid, sînt puse în contact termic. Căldura trece de la 
corpul mai cald A spre cel mai rece B. Să se arate că în acest proces, entro- 
pia sistemului (A + B) crește. 


Problema 7.44. 1) Să se calculeze entropia unui kmol de gaz ideal în 
funcţie de parametrii (T, 0) şi (T, p). 2) Să se calculeze entropia unui kmol 
de gaz real Van der Waals. 3) Utilizînd rezultatul de la punctul 1), să se 
calculeze variaţia de entropie a unui kmol de gaz perfect, care se dilată de 
la volumul (0, la volumul (0, dacă dilatarea se face în unul din următoarele 
moduri : a) pe o politropă p 0” = ct, cunoscînd căldura molară C a gazului ; 
b) pe o izotermă; c) pe o adiabată. 

Răspuns. 1) S = Cy In T+R In + So; S= Cp n T— R ìn pts 


2) S = Cy In T+R In(0 — b)+ Se; S= Cp In T — Rin(p aie Se 


3) a) AS=(nCo, — Cp) EON b) AS =R ie c) AS =0. 
(0, U 
Problema 7.45. Să se arate că pentru orice substanță, o politropă poate 
intersecta o izotermă într-un singur punct, 

Solufie, Se presupune că A și B sînt două puncte în care politropa ADB 
intersectează izoterma ACR (ligura 7,45), 
| Scriind egalitatea lui Clausius pe ciclul DCBAD A 
| rezultă că; 


7 


i id Th m 
| | Se =C | ar =0, Pe izoterma acn (Se = £ 
i ADB | Ta 1 D 
| 8 
| BE ETES 
T T Fig. 7.45 
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Deti căldura: primită de sistem esto nulă. Pentru úh proces diete, "0 =L, 
unde luctul: [este egăl cu aria închisă “de contar“ AGBDA: Acest Inaru 
estevposibilicînd! Aşi B su confundă, deci cele două éurbe fiti 's6 pot supra. 


) HI 


punci 


Problema 7.46, Un motor termic efectuează un proces ciclice schimbing 
căldura cu ot sursă taldă avînd temperatură 7,2500 Ki 6 sursă rece cu 
temperatura T, = 290 K. Lucrul efectuat foloseşte pentru punerea în func- 
țiune a unci maşini frigorilice, care electuează de asemenea un proces ciclic. 
Maşină înigorifică ia călduri de Ma rezervorul! tece áf motorului ( Te 2050 KY 
şi dă căldură izvorului! caldsal motorului! Să'se determine puterea minimă Py, 
dată de;sursa caldă a motorului; dacă puterea absorbită de maşina frigorifică, 
pentru. a-și, menţine; temperatura constantă, este Pa =100;: W, 


: iSolujie Motorul ofectuează uni ciclu, în urmaicăruia sursa caldă eliberează 
în unitatea dectimp, căldura. P,, iar sursa rece primeşte P. În aceeaşi unitate 
de timp, rezervorul cald al mâșinii eliberează. căldura. Pg, iar, rezervorul rece 


primește P;. Conform relaţiei lui Clausius, 


Sea i ORE păi Bepi bin h 0. a-et emad CE) 
C-JATII ir S pl $ Ep i T; i T 5 3 å a d 44 


IZICOD f 32H niz „DIDII- ongdgpe 2i 


„Lucrul efectuat, de motorul, termic eşte mai mare, decit lucrul, necesar 


pentru punerea în funcţiune a maşinii frigorifi e, adică = Ei e a 
i iashi seo -sb în Pa Xa anoi sau; Pa E Pa > Pa ZE Pa gina | (2) 
A Din (1itşii(2)) rezultă că 57 (<q) iz H tisa ab iani 


i E PEA Si AIBĂ SSI Dai FIRB IA DD ne IROI a> 
o Pai = 364W Semnuliegal se „referă, la -cazul în -care maşina 
VÍS ITU SI) OSTI (i i ai Be Dei > hinto- i 


AFISHI JEEE 
funcționează du 
2 IIS SE H LELEYII 


> 


Problema 7.47. Să se calculeze coeficientul: Joule-Thomson. Al 
AE AENEA de CE. eu = 


E E Na e e oar N El 
pentru ün gaz réal Van der Waals. “ 


a aq labs Fc) 50 a Sal 
Raspuns. (75) Lei 
20] r O : 


Problema 7.48. Un kg de apă, aflat la;20*C, este pus în contact termic 

„cu un. termostat, aflat, la 80°C. Să se calculeze variația entropiei, sistemului 

pină în momentul stabilirii echilibrului termic. Căldura specificà a apei este 
c = 4 180 J/kg-K. ze h i iza S 

i aoriile VIO 1 îvab late Ai a 


Răspuns, AS = A Sap ca A Sieiarlaa sa me M -5 kap m) = 
ERATA at T F 


= b0 JJK, A 


[i 

Problema 7,495 se serie ecuația de stare a unui gaz ideal în funcţie 
de presiune, vohim Și entropie, Să' se particularizeze pentru q transtormâre 
adiabatică-reveralbilă, s | Re 
adiabatică-reveraibilă 


"Răspuns, pOr t $ Ur edit] 
Spuns, = CONST, expl—— |: pU = consti 
Pe us ia lac]: pe 5 i 


i 
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m 
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Problema 7.60. a) Să se ealouleze „energia! interuă. diigi entropia S 
pentru 2 dm? de HCI, aflaţi la temperatura de 300 K și presiunea de 40 atm. 
b) Care sint valorile capacităților calorice Cp și Co, ale acidului clorhidric ? 


Se va considera HCl gaz Van der Waals (ai 240| 922 atm-mO-kmol-2, b = 
= 0,020 m? kmol-=t), 


Şotulie. a) Pentru un gaz ideal, numărul de kilomoli este: 


(2) i ? 
Paa ake = 3,14+10-* kmoli, Ținînd seamă de numărul gradelor de libertate 


try 


de translație şi totație, pent gazu "ideal, 2 219,6 KI şi S; —0, 493) kJ/K 
(constanta s-a considerat nulă) (1). 
„sm cazul, gazului reabtrebuie introdusă cordeţia-pentriui “numărul, de kmoli. 


pin toma vizială.a ecuației de stare; pO = aR7[i PEA ser mel 


A Biarezaltăna nib | 2— —— i} pasijositisob gInissrgor iu brroisznspaos 
ARA a ; pO 
iisusu isidi! ibimaolaib guns ir FER SPIRII di una Bissililu bait istes 
| „il (SI > urii RI + Bp IC ai £ 
Al doilea coeficient virial B este: GE) ee e 
| rY AS 
a 
oi Bis PE mm 04016 „m?/kmol. Atunci; n =83,22810 takoki 
À ) ` „22197f-atur) si B999 niq !amirgza 3l29 Ș_ tsi 
Valorile E třèbuie înmulțite cu raportul == =1 1026. Acestea devin: 
Í Î í CORSI IERES ul KIL Y i DR J29 & 309. | sinstano» > Jaiz O iz 


mail, 22501 kř d dpi su ficare } Hga s2 BÉ 


îtasizdua 98 


) ] =, ăsta i aD ] = are a „251 zl 
Ci Bia — —— {Aok is TIE £0,505 kJ/K. 
i © OEIS Wua 

s b) Că'dura molară la volum constant este : (Ne sd Eee. Te 

| 4 sai ra! į 5R, E.T garid q 
PHI Sac Ge = Cop en ER 15190276(kplri0l „KI „0-3 Bare at. 
Suge» soislizavlai si 9b mMrAOSi ig Leca yi eu oo asa stea „a ciob 
iar la presiune oc stat al Gap =C R: sh des buo29, 1- ED/kmhok: Koihbagsm 


RT? ui 
NOL 


Problema 7.51. Să se calculeze căldura molară la "volum constant, Cale 
dura molară la presiune. constantă | |şi rapân tul = Cp/Co pentru heliul aflat 
la temperatura de 50 K şi presiunea de 20 atm. Se va considera heliul gaz 
real, (a = 0,035, at m$: k mip iubi = 0024 mrkmolr o ai „oxalusla» aa SE (d 
qes ija 


"Rispuns, opa 2 == a 949 AI mol K G, = 


i 7 Í al: UBRUD O Re La nt 
ici 5, 2 A sta AI, IE EA n E. i t - Aa Ra balaaoaiid 
i 7 

| 

l 


a ET AA RIRO R; Glee ra 
LO } | ESIH PA * ti 3 
Problema 7,52, il ot era SASE ir a Fe capacitate C, supus unei: 
tensiuni electrice U, Să se detetniine Nariaţi energiei interne a condensa- 
torului în cursul descărcării, ținind 'Stamă că G variază cu temperatura. 


283: 


Soluţie, Lucrul consumat pentru încărcarea condensatorului. este : 


L gL. 
2 


Efectuarea acestui lucru înseamnă consumarea energiei AZ. Dacă C 


PEES arat Bu , 0AG 
variază cu temperatura, rezultă că e, variază cu temperatura, deci ETA = ! 
d 


G EA 
=- U' ——, Variația energiei interne a condensatorului este : 


2 
Adi = Ab T dz; = [e — ré , unde C, este capacitatea con- 


ôT 2 
densatorului care are ca dielectric vidul. Deci, variația energiei interne a 
3 A A T ðe 
condensatorului reprezintă doar fracțiunea ( ——— 
Er 
restul fiind utilizată pentru încălzire sau răcire. Pentru dielectricii lichizi uzuali, 


e > io 
T 


) din energia furnizată, £ 


T 


Er 
Problema 7.53. Pentru un solid paramagnetic, momentul magnetic to- 


H 
tal // este exprimat prin ecuația Curie-Weiss, /= Cow PaT , unde Cer ; 


şi 0 sînt constante. Legea este adevărată pentru temperaturi mai mari decît 0. 
Să se scrie expresiile variațiilor entropiei şi energiei interne pentru o astiel 
de substanţă. 


T: Ta 
Răspuns NS N Ca La n E a Ads =| Ca ar — 
i di 2C cw P i 
Ta 2 


po 
a CEEB E ae 
Coy (Mz — Mi) 


Problema 7.54. Un cristal de sulfat de gadoliniu, aflat la temperatura 
de 15 K, este magnetizat reversibil și izoterm de la intensitatea cîmpuluè 


A z i PE re Ay 
magnetic 0 la 1:10% —. Se presupune că ecuaţia Curie este verificată, 


m 
a) Să se demonstreze că: i 
E E (22 aA. (a) 
i ôT Ju 


b) Să se calculeze, în cazul a două grame ioni de sare, variațiile căldurii, 
lucrului și entropiei în procesul de magnetizare, c) Să se calculeze tempe- 
ratura finală a sării, cînd are loc o demagnetizare reversibilă şi adiabatică, 


cunoseind că Cy = = (Ac uoCaH?), Se cunosc: constanta Curie, 
m 


Co =4m:7,8 x 1070 m®èK/g1ion 
și 


284. 


d) Să se reprezinte grafic procesele în coordonate 


T — 5. 


Solufie. a) Principiul al doilea al termodinamicii poate fi scris : 


dd, = T dS + UR aM. (1) 
Se definesc entalpia H, şi potenţialul magnetic Gibbs : 
= 6; — us DHM, (2) 
G =H, — TS = 2 — TS— VBM. (3) 
Utilizind (1) și (3), se scrie: 
dG = — S dT — us OM af. (4) 
Din (4) se obţine ecuaţia Maxwell: 
2S oM 
(3), j (a 2) 
Prin definiţie, căldura specifică la cîmp constant este : 
ôH aS 
Cu = t| =T 6) 
Š | ôT ), (235 
Se ştie că: EJ a 
S = E 
as r)a ar [aa ), dă (7) 
oT JH oB 


şi prin înlocuirea în (7) a relațiilor (5) şi (6), rezultă: 


A = 
as — Cary 0 _aH. 
Fl H 


oT 


Momentul magnetic total este M = OM, astfel încît relația (a) din enunţ: 


rezultă imediat. 
b) Ecuația Curie este: 


= și PIAN zi 
HE Cos Tp = — Cera 


H 


Relația (a) se poate serje : 


Ca 
dS = ra dT — Rua a AR. 


(8) 


Pentru procesul de magnetizare izotermă, (8) devine: 


H 
ds = — ule T? dañ. 
Prin integrare se obţine: 
Ai A 


opa 
2Ti 


Sig = — Hoo — 
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\ Pentru întreaga “masă de: sare, rezultă ; 
Hi 


1 


AS =— tome A 


"Şi onumerie : ln | iainina aa 
Sua felie 404,7 J/K Qis E „TA Sia = — 8241 J. 


"area cedează 'căldiră în timpuh procesului de mag- 
netizare izotermă. 


Fig. 7.54 roverşibilă, ecuaţia (8) deyine : 
AT H s 
Ca pa Ceea a tO. siens stidi aa (f) (9) 


Utlizind relaţia din enunţ şi "ea 9) 3 șe “obţine : da ] 
RR Cali ak ee 
ie seci poço aia 

Piin integrare între stările. To: şi ©); xezhitä | za) 

T; eo + ci) 

) 


7 59 9i32 37 


= ESD T hoCoHa/ 
Numeric, se obține: Y? a i AD (F =J= eb 
$ À y 
Wa a 
d) Figurá 7.54. > Biiusar. (9) iz (G) roliițela s (T) ai Borinvolai arrg i 
3 Problema 7.55. La eoi mici ale raporțilui = , relaţia de legătură 
zei Ip pie at De ID 


ne H, T) se poate exprimă LA ecuaţia Curie : 
i b 15) pijas Joast bies = Taa fnot ierte sut îi ?aoaot! 
M = UM = Cor Jnìibomi SHUI 
Ti ar) et a i š 
unde Ce este o constantă caracteristică, numită anlan? Curte. Sultatul de 
amoniu și fier este. ùh paramagnțtit- cang respectă, ecuaţia Curie. Să se 
determine lucrul efectăat de 1 kgi|dă sare cind! temperatura se schimbă de 
la 2 K la 1 K, la cîmp magnetic constant de 0,8:10% A/m. Pentru sulfatul de, 
amoniu și fier, constanta Curie este: 1,14 X 1024 MIRS RETA s 


„ Soluļie, Pentru un eo de aonik şi ter, momentele magnetice 


inițial și final sînt: 
H 
Mi = Cots = rithe An A bas asr paT ROLA AM rinas 


“xpresia lueruluj de m este: ALi — turul dAl, unde semnul 
minus arată că lucrul s-a efectuat: „pentru creşterea magnetizării unei sub- 


stanţe, Se obţine: Lu = — ph (Pa — Ah) = — 43 Bi aa areitan ud 
Problema 7.56, Un balon. cu volumul 0 =5 l fu a) g de heliu 


Ja 400 K, a) Să se calculeze energia liberă Æ, energia internă 2i şi entropia S. 
b) Cum variază aceste mărimi lao încălzire a gazului pînă la 500 K, dacă 


286: 


c) Pentru procesul de'd&măgnetizăre adiăbatică 


SEE: ta e 


2A 


volumul rămîne constant ? Sé va consi= 
dera heliul ca un gaz Van: der, Waals, 
avînd constantele a'==0,035 at-m*/kmol?, 
b 0,024 m? kmol 


F n? 
Răspuns. a) F = Fia + fe (RbT— a), 
[d 
unde Fra este energia liberă a gazului ideal. 


RD = 
S= Sia CAR ; di = = Gia — W ; 
© 


Fesa e 394 Ii Sai 0,90 R ad oea 
Cia = 310 J. 
Corecţia pentru energia liberă, a; unui, gaz Van „der Wania. ae Fi pe 


aiurita e ti ca danaa PP 


= 0,96 J, iar pentru entropie și energia internă, Am S a 0,0025 A 
imta: = 7005 J. 291 rr ) > Baii): 

Problema 7.57. Un kmol de hidrogen poate trece “din sehektliyai (1). 
caracterizată prin parametrii de stare p, = 12,485:10% N:m4%, 0, =20 1] 
şi T, = 300 K, în starea finală (3), caracterizătă''prin parămetrii de stare 
Ps = 6,23+10* N-m-?, O3 = 40 1, T = 300 K, în trei moduri (figura 7.57)- 
'Tranșformarea (1)— (4) este ddiapatică; iar (1)— (3) izoterină. Să se 'demon- 
streze că. a) lucrul mecanic Și căldura sint, mărimi i de, proces; 5, b) entropia 
este o mărime de stare. 


SI kaga ia: (112250 b & ` ai 
Problema; A. D8: Să. se. Cai că! expansiunea 9E xid ai unui, ingo perfect 
este un»:processireversibili tims roestgmos sti» gb swbiia SH 
Răspuns. Se arată că AS> 0, oea q Rialto s he 
Oc Í -0 i 


~ 


i Problema 7.59. Un kilomol de gaz ideal ete comprimat izoterm la E 

peratura iy = 127°C, de la presiunea p; = t atm la-presiunea-pa = 10 atm, 
nir-un cilindru prevăzut cù un piston. mobil. Să se calculeze. variaţia entro- 
iei gazului, variația entropiei mediului înconjurător şi vari iația totală a 
topiei în proces, dacă: a) procèstl“este reversibil mecanic, iar mediul 
“înconjurător este un: termostat aflat ] la temperatura fi = "127C ; b) procesul 
"este reversibil mecanic şi mediul înconjurător | este un termostat cu tempe- 
ratura l, = 27°C; c) procesul este! ireversibil mecanic, fiind necesar un lucru 
mecanic mai mare cu 20%, decit în corapresia reversibilă mecanică, iar mediul 
înconjurător este -un- termostat cu temperatura -de 27C. 


> Rimi a VAB bie(Qo i < Rap AAO ERREN JIK; j "A Sisemaa == 
T 400 
= Diete = 19 144 JR și A Sita TA Sath A Srermostat = 0, 


b)rA Siab aiei Tiia v m 25 BAS JAIRI SUHAS ia mA Sarh 


a. AS ir moid = 6 381 pe. A 0, na W A 
=e) A Sirmour în ier niatat iga 30 630 JIR ; AS AS, AN ASi, mostai = 


T'ietmiodràt jh 


wi DK iglesa je ZI Egika E EU ioqn ia 


Problema 7.60, Un'kilomol de gaz ideal, pentru care Cy =25:10? J/kmol:K 
ŞI Cp = 33,4:10° J/kmol-K, se destinde adiabatic de la starea inițială, T, = 
== 340 K și pi =5 atm, la starea finală, în care volumul se dublează. Să se 
găsească temperatura finală a gazului, lucrul mecanic efectuat și variaţia 
entropiei gazului pentru o: a) destindere reversibilă ; b) destindere liberă 
a gazului într-un spaţiu vidat (expansiunea Joule) 


O, Vo 
a =2069,9 K; Q=0; ob = SAh 
2 


= Cy AT = 1:760:10° J; AS 20. 
b) L=0, Ag, 20, AS=R ne 


1 


Răspuns. a) T, = Ti | 


+ Co m = R In Y. 
T, O 


= 16 634 J/K: 
1 

Probicma 7.61. Un kilomol de He gazos este comprimat în mod continuu 
într-un compresor adiabatic, de la presiunea p, = 10% N/m? şi temperatura 
d = 20°C la presiunea finală p, = 5:105 N/m?. Să se calculeze temperatura 
finală a heliului, ştiind că acest compresor funcţionează cu un randament 
de 75% față de compresia adiabatică. Heliul se consideră un gaz perfect, 
cu Cp = 20,8 kJ /lmol-K. 


Răspuns. Tina = 646 K 


Problema 7.62. Metanul gazos trebuie comprimat cu rata de 10-1 m2/s, 
de la presiunea de 10” N/m? şi temperatura de 27°C la presiunea de 5-107 N/m?. 
Compresorul funcţionează adiabatic și randamentul compresiei adiabatice 
este de 80% faţă de procesul real. După compresie, metanul trebuie răcit la 
temperatura de 38*C. Să se calculeze puterea compresorului și rata cu care 
este absorbită căldura de către compresor. Pentru metan, se cunosc urmă- 
toarele valori ale mărimilor: la p= 107 N/m? şi t = 27°C, H = 2-10 J/kg 
și S — 725 J|kg-K; iar, la p = 5-10” N/m?, avem: 


TK) | He | Soks:K) 
300 2,0410 612- 
422 2,65105 700 
423 2,68 -10° 725 
424 2,72 -105 730 
425 2,75 -105 733,5 
426 2,78 -105 737,5 
427 2,81 105 741.5 
428 2,85 -105 747 


Soluţie. În starea iniţială, metanul poate fi considerat un gaz ideal astfel 
ata molară de compresie este : 


n PO 4.1074 kmol/s. 
R 


Masa molară a metanului liind de 16 kg/kmol, debitul masic de curgere va îi: 
m =M n =64 kg/s, 
Într-o compresie adiabatică reversibilă, entropia este constantă şi egală 


i ia 0 opi 25 J/kg:K 
cu 725 J/kg:I$, La presiunea de 5:107 N/m, starea cu entropia de 725 
apare la temperatura T, =423 K și entalpia 2,68:10° J/kg. În procesul 
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adiabatic reversibil, entalpia unităţii de masă variază cu (AI), =6,8 104 J/kg. 
Randamentul procesului de compresie se poate scrie sub forma; 


(A). 


Y) = 
(AH)irev 
care se obține la 428 K. 


| „ de unde (AH) = 85:10 I/kg şi Hima = 2,8510 J/kg, 
i În cazul proceselor de curgere, L = Lo + A(p0), unde Lw este lucrul 


mecanic al gazului, iar A(p@O) lucrul mecanic efectuat de forțele exterioare 
care provoacă curgerea. L = Q — Ad, = Lo + A(pV), de unde L = Q — AH. 
în cazul nostru, Lires = —(AH ires = —8,5 10t J/kg. Puterea va fi; P == 
= M'Lire. = 544 kW. Rata de absorbție a căldurii de către compresor este: 
Ò = m(AH)ire = 544 J/s. 


Problema 7.63. Pentru cuprul metalic sînt cunoscute următoarele con- 


1 (ad 
stante la 300 K : C, = 24,5:102 J/kmol-K, 6 = 537) 50,410 Ka, 
(Dao) 
et i Sai L 0;788-10-1 (m?/N); O mstas = 7,406+10-2 m2/kmol. Să se 
O Op Je 


calculeze Coy. 
Răspuns. Coy = 23 810 J|kmol.-K 


Problema 7.64. Cunoscînd pentru mercur următoarele valori ale con- 
stantelor Om, B şi Cp la anumite valori ale lui T şi p = 


TCC) | pom» | Yam /kmo) | BK- |  caonemo. K) 


0 105 14,72 -1072 E 181-107 27,96 -102 
0 108 14,67 107? 1774-10 27,96 -102 


100 105 = 5 — T 82746-410 


se calculeze variaţia entalpiei unui kilomol de mercur pentru o trecere din 
rea definită de p, = 10 N/m? și: = 100°C în starea definită de p, = 
10% Nm? sih oC: | 
Soluie. AH = C, dT + [On — (S) | dp = Cp IAT +Um(1—BT).dp : şi 
3 ; 


T: Pe 
AH a CnaT + | Om(1 — BT) dp. 
i Pi 


y 

Hlal, O Pa” Pa 
9 

3 1000 | S0 dT la parok, 


S y(1-A7)de © 
1004 or h, tor 0 


Fig. 7.64 | „Fig, 7465 


19 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 289 


Datele din tabel arată că Cp, Om şi B depind foarte puţin de T și p; de 
aceea, folosirea valorilor medii reprezintă o aproximaţie bună. Astfel, AF = 
=C (T, — T,) + Dedu (1 — meau 7), unde Cmediu = 27,71. 10 J/kmol: K, 
On = 14,695:10-2 m'/kmol, pmen = 177,5107 K~. Atunci; AH = 
= —1 358,5 kJ/kmal. 


Problema 7.65. Să se calculeze randamentul unui ciclu Diesel, care folo- 
seşte un gaz pentect cu capacita ea calorică constantă (figura 7,65). Se cunose 
rapoartele r = O/O şi r, = O| Ua 


E 
ID (i pi, 
(e) ani i Vre— 
(Da à 
Problema 7.66. Capacitatea calorică a cuarțulùi (Si0,), la presiunea atmo- 
sferică, între 298 şi 848 (K) este dată de relaţia : Cp =11,22 4+.8,20-10-3.7— 
— 2,70+10- 7-2, unde T este exprimât în K şi Cp în cal/mol. Să se cak 


culeze căldura necesară încălzirii unei tone de cuarț de la temperatura de 
300 K la 700 K, la presiunea atmosferică. A asia 


(dt) 
Răspuns. ņ = 1 — (3) E 


O, 


tin E 


T: Er RFRA 
Răspuns. Q =n | Cp, aT = 583-106 J. 
; oher Sa ELI CNN NSE ao 


SET hyl Ta i E y 


Problema 7.67. Un kilomol de azot'se află într-un vas la presiune scăzută. 
Presupunind că azotul este un gaz ideal, să se calculeze căldura necesară pen- 
tru a-i crește temperatura de la 300 Kta 1-000 K. Pentru-azot, Cp -=6;5294+ 
‘+ 1,250-10-5 T, unde C; este exprimat în-cal/mol:K şi T ia K. ~ 


Răspuns. Q = 10 564741 J. . 


i Problema 7.68. Se consideră un pendul balistic (un dispozitiv pentru 
măsurarea vitezelor proiectilelor), compus-dintr-o-sferă-plină- cu- nisip-şi avind 
masa M = 10 kg. Un proiectil, cu masa m = 10 g, este trimis spre pendul. 
După ciocnirea plastică, sistemul celor două mase se ridică la o înălțime È = 
-= 4 cm. Să se calculeze : a) viteza proiectilului; b} variaţia entropiei sistem u- 
lui celor două mase după ciocnire, procesul avînd loc, izoterm. Temperatura 
mediului ambiant este t = 27°C. 


ED M +m 
m 


Vagh = 900 m/s. 
b) AS =14,1 IR: AbH 


Problema 7.69. Să se calculeze, cu ajutorul constantelor lui Van der 
aals, diametrul 2r, al secţiunii eficace de ciocnire a moleculelor de azot, 
are este presiunea internă în dzotla T = 400 K și p=2atm? Valorile eri- 

ale par metrilor/ azotului sînt: py = 34,8 atm, on ATC O 
0,090- m° /kmal; / 

Solufie, Lavcioenirea a două bile, centrele lor se allă la. o distanță egală 
cu diametrul bilelor, 2r,, Atunci diametrul electiv al uneia din bilele care se 
cioenese este 4r,-și al-celeilalte este nul, Pentru prima bilă, volumul de cioc- 


Răspuns. a) vp = 


ţa; 


dae fat J g , + ` N r 
'nire efectiv este egal ar m(2r,), adică de 8 ori mai mare decit volumul 
a e zèt pt $a g 


290 PTET anii ia araa 


—- 


xn a is N N SO 
m 


propriu, în timp ce pentru a doua este egal cu zero. Volumul, de '.ciocnire 


4 
efectiv mediu al celor două bile va fi by = puli A iar pentru un kmol de sub- 


stanță, 
16 a 
b = Nabo meg NAE (1) 
Ținînd seama că | 
b zie (2) 
3 A 


şi egalind _pe(1) cu (2), rezultă: 


i Or =16rN 1412 
iar diametrul Dre NAFI 


3 De- -10-7 
2r, = N, =3,9. 10- 
Presiunea internă este: 5 X 27 
ze 
Pop = paz e cai 


unde O plete ivdluiuleairo lar. Datas sati Cige Ja S135 TETN e: 
A => RASM & De E EA 

Din relațiile (3) şi D rezultă: > Pi al 

A „pă SESI SRCA 


cz priit Oz, . > iir 3 PERR 
Deoarece raei 
A e RT 
G= Say AI 
E > E i P 3 j $ Ý 
~ atunci : > 
~- tiz na i aem 


; alatoh Bisitiesisiib Ó stan 2. î ăi Datiţse td 

Problema 7.70. Un fir, de i oi inițială la, de secţiune s şi de masă m, 
este supus unei forțe de tracţiune F. 1) a) Știind că într-o transformare ele- 
mentară, căldura necesară “pentru a obţine o variaţie de temperatură dF 
a firului și o variaţie dF a tensiunii din fir este AQ, = me dT kaF, 
să se determine variațiile entropiei dS şi ale energiei interne dó, în funcție 
de variabilele T şi F, b) Scriind că aS şi (i — F) sînt diferențiale totale 
exacte, să se arate că: 


în ati 
ya 


je EA ERE aa (a) 
4 aTr 5% | Ai 
2) Se definese ; coeticientul de dilatație, i Sh 
EGA Al f OLNE | 
[o At ) wa] (b) 
Ki Ă o (zi pis | 


şi modulul izoterm al lui Young, 


Y = b ls) t (c) 


s \ ôl Jr 


Să se calculeze coeficientul (0£/97), în funcţie de à, Y şi s. 3) Forța F pro- 
voacă brusc o tracțiune izotermă reversibilă în fir. Să se exprime alungirea Al, 
variația entropiei AS, variația energiei interne Ag; a firului şi căldura. pri- 
mită de fir. 4) Forţa F produce o alungire izentropică în fir. Să se calculeze 
variaţia temperaturii firului şi alungirea sa. Se vor calcula mărimile de la 2), 
3) şi 4), cunoscind: 


l= 2 m, s =1 mm?, F = 100 N, p=7,7:102 kg-m-2, c =— 460 J-kg-1.K-, 
A = 2.10 K=, Y 2:10 Nm, T = 400 K. 


Solujie. 1) a) Firul este caracterizat prin trei mărimi variabile : lungi- 
mea ], tensiunea F şi temperatura T. Transformarea fiind reversibilă, variaţia 
elementară a entropiei firului este : = 


€dQ me k i 
dS= = — = dT + — dF. i 
IE IE i IE 0) 


Variația energiei interne este : de; = L + dQ, åL fiind lucrul mecanic ele- 
mentar efectuat asupra firului, cînd lungimea sa variază de la Lla l- di: 
GL =F dl. Atunci: 


d£; = F dl + mc AT + k dF. ; (2) 
Pentru o variaţie cu dT a temperaturii şi cu dF a tensiunii, alungirea 
firului este : 
dl cadă dT + al dF. 
oT oF 


Variația energiei interne elementare. devine : 


ol ol 
= F — | dT. k F — |qdF. 
dz, (m+ = + + F] 


b) Scriind că d5 este o diferențială totală exactă : 


T etahi) 
AAN ATANT 


r J jy 4 
amo) (35) A (3 
F |r (3 aky pm A 
Pe de altă parte, 


p d[(E&1 — PI] = d8; — FAU— 1 dF = me AT -F (R— DAR 


rezultă : 


Știm că d(£, — F) este o diferenţială totală exactă: 


da (me) Lal lk — l) | 
ðE- |r oT ` 
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m me 


sau 


e olme) „| ôk ől (4) 
ap T JE 21) 


Din compararea relaţiilor (3) și a rezultă : 


La = Ea „deci k = T ie 
N oT jp oT 


2) Cele trei variabile fiind legate prin relația (7, 1, T = 0, care este ecua- 
ţia termică de stare, ele verifică relația matematică : 


eena 
OT), al oF ; 
Z e raa 
zi Dal aa T 


sau 


deci 


În cazul numeric considerat: 


(F) = ANOKA 
IT], 


3) Tracţiunea firului fiind izotermă, dT = 20, şi 


dl = 2) aF, sau al ra dF. (5) 
OF Jr hE ; TOR 
Alungirea firului va fi: ii - z : ji! 
Al „să li a ee O m. 
E af A 3%) LE: 


j și 


Dacă în relaţia (1) facem pe dT = 0, obținem : i 
Reci sau RE A = (6) 
T Tir t F statal sis 
se deduce că; i \ 
AS = N AP 
Variația finită a entropiei va fi: 
AS sa MiP = 4: 10 4 PK, 


În relația (2), 47 =0 şi variația endigiel interne; AORT pt unei 
variații cu dF a forței ge tracţiune, este 


"de, Al ar ai k dF, 


Cu ajutorul relaţiilor (5) şi (0), obţinem : 


ddi = — PAT + MT dr, 
i 5 Y i 
După integrare obținem : 


72 
Adı = a HN 
sY 


sau, numeric : FII 


Ag ni beat m) i ză 


25Y 


Căldura schimbată de fir, “în -dechirsul unei transformări elementare 
izoterme, reversibile, este: ee Ba i 


dQ = T dS =T dF, 
deci căldura primită de fir vă fi egală cu 
AQ TR 3i 20 J. 


4) Transformarea fiind izentropică (ds —0), inseamnă că este rever- 
sibilă şi adiabatică, deci că fir ul nu 1 schimbă” căldură cu exteriorul. Se deduce 


că: sra 
d PE Fee rel ar, 
Leme: mce 
de unde 
GAT = i Moppi : 
T EE 
i AI 15 
Integrind. această” relație” se obline TE Sea 
In T F AT Alo. R.i 
T: mce 
Dar 


deoarece 


a INA 
Variația temperaturii firului vă fi: 
Ana A Nobina ADE 20 K. 
MOS pes 
m = plus: 


Pentru a calcula alungirea firului, se exprimă Variația entropiei în i, tune: 


; "de variabilele lgi Tr Ah 
ar 4 i] sis Mă 
TES al (ar), ae 
Aal Jeito 22 
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Relaţia (1) devine: 


AS a ei dit As pe, f ALNE fai 
sua T Oli SP info ar], 


5... 


Dar 


Eeg 
~ 
els 
=>f[< 
——— 
E e 

t 
=|= 


l i E EA 
? IF],  AYs 


KIES NOTE 


Me ELES C, IERS c A 
AS atea jap [PE arii A faze 2) ap 
k Ton Ea | e eanl Aa 


deoarece 
m = phs. 


5 


Dar dS= 0, deci mărimea dintre parantezele pătrate este nulă: 


Borasi] (E ma AF: 
a pes 

Integrînd: tat 

sa | ac tatei stu 


r E SSON 


S Es A S RR [ua 
SV apese 

dar Sea oaie 

Sieu: 


păi bg a Ss 
: XTS 
de unde SPORG- ASis i i 
ii hrani fiat te VESS: aia ai DIO ales oin 
i 5 i cei a A NA JI 0 oskab oSA aa agno ba 
"Relaţia! (7) devine etg mad Bo annn oesi O NT ab O af ab ; 
pitar iri SE sili as da e Ci 2559 ga hAon Togan na vie tama 


> Too) 


ia» enro Abia HA GAT osia logib nb orient ct 
AD dai ri š 

Deoarece na REN : 

Ham wA P i 0, Ab IONA pag BOA Pa iar 


adică alungirea firului în decursul unei transformări izentropice este mai înică 
decit alungirea sa în decursul unei transformări izoterme, În cazul numeric 
considerata 7 vi w O ' i. 


N 4 tii S E, 


Al = 9,9920 ia n minhrnlaeoi piinati 


Variația energiei interne este) gi 


deoarece 


295 


Problema 7.71. a) Două fluide, A şi Aa, de volume Lixe şi de capacități 
calorice la volum constant Co Ca sint, iniţial, la temperaturile T gi rog- 
pectiv, Te (7, > Ta) Ele sint izolate adiabatic. O maşină Carnot, actionind 
cuasistatic, foloseşte pe A, ca sursă caldă şi pe As ca sursă rece şi acționează 
între sisteme pînă cind ele ajung la o temperatură comună, To, Să se obțină 
o expresie pentru 7% şi pentru lucrul dat de maşina Carnot, b) Dacă tempe- 
ratura comună este stabilită prin admiterea unui flux de căldură direct in- 
tre A, şi As, care este temperatura finală şi care este schimbarea in entropie? 
€) Să se arate că pentru toate căldurile specifice C, si Cz, această schimbare 
este o creştere. 

Răs Ze "m —_ raro rA a C, fi C: 

spuns: a) Te ar unda a = e E şi st — 
C, Ip Ca C ata C: 


oam Qa => CT, SS? CT: E (Cı AF Ca) To. 
b) În absența efectuării: de lucru, conservarea energiei duce la : 
CT, — 70) =Cs(Te — Te), adică 7, =aT, + DT, unde a +b=l 


şi se obţine că 


; Ac; =9,— 


T LIT. 
SN EO Aaa; 
TET 
c) Pentru a, b pozitive astfel ca a + b = 1, se poate considera : 
af, VP 0T, ENAT. 
Funcţia (f) are un minim pentru T, =T, şi nu este niciodată negativă. 
Deci : 
Sa — 5, >0. 

Problema 7.72. Constanta dielectrică a nitrobenzenului (CH; NO.) poate 
fi aproximată printr-o funcție liniară de temperatură : 

e, — 1 = 33,2 — 0,1041, (a) 
unde í este dată în grade Celsius. Să se calculeze lucrul dat pe cm: de nitro- 
benzen, cînd cîmpul electric creşte de la 0 la 10* V/m, iar temperatura 
creşte de la 90 la 130°C, presupunînd că temperatura variază liniar cu cimpul 
electric, în timpul procesului. Se ştie că polarizaţia unui dielectric, definită 
ca momentul de dipol electric pe unitatea de volum, este dată de 

P == Eo(€, asa DE, (b) 
Soluţie. Deoarece temperatura variază liniar cu cîmpul electric în timpul 
procesului se serie: 
(park bl, 
Ţinind seamă că f, =9000, la = 190% şi Ei =0, E =10 V/m, se pot 
determina constantele a şi b; Rezultă: 


(= 90 h 4:10, a) 
Utilizind (1), relația (a) devine: 
er — 1 e 29,8 — 4,10: 10A4£, (2) 


i 


Se introduce (2) în (b) şi se obţine: 


P = eo(23,8 — 4,16:1045)E£. 


Deoarece lucrul reversibil 
= —OE dP, se obţine: 


23,8 


, realizat la polarizarea unui dielectric, este dL = 


0 -0 8, $ = Š 
(E E a _ 14) = — 808-100 J. 


u 


L = — Os 


Numeric, se obţine: 
L = —8,08:10% J. 


Problema 7.73. Pentru benzen, echilibrul solid æ lichid, la presiunea 
de 1,01-10° N-m-* este caracterizat prin valorile mărimilor: temperatura 
de topire 0, = +5,40 C ; căldura latentă de topire L, = 1,262-105 J-kg; 
densitatea în raport cu apa: solid, 1,031; lichid, 0,880. Pentru benzenul 
lichid, căldura specifică la presiunea constantă este : cp =1,674-:102 J- kgt- K-t, 
Se presupune că c este independent de temperatură şi presiune. 1) Starea 
inițială a sistemului studiat constă din 0,050 kg benzen la temperatura de 
5,40C şi presiunea de o atmosferă. Volumele fazelor lichidă și solidă sint 
egale. Să st calculeze : a) volumul iniţial al sistemului ; b) masele fazelor solidă 
şi lichidă. 2) Prin încălzire, la presiune constantă, se trece din starea ini- 
țială, deja definită, în 'starea finală, definită prin 0, = 6,00*C. Să se caleu- 
leze : a) variaţia 'entalpiei ; b) variația energiei interne, neglijind dilatarea 
benzenului lichid ; c) variaţia entropiei. 3) Sistemul, aflat la 6,00*C și presiu- 
nea de o atmosferă, este comprimat la temperatură constantă. Să se caleu- 
leze presiunea la care are loc solidificarea. Admitem că presiunea de echili- 


bru este o funcţie liniară de temperatură. 
2m 


-— = 52,33 -10-8 ms. 
2Ps je Pa 


Răspuns. 1) a) ` OE 


b) Masa fazei solide este : 
me = pa == 2/10 3 Re, 
iar a fazei lichide : a Dia 
m, = pi = = 23-1073 kg. 


2) a) Într-o transformare la presiune constantă, variaţia entalpici este 
egală cu căldura primită de sistem: 


AH = Qprimit 


Deci: 
AH = mL + mcp(0 — 00) = 3 457,62 J, 
deci | 
Ad; = AH — pm (> iè =) = 3450,17 J. 
AP Pe | 
e) NSi er meaa m e =124 I-a, 


To 
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3) În cazul schimbării de stare considerate, relaţia lui €lapeyron-se scrie + 


de unde 


L 

ee eiD 72.10 Nm- K-A 

UEUS LEE I 
pi Pa 


Solidificarea benzenului la 6°C are, loc, la o presiune: 


| > Pot Ap > 17,31:10°, N. m=, 
= Ap SD Ap 163 TON m, dai 
= iia i Iti „PHou SU 073. Fra 


jsa riasa ctg 


Problema, 7.74. Se: consideră -uni siştem. izolat termic, compus ;din mai 
multe: corpuri, care. nu, se află în: echilibru. țermic:'unele: față, de 'altele.. Tre- 
cerea. la echilibru se: poate;realiza: în diferite;moduri, stările devechilibru finale 
ale sistemului. fiind. diferite. 1) :Să se “calculeze: luerul.:mecanic: minim. ce tre- 
buie efectuatasupra unui. gaz :ideal, pentru a se comprima.de-la presiunea p; 
pînă la „presiunea: pe, temperatura: răm înînd: constantă; şi fiind. egală; cu. cea 
a mediului înconjurător: Ba. 2} Să; se calculeze lucrul: mecanie;maxim efectuat 
de un gaz; ideal, în timpul,;răcirii /sale;:de- la. temperatura Tla ;temperatura 
mediului ambiant: 7, . răcirea avînd „loc:+a), la, volum constant ; b)-cu.o 
dilatare:simultană; în decursul căreia, preşiunea; variază -de; la..presiunea-p 
la presiunea mediului ambiant pe::3),Să.se „calculeze lucrul: mecanic; maxim, 
care se poate efectua prin punerea în comunicaţie a două recipiente ce conțin 
două gaze ideale avînd un;:număr egal-de particule N şi care se află la : a) aceeaşi 
temperatură T şi ocupă volume; diierite (0, şi (Da: b) aceeaşi presiune p şi 
la: temperaturi; diferite şi Da: a 


= ie Sile invat SERE 


Sa (al 
Răspuns. 1) JE = RTo|pa( == a + In 2 z 
= Și tii > z pS Pi Pı 
; See aA 
2) a) Lmaz = nNCy(T — To) + n(Cy — R) Te Uys ` 
CATRE u: A p o 


ia d, AC pen s Cat] i T 
pote la = none tan (ie 7) noa n PRT, 
Ba E me it 09 ra te GIJI A eo DEP FLI OLIA PA zi AR = set A o k i A 


3) Lucrul mecanic maxim va fi dat de, diferența energiilor interne din 
AJ Ti 


“stările inițială și finală: Vas “i 
p Că di 42NUA eA te RNE d (QU) NA | 
j E EE E (Ca O E IDD) EA Col | = A a 
a) Lmaz = dio ci sado TA ) AAN 4 3 | (OHUN 
; op mAy) N să 
N mewn pana aaa E 
Leea fo PIC auto | ET 


s iN 4 n ` + a 
Problema 7,75. Pentru a varia. cu dA suprafața liberă a unui ii m 
contact cu vaporii săi, saturanţi, se eteotueniă un ru mapeanie €L aI 
unde o este coeficientul de tensiune supertjeială. Căldura schimbată cu me- 
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diul înconjurător, în cursul unei transformări. în care temperatura lichidului 
variază cu dT şi suprafaţa liberă cu dA, este: 


dQ = Car EJA, 


unde G este capacitatea calorică a fluidului la suprafață constantă, iar l 
coeficientul de schimb de căldură corespunzător variaţiei izoterme a suprafeţei. 


1) a) Să se exprime coeficientul / în funcţie de temperatura 7 si de 
mărimea do/d?. | 

D) Știind că cveticientul I > 0, 'ce concluzie se poale trage ? 

c) Să se exprime ACTA în funcţie de T şi de 920/01%. 

2) Să se calculeze variaţia energici interne a unei lame de apă, în cursul 
unei transformări izoterme, în care suprafaţa creşte cu AA. Presupunem că 
o nü depinde de Tis ao oss gRaiarmari sirs) | Gi: 

3). Să se calculeze variația AT. a, temperaturii: unui, gram de apă (C:= 
= 4,25 J-K), în cursul unei transformări izentropice, în care suprafața de 
separație lichid-vapori creşte cu AA. Presupunem AT<I. ; ; 

4) Presupunem că o depinde de A și T, ' cónform ecuaţiei: Aş|T = 
= constant. Să se arate că energia inteină nu depinde decit de tempera- 
tura T. Aplicaţie numerică la punctele 2 și 3: 


T = 300 K, o =68:10%% J:m® dojAT = —2,47-10-4 J:m +K”, 
Răspuns. 1) a) Ţinînd'seama oă:variaţia: internă'a unui lichid este: - = 
dei [+ A = (S N A t Car 


şi scriind condiția ca de; şi AS'să fie dilerenţiale totale exacte, se obține : 


piei T. AOO 1) k23 CGL) 
ou ) 
o PE OT ER apin a EA 
DA T 07 AT? spori ATA 
2) S asi =(o— r7) NEER NO d 
y = ôT FE 
S Jors eei sării e i (n dz ERE 
3) Ap În OA A) e 8 8-10 K. 
GATERE 
4) d, =C dT 
deoarece ă 
AES l -4 o =U, pA 


Problema 7.76. Un recipient metalic A, cù pereţi subţiri şi de volum 7, 
conţine n kmoli de gaz ideal la o presiune p mai mare decit presiunea at- 
mosferică po: Recipientut este legat printr-un - 
capilar, prevăzut cu un robinet (fig, 7.76), 
de un recipient B, prevăzut cu un; piston 
fără frecare, în care presiunea este mai mică, 
egală cu presiunea atmosferică. p, și icon- 
stantă, La momentul inițial, volumul de gaz 


închis în cilindrul B este nul. Operația are loc la o temperatură: con» 
stantă, egală cu temperatura exterioară Th. f 

1) Să se calculeze variația relativă de volum AY/O, suferită de gaz, în 
funcție de p, po şi numărul a de kmoli câre au trecut în B, cînd sistemul 
ajunge la echilibru. | 

2) Să se calculeze, valoarea şi semnul lucrului mecanic şi a căldurii 
schimbate de gaz cu mediul înconjurător, în funcţie de x, Te şi R — constanta 
universală a gazelor ideale. 

3) a) Să se calculeze variaţia entropiei, în această transformare, în func- 
ţie de æ, n şi R. b) Să se exprime L — Lee, în funcţie de AS, unde Leo este 
lucrul mecanic schimbat. de gaz, cu mediul înconjurător, dacă detenta este 
reversibilă și izotermă. ; 

4) Presupunem că detenta ireversibilă are loc adiabatic- Să se calculeze 
temperatura 7 finală în funcţie de n, To şi R, x, Coj, unde” z" este numărul 
de moli care scâpă din recipient, iar Co căldura “molară, Ia vólum constant. 
Aplicaţie numerică la punctul, 4: dt i ile 


A DGD S freg 
m= 2 kmoli, Te =300: R; r= 1/4 kmoli. 
Ki >G j à (5 a) KHI 
ăspuns. I)i as cro eA r NU La i 
t DO x SD . À 


2) Detenta este ireversibilă şi deoarece presiunea exterioară ps este con- 
stantă, lucrul'mecânic:schimbat de:gaz cu mediul:exterior este ʻi 


Li Ip AV = RT; Q = Li= RF. 
3) a). Variația entropiei: totale: este dată':de :55 so sius bih 


(A S)rotau F (A S)sistom Er (A S) meaiu înconjurător 3 


(AS) sites -|2 L a E A Saa =R; 


o g To DS Da Bă. D 3 ia 
"ses ti r Te A fa 
(AS) ora = nR ln ah =nRlin SE] . 
E ci pl a 90 VI Nate 
It n n 
b) L= Lro DRE RI In = nRT, [5 ln -+ 
Pta le ata „o nr ; n—v 


e TA Shu 
nja Si 


EAE 
D aest E et pp = 270, K. 


ua nerad dattes uaii 


diena Haab diii Ri on Mhi 


Problema 7,77, Să se scrie expresia! energiei libere Foà potenţialului 
ermodinämie Gibbs G şi a entalpiei H pentru ub kmol de gaz ideal, a cărui k 
căldură molară Ja presiune constantă variază cu temperatura după o leat 
liniară, de tonma + | Botine sla manulaneq sibs at „senat sal 
iai i ie Gian pp stiau no stă Bigy 
unde a și b sîintacónstante, j ab iginn ! 


fr ihtiini HUNG dai oP 


ji 


300 


Răspuns. = (R— b)T In T (b — RT — L — RT In 0 ap Fy; 


cu cea AT T? 
Ga Wiadin To: ee ta RT In 0+ Fs; 11 = + VT ku 


Problema 7.78. Un kmol de gaz ideal este comprimat izoterm la tempe- 
ratura T = 300 K, de la presiunea pı = 10% N:-m-2 la presiunea pa = 10% N. 
m? Să se calculeze, pentru această transformare, variaţia energiei interne 
Ad» a entropiei AS, a energiei libere AF şi a potenţialului termodinamic 


Gibbs AG. 
Răspuns. A; = _ car = 0; SAS = Rin. B 1913 KA; 
P2 
ARI _ TAS — RT ne —57339 kJ; AG = AF FAGO) = AF. | 


Pa 


Problema 1.19. Un turbomotor cu „aer (gaz ideal) funcţionează după 
ciclul reversibil compus din transformările : 
— compresia adiabatică A,A, între stările: 


ol [pi 210 Nm" (pa = Spa 
AD ȘI Aa4(0a 
e a= 300K tpi z- 


— izobara ATASINA temperatura fiind T3; 

— ídeťenta adiabatică AzAn,, „presiunea în A, fiind, Pa = = 3P1 5 

— jizopâta A, Aş, în starea A; temperatura fiind aceeaşi cu cea din stă- 
rea :“T; = Tg = 1:000 K; 
— A adiabatică A Ag BE: cae = 
: — izobară AA. gg M-A Ole e 
Se consideră 10 moli i gaz avind cul dia sto e la presiune Ec ianta 
Bu: cu Gr ~ 29 Jmol Ky- = consanti Raportil caldenia molare la 
presiune. şi volti constant! este i wl i ; 


FAA! 


pă 


Cu 3095. i pÈ e Veta US 


1) Să se determine presiunea p, Ai o. Şi temperatura T în stările 
A, As, As, Au As Şi Ag ale ciclului şi să se rerea gratio în coordonate 


Pp 5i O. 
2) Să se CAI erdi mecanic şi căldura; -schimbate ci cita cu me- 


diul înconjurător, în fiecare din cele şase trapstorman şi să se verifice prin 
cipiul echivalenței. ; ; 

3) Să se calculeze puterea burpomototului dacă debitul masic de aer 
este de 29,1 kgrsa = ăi ` 

4) Să considerăm că în ciclul precedent, între temperaturi există rela- 
tiile T; în A, Ta = 4T; în Au Tias De =S BT, în Aa Ta = òT, în Aa şi 
Te= eT, in Ag, Se "presupune că traustormările  adiăbatice Asda şi! VA Aa 
o sînt caracterizate prin lucruri mecanice egale, Să se arate că è =s şi că 
rapoartele papusi: pripi sinthegald 00E QE s a GAT e SNRA wel (È 


ENT 
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a) Să se găsească relaţia între a, B și 5 și să se dedueă expresia căldurii 
schimbate în decursul ciclului, în funcţie de æ, B, Ti: 

b) Dacă temperatura 73 este temperatura maximă din ciclu (adică 
coeficientul B este dat), să se calculeze valorile lui æ B și a raportului/p,/pu, 
astfel încît în ciclu să se obţină lucru mecanic maxim. Aplicaţie 
numerică : Bij a 


Tı = 300 K, Ts = 1000 K. 


€) În cazul în carè lucrul mecanic total al ciclului este maxim, să se 
calculeze variația energiei interne, a entalpiei și a entropiei gazului, în fiecare 


transtormare. Să se verifice că | —~- =0. 
(ctotu) di 
„5) Să se găsească expresi randamentului. termodinamic al ciclului 
în funcție de &, B şi d și să se exprime “acest randament în funcţie de «, în 
cazul în care lucrul mecanic pe ciclu este maxim. Densitatea aerului în con- 
diţii normale este p = 1,3 kg: “mă 


-iy 
Răspuns. 1) O, =n — RD o, 2493 mi; T- = Ti me — 562 K; 
Ra di 1 
x ; E tz T - 
Pa = 9p = 9-10 Nm, U= IRT, Zi ;9-10-2 m?; 
aai D 


pa=p:= 9:10 Nm; De = =T -92,4:10-2 m; pica 


2 AEG 3 


-10 Nem; L k 
d sa sloiu SHOIR 
IRI fasie 


cp, 20, Li CSO 277101 Mi: pe Ba r= pp Fa. 
T Ps 


pis Te Z 606,6- 10= me. 
) FRNA Tos KÉ 
IRG GIO i A d LISA ia s y à 
2a) Ln ar aE 54430 J; L = 54 450 Lo 
ai a Malein sb atediidsaycm MA 


De A E PO K 2230540; Adh = nGa an TO: 
olsen e — Ca (74 m) + MO- SOJA 
HAN ri y í) u % 


Soe] ‘Lm EA i Apă nana J; O i 
Ai Y 
d) La Ea — a): = — 22 400 JA Get nO m To 78 320 SĂ 
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e) pu IE nCp 


— T) = —56120 J; Q; „=0 


A 
Lo = — P(O: hr Oa) = 39 730 J N Qeti == nC (T: —- Ts) = —125 130 J; 
Letetu = —80 900 J;  Qeseru == 80 900 J ; (L + Ouere =0, | 


care exprimă principiul echivalenţei, 


| L 
3) Pa Dei E: e Dj 18,09 MW. 
t i n n 


4) a) Prin ipoteză, Dau = Le 8 =c- 


|| 
e 


lLeictul E |Qesetu| > nC,T[28(1 S a112) — 1:— aj. 


b)i 2: z ` Lucrul mecanic efectuat este maxim dâcăi -i ~ Bha ilé; 
7 1 SSR i sia HIS EES p si} TUCA 
OR = sina a 244 dlecr] eo 
F dæ 
adică- 


y 


g boras == 2/3: 12 


Numeric ?: HIDA SA SI BA MHR 1 3) 


IPP i 


ge d i a 22: 23; TA A, = _1646..; 
3 Pı E ERR. 
oTi T pT maT p670 ARK Sdi, Aia = —76 960. J; 
N — IN E EN EN EE 640 J; 


AH;a = — AH; =— 107 670 F Al = — Alia Ata e Afla, 06.090 J; 


ASi»: =0; AS» = 0C, a J-K=; AS =o.. 


a FAY 
BJ í A pi 3 = ISI Site Erfa „iati 
d RE nCp lac = _116, a J-K; ASis S0: : yH 
4 : 
SE ò 
N o E 232,82 1-3; Aa -Í SREE 
Foss ; f. i A cae F 
zi gat 
E = 0,44. 
d Â dati riota 49 ui p (ai a) dai iuli ra A aia A) 


“Problema pTi 'Presupunînd "că “entropia 'rămine finită şi ` “Goaiăierutt a 
T = 0 (teorema termică a lui Nernst), să se arate că X = Con: Cp: cam fa 
Moy, Mp tind fiecare la zero la această limită, ;, 


lim a =0 j 
H 


Too | d! y / 
şi f 
0% 
ims / 
Tool oT ï / 


Folosind principiul al III-lea al termodinamicii, să se explice de ce 
ecuaţia Curie nu este valabilă la temperaturi joase. / 


8. FIZICA STATISTICĂ 


Breviar 


Fizica slalislică explică proprietăţile fizice ale sistemelor macroscopice, 
plecîind de la datele teoretice și experimentale relative la particulele care 
compun aceste sisteme. Astiel, fizica statistică studiază legile care guver- 
nează comportarea și proprietăţile corpurilor macroscopice, ţinind seama de 


faptul că acestea sînt compuse dintr-un număr foarte mare de particule 
(atomi, molecule, ioni etc.). i ; 

Avînd stabilit obiectul fizicii statistice, pentru fiecare problemă de re- 
zolvat se aleg constituenții sistemului termodinamic (atomii, moleculele, an- 
samblul electroni-nuclee-fotoni etc.), ţinînd seama de condițiile macroscopice 
în care se află sistemul respectiv. În tratarea dinamică a componenților ele- 
mentari, se utilizează fie metodele mecanicii clasice, fie metodele mecanicii 
cuantice. : ? 

Este știut că-din punctul de vedere termodinamic, pentru un sistem în 
echilibru, o mărime fizică F are semnificaţie, dacă valoarea medie 


lu) | 
CR lim = (la) 


n> n 


există şi nu se îndepărtează prea des de valorile funcției în diferite momente, 
Deci, pentru o mărime fizică oarecare F(p;, q;), care depinde de starea siste- 
mului la un moment dat, avem: 


+ 


RY lim | | Fipa q) al. a») 


wa 


To- T 
T 


—— 


2 
Definindu-se probabilitatea elementară, dP, pentru ca sistemul fizic să se 
„găsească, la un moment oarecare, în elementul dQ ul dp: dq, din spaţiul 


fazelor, prin | 
AP = D(po qi) dQ, (2) 
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D(pu qi) fiind densitatea de probabilitate (funcţia de distribuție statistică), 
valoarea medie a unei mărimi fizice, F(p,, qı), se calculează cu ajutorul relației : 
LESE ==) F(po q0 P (Po qi) dQ, (3) 

PD(Pi qi) fiind normată, 


| D(pi q) aQ =1. (4) 


00 


Schema introdusă de Gibbs constă în înlocuirea mediilor în timp (1) 
asupra unui singur sistem, cu mediile pe ansamblu (3), care sînt medii la un 
moment dat asupra tuturor sistemelor din ansamblu (ipoteza ergodică). Evo- 
luţia în timp a punctelor reprezentative ale stărilor microscopice (punctele 
ansamblului virtual) arată că: 


EL r „nt CEA 
qi a + 12, W) 3 (5) 


ceea ce conduce (în concordanţă cu ipoteza ergodică) la 
Di(pi 4) = P [76 (pi; qi. (6) 


Forma funcţiei (6) este dictată de condițiile în care se află, din punct de 
vedere macroscopic, sistemul considerat. 
În cazul distribuţiei microcanonice (sisteme izolate), se obţine : 


P(%6) el). (D — E) = expl DE AH — 0), 2) 


unde Î(6)= In 


Aa . Astfel, 
E 


oQ )-1 
(F> = (22) | F3(15— 6) aQ = exp[ —0] (ro, TN (4 —6)d0 = 
B o ea 
=exp|— O o (8) 
l A grade] 
unde , 
d Os Zid di a o LA (9) 
[grad 36| 
Contorm teoremei echipartiţiei energiei, 
2 ô 
Q EN (yi SEN = espl- PJQ (10) 
dq dpi 
Interpretarea statistică a mărimilor termodinamice este dată de 'relaţiile : 
: exp[—0]-Q = kaT (1) 
și 
1 RESES 
S= kp n | RR 12) 
B NIKIN TA (l; 
do 
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În “cazul: distribuţiei canonice (sisteme închise), avem: 


DR Peles | ali (3) 
koT / 
unde ru f. 
1 A ERG 
= Nap a a. / (aa 
WNN! | | A = 


[2] 


Conform teoremei echipartiţiei energiei, 


i = kpl. j 15 
Ca Pa (pe dpi F ; ser 


Studiile asupra comportării termodinamice, dedusă, din distribuţia canonică, 


conduc la : 
= — kT In Ze | (16) 
şi 
>S = = kg n 2). (17) 
“În cazul distribuţiei macrocanonice (sisteme deschise), rezultă : 
isi satele a di ERN A 
ăi Pub N= a aona ba ‘piysa „E (18) 
Pul ) WNNIZ y e| R kr sul 
unde ELESE E 3 See Esi ie E a 
uoN. E i % 
Z = ex exp.| — dy. PTE (19) 
Soo = 
Legătura? Ra a cu. “funcțiile tenyodinämics caracie- 
ristice este dată de relațiile: S 
5 Bia a > > Ajr (20) 
şi 
Shan Du). o en 
Pentru sistemele fără interacțiune, Statistica; Maxwell-Boltzmann > con- 
duce la qi RENO 
oA TA (22) 
Apea e E S 


unde funcţia de repartiție ieste dată, de relaţia in: 
(773 Zr: gi Spl- Bs). (33 


; În relaţiile (22)[și (23),EN, este. nuika de particule avind soe Sù 


Ji i _degenerescenţa lepreapunzataire. iasul de energie s: şi B pa 
AB 
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iy ROEA ial ez 


Relaţia lui Boltzmann dintre entropie și probabilitatea termodinamică este + 


S = ka În Pus, (24) 
unde 

gi! 
Puia Nas n NOA e ma NI 200 (25) 

I NI 

Rezultatul unei măsurători asupra mărimii fizice este 

Fagtvăra! m <I> de (AF) z AAE (26) 

unde (CEY) — (Fy2)/2 este abaterea pălrătică medite, iar 
dp > (CFD) (CEI — Eei c27) 


este flactuația relativă a mărimii F. 

În eazul unui sistem de N particule, în care N — (N> Z (NY, proba- 
bilitatea ca cele N particule ale sistemului să se afle în spaţiul fazelor, O, 
este dată de distribuția Poisson: 


Py = ea (NI: (N 08) 


Pentru N — (N) < (N), distribuţia Poisson (28) se reduce la. distri- 
buția lui Gauss: ; 


Po 3 (23 (N) exp li =e (29) 


Fizica statistică are un aport foarte însemnat la progresul fizicii :.a ex- 
plicat un mare număr. de proprietăți ale „materiei“ ;. -a redus principiile 
termodinamicii la cele ale mecanicii şi ale calculului probabilităților ; a dat 
naștere mecanicii analitice a mulțimilor de traiectorii ; a permis, pentru prima 
oară, accesul experienţei cantitative în lumea atomică ; a arătat -necesitatea 
introducerii unui element de acţiune, indicind modificările care trebuie aduse 
mecanicii pentru a o aplica la scară atomică; a arătat că înseşi fenomenele 
elementare nu sînt decit: statistici determinaite ete. se. 52 5.8 amanti 

203 y watr He Y y č 


HI TERE FS 
AFH AR at i RIOTS 


j En are RR aa inpe epi etater : y} 
INNING e GNUS OIU Diit RAHIT Lai 


PROBLEME 


Problema 8.1. Pentru obținerea unui vid înaintat într-un recipient de 
sticlă, se încălzesc pereţii recipientului pentru a elimina gazul absorbit. Tem- 
peratura incintei este t = 300%0.-Să' se calculeze valoarea presiunii din reci- 
pient, dacă acesta are o formă sferică cu raza r = 0,10 m, iar moleculele ab- 
sorbite de pereți trec in recipient. Suprafața secțiunii transversale a molecu- 
lelor, se consideră egală cu 107: cm? pentru un strat monomolecular, 

Răspuns, i 

T 
p EN 4 N'm™, 
Sr SN iată 

Problema 8,2, La temperatura de 0°C, lungimea medie a drumului liber 

al moleculelor de oxigen este egală cu 9,5+10-% m. Să se calculeze numărul 
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mediu de ciocniri pe secundă ale moleculelor de oxigen, dacă recipientul/ 
este vidat pînă la 102 din presiunea iniţială. Temperatura rămîne constantă. 


Răspuns. J YA 
lvy 8RT|7M 
nYa e N 4,510 sp, 
Sală Ca) Cu pal Pa 
Problema 8.9. Să se calculeze latura cubului care conţine 10% molecule 
de gaz ideal, în condiţii normale, 


Răspuns. 
L=) Nk Tp, =.334*1020 m. 


Problema 8.4. Viteza medie pătratică a moleculelor unui gaz este egală 
cu 900 m/s, iar drumul liber mediu, în aceleaşi condiţii, este de 4 um. Să se 
calculeze numărul mediu de ciocniri ale moleculelor gazului, în unitatea 
de timp. 


Răspuns: 


ae: 
O _ VB DIS 0.100 s-a. 
CI 3) 
Problema 8.5. Într-un recipient, cu volumul de 1 dm?, se află azot la 
temperatura de 7°C și la presiunea de 0,2-10% N:m-?. Să se calculeze numărul 
ciocnirilor moleculelor de azot, în unitatea de timp. De ze 


<z> 


Răspuns. AS RaT 


i DE NO IŢI 
eee pd VERI SA ta a 
z SOET ) e m = 204-105 si. 


Problema 8.6. Să se calculeze a cita parte din "moleculele * de Oxigen, 
aflate'la 0*C, au, viteza cuprinsă între 100 m-s- SITOR smen > 


„Răspuns, 2istIatt 8 
ps AN f zf e iS 
sdri 5152 SI Honk ; 
i FrN 39 JETS E $ OIOJE E < SIHA > E DT <I> a 
Problema 8.7. Să se calculeze: a: cita: parte din „moleculele +» de : azot; 
aflate la temperatura T = 400 K, au viteza cuprinsă în intervalul (u, u -t Av), 
unde u este viteza cea mai probabilă a moleculelor și Av = 20 mos. 


„93-10. 
II îs îs 


sa Ri sita a 


Răspuns. 
sutat dili ie SEO Si o anina «Laza 
ai că vicii N VE ut: ENTER că 
Problema 88. În una din experienţele sale, Perrin a găsit că pentru 
două straturi, între care distanța este egală, cu 100. um, numărul particulelor 
în suspensie, este dublu, într-un strat faţă de celălalt, strat, la temperatura 
de 20°C, Particulele au diametrul de 3:10 cm și se allă în suspensie intr-un 
fuid, cu densitatea mai mică cu 0,2 gem: decit densitatea particulelor. 
Să se calculeze, din aceste date, valoarea numărului lui Avogadro. 
Răspuns, Se are aas 
Cu ajutorul formulei barometrice, 


taie; A aoni Rala A ah argan eni aan 
ma ES Angla pihe m) iega Sias alee S5 tolisi 


Ko 
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Problema 8.9. Să se calculeze a cita parte din energia agitaţiei termice 
a 20 g oxigen, la temperatura de 10°C, corespunde mișcării de translație a 
moleculelor şi a cita parte mișcării de rotaţie. 


Răspuns. 


Vai wi [ivană [ 0 6G 3 ro a feo 
f Lag pd 


E f. eigi lui dle, éf 


Problema 8.10. Să se calculeze diametrul moleculelor: de oxigen la tem- 
peratura: de 0°C, cunoscînd coeficientul de viscozitate la această temperatură, 


= 04, 


SLI... Pais isi FA 


| n = 18,8:10-0 N:s:m2, 

| Răspuns. 

| Et 

| 2kp MT w 

i e tajai an d Sao rame 


Problema 8.11. O incintă sferică de rază r = 0,10. m, menținută la 
? temperatura £ = 27°C, înconjoară o suprafață s = 1 cm?, care este menfi- 
j nută la temperatură foarte scăzută. Incinta conține vapori de apă la o pre- 
siune inițială de 10 torr; Presupunînd că toate moleculele, de apă ce ating su- 
prafața rece se condensează, rămînînd lipite de peretele incintei, să se caleu- 
leze timpul necesar pentru ca presiunea să scadă la 104 torr în incintă. 


Soluţie. Numărul de molecule ce ating unitatea de suprafaţă într-o se- 
cundă este : 


Koe at E a 
IE e e 1 
3 ea =, 


unde n;este, numărul; de particule din:unitatea de;volum-a incintei.. În timpul 


di, pe suprafața 'rece sé condensează n (us dt molecule! Acest număr este 


PA] TESIS 


egal cu numărul de molecule care dispar din incintă, în acelaşi, timp. Deci, 


4 1 a 
— — nr? dn = — n (vs dt, aug. (2) 
3 4. , 
n tes SR DEEE i cai val E E AXE RE OR 
unde dn reprezintă 'variăţia numărului, de, molecule! din unitatea de volum. 
După integrare, 'se obține timpul £ necesar ca presiunea.să scadă : 


= 16 ui No E 

| i AS, n =. | 

gaze Buba Doar Gaseat | 

4 Dar, N A î 
3 2 tă 1.8 \1/2 S an rmt 2524 omdord 
: oi in siagian; SPEREN E goania ET Renate 

S sia stă a ate clear Val) olsy ob ital sistimul si besz inin 
no/n = p/p = 10". ai taara) 
Deci, 


inta (uoTaă alu ł aiL 


t = 3,258. 


Observafie, O aplicație importăută a acostul fenomen este! adăugarea la o instalaţie de 
vidare a unei capcane. eu azot lichid, cara permite scăderea presiunii cu un ordin de mărime. 
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Problema 8.12. O incintă izotermă, avînd temperatura T și volumul “7. 
conţine un gaz aflat la echilibru termodinamic. Incinta are un orificiu mic, 
de secțiune S. a) Să se calculeze numărul d*N de molecule, care părăsesg in- 
cinta şi au viteza cuprinsă în intervalul 5 și 5 + dö. b) Să se scrie numărul N’ 
de molecule, care părăsesc incinta în unitatea de timp și pe unitatea de secţi- 
une a orificiului. Se va considera că n este numărul de molecule din unitatea de 
volum a incintei, c) Dacă orificiul incintei se află pe un recipient unde se 
menţine vid, să se exprime „legea“ de, variaţie a lui n în funcţie de timp. 
d) Să se scrie presiunea din incintă în funcţie de timp. e) Să se calculeze con- 
stanta de timp t (timpul în care numărul de molecule din unitatea de volum 
al incintei scade de e ori), cînd incinta are un volum O= 10 dm? și conține 
oxigen la temperatura T = 300 K, orificiul avind secțiunea S = 1 cm?. 


Răspuns. ; : 

N 3/2 MTE 
a) dN Solar) exp |- [be sin 0 cos 6 dv dôdod Sdi. 
D) N O 


c) aN == COR exp [L jet unde, constanta de timp ` 
T 


AD: SERT 6 
Se)! SARS 


d) p = p(0) exp = | 
e) t = 900 s. z EI eS i PIRSA: > 


Problema‘ :8.13. Să se” calculeze. Viteza medie á mioriculelor de gaz, care 
ies, printr-un! orificiu; mic; dintr-o cavitate- aflată Ja;temperatura T. Numărul 
paie a pe unitatea de se de cavitate este egal e cu N Si. ALE se e supun 


Răspuns. n a On 2 
+ 
1 m 2 m A | 
== = be exp li: v2 v2)| dvs: doy* 
Se? a | fer) i P|- aT A A x 


- i mut Ra 
° | Dz. exp e La dv; = pepe 
ô 
Problema 8.14. La ce înălțime în atmosferă, presiunea şi densitatea 


aerului scad la jumătate faţă de valoarea de la supralaţa Pămîntului, în con- 
diţii mormale ? 3 


Răspuns, Y 
Din formula barometrică, 


PO Hip m PSE e SBM m 
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Problema 8.15. Se consideră siste 
de molecule, N, fiecare molecul 
de (1< Ca), de aceeaşi pondere 
Maxwell: Boltzmanii și se afl 
a) Să sa “scrie expresiile numerelur: de molecule 
respectiv ós: Să se deducă probabilitățile P, SUR 
pe nivelele v,, respectiv 2, și să se calculeze N 


mul fizic compus dintr-un număr mare 
ă posedînd două nivele de energie, d, şi 
Statistică g. Sistemul ascultă de statistica 
ă în echilibru cu un termostat aflat la te mperatura T. 
N, şi Na; avind energiile Cis 
a ca o moleculă să se afle 
u Na Și N, — N, pentru un 
kmol, în cazul în care se cunosc : numărul lui Avogadro N4 = 6,02+10% kmol-a, 
T = 3900 Rşi ó = 2: — Ci = 10 ev (microunde) sau 2 = 2 — 4, = 
= 1 eV (domeniul optic). b) Dėfinind temperatura caracteristică 0 a siste- 
muluì prin b = 


ET Ea ; care sint limitele numerelor N,; Na şi N, — Na, 

iR 

în cazurile: a) T & 0 şi B) T > 6. c) Să se stabilească expresia energiei in- 
3 Ee T 

terne €, a sistemului considerat și să se traseze-curba = Ey ta): d) Presu- 


punînd că d, și a sînt independente de temperatură, la volum constant, 
să se calculeze capacitatea calorică molară: G a sistemului. Să se traseze curba 


4 pd 5 
caracteristică a lui Ca în funcție de temperatură (se va pune — în abscisă 
si C/R în ordonată, R fiind constanta gazelor perfecte). Să se studieze li- 


mitele asimptotice ale lui C/R, pentru- T < 0 şi pentru. T > 
constanta “lui Boltzmann kg = 1,381073 JKEI; 


Solutie. za e ete 


0. Se cunoaşte 


fir 


N 
a) N, mpa expl—B&,], i 


unde 
1 
RI I7I Sa 
ŞI 3 aS | = j; Lp d 4 ag j gl as] s i 
Z = geiexpl Băi] = g expl — Be] + expl—B€]). 
Deci, za dea pe £ z = Ze ai i : ez A 3 + > ; 
N N PEIN ep Speta ee Es pup Etaag 


Ie asi g N: ; 
1 + exp pe] "7 1 + expl— BE] 
Dacă 


1+exp[— b] 


8 = Ca — i10 N FOA ipe = 387-104 41; 


N, a A gengs Norina Ne 2 Na = 116-102 mol-, 
p ar ot aai în) pi are ON E S 


yi 
$ 
j 


I 


ó = Ca — du =l ey = 1,6:10™ J, BS = 38,7 > TINS 

N, a eat VER e 

1 sf expl 38, Zli 

Lore 

N, = N exp[—38,7] 10%; N, — N, = N = 6,02+102 kmol-2, 


= N = 6,02. 10% kmol-; ia 


31t 


n ñ 
D) Bd = mma Aa (e e, 
kat mi ns 
AC LLO Berl NSN NaN exp bdl 20; Nim N EN. 
Deci, practic, toate moleculele so alli pe nivelul de energie cel mai coborit. 


ji N 
BTSO Peal Ma, MeS; Ni N x AEE Deci, ine 


tervalul dintre colo două nivele este mult inferior lui kot. Practic, cele două 
nivele se comportă ca un singur nivel, cu ponderea statistică 2g, 


c) 6 = Nu see Naum Nu aut at Lacul i 
explBE] + 1 
sau 
barfe Ze ANEH NE ; 
op JO exp[p2] +1 
Dacă 


T =a 0, bi E Nli. 
Dacă 


IEE CN d, = Nduk NE 


(cele două nivele sînt practic: degenerate și energia nu: mai poate varia). 
În figura 8.15, a este reprezentată curba 
d =HTI0). 
d) Din relaţia 
dd, = Cpa T + A — p) 40, 
rezultă că : Er a aia 


= PE) ţa 


adică 
2p2 2 2 pa 
Cu= pb = AC et Ceăpl pol: me APO a | 
(exp[ 6] = 1) 4 nh e) 
unde 
R= RoN a 
g) Dacă 
0 e 0 
T 40, popii Gus de ej 
2) Dacă 
T>O0,fcsl 
și 
R9’ 
Ca 2 =e r 
AT AT 
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a Fig. 8.15 b 


Ca trece printr-un maxim, dacă 


Tu E042, 
0 
cînd 
Căi 0,44. 
R 
În figura 8.15, b este reprezentată curba 
CE a (Ul 
R 9 JE 


Problema 8.16. Se consideră un kmol de cristal, format din N atomi 
identici, dispuși într-o reţea tridimensională regulată. Fiecare atom poate 
executa oscilaţii armonice după fiecare din cele trei direcţii, independent 
de atomii vecini. Cei N atomi interacționează foarte slab şi constituie un 
rezervor de căldură la temperatura T. Ta e RY 4 

Teoria cuantică veche a oscilatorului armonic unidimensional arată că 
un astfel de sistem poate efectua oricare din mișcările caracterizate prin 
energia : 

Ci 0, Ga = 26, Cu =n€ ete, 
unde 
Vo =0 
este energia stării fundamentale. 

a) Să se scrie expresia probabilității P(E.) de a găsi un anumit atom din 
ansamblu pe nivelul energetic 2; b) Să se calculeze funcţia de partiție Z, 
corespunzătoare acestei distribuții de atomi în diferitele lor stări de mişcare 
şi să se exprime în funcţie de parametrul x = /kgT. c) Să se serie expresia 
energiei medii (>, asociată mișcării oscilatorii a unui atom după “una din 
direcții (de exemplu, Ox). Să se exprime (6) în funcție de Z şi de F, apoi 
în funcţie de Z şi de p = 1/kpT şi în funcție de € şi dex. d) Să se calculeze 
energia internă 2, pentru un kmol de metal, ţinind seamă de structura sa 
cristalină, e) Să se scrie expresia căldurii specifice la volum constant Ca în 
funcţie de x şi să se calculeze limita lui Ca cînd T > œ. f) Să se calculeze 
entropia cristalului, dacă 2 = kp0, iar0 =400 K şi T =20 K. 


Soluţie, | i 
a) Probabilitatea de a găsi un atom pe nivelul energetic éi estei” s 
ORD IL, i ata 
Dih) = aici à (1) 


D exp dilikat] 
n=l 
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cu condiția ca 


PDA) Le 


n0 


b) Funcţia de partiție Z a atomului este: 


La] 
- T p Z, 
Z un TA exp pan Pda RE, exp d4 ul 4- € exp z Fa ex p| Éz si 
D T, kal T RE 
naQ 


+H. = 1 + exp[—2] -+ exp[— 2r] expl 3z] + 


Expresia” lui 
astfel că 


G 


Z este o progresie geometrică infinită, cu raţia subunitară 


Fina 
1— exp[—z] 


c) Energia medie (6), asociată mişcării oscilatorii a unui atom, după 
o direcție, se scrie în funcţie de Z astfel 3 


d lnZ 
~ == Za = kT E E <) 
ET oead T 31 2 serii 
: EEE ari oii i rT S i 3 
deoarece. n i țitoai : > p 
a. exp |— as uall și i 
- ü Kan i disz at 
RES Melie i iio eissi teog 
Dacă ` : 
x Le ES 
Dj R a Se 
da oa p bP Se 
şi căi dei E 3 
linZ isiipoinebau 
Le Riscuri De (3) 
iat. AȘ dg explzI A 
deoarece; : iasă itua 
ATA y 3 i DI 93] wri ipt i 
nG TR PR TET Pi aiba ia i fei R FA h 
í \ sap stonii ui Lp, pi x LU 
Îm'leazul numeric considerat, sui i în Ni MU 
i i sara y AER na Fill, mit: 1074 pe si i a 3 | pita 
Şkijuotu ua 82 (Port č hir ey iinit asolusieh ae s al 


OS T O aa AN a 


d) Un kmol de erista] conține N Y4alomi,, Diocare efectuând. oscilații după 
ngi direcţii, deci este echivalent cu Me oscilatori, Energia sa internă este: 


EA į 


H NA Eya SNY EEEa ==2+10-2 Jekmol™, 
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dd db, OX æ? exp[z 
Ga »= ( TI l pi că = ra Sk N 4 i ELEREN L i, (4) 
„UI 


VA 


în cazul numerio considerat, 


dx aT (exp[z] — 1) 


Ga x 81020 Je hkmolri, 


Dacă 
10, mbH 
expli] = 1-H. 
Atunti, 
LA i 
lim ot dpi] = 
èso (exp[a] = 1) 


Ca, SNaha = SR 3 24,84, J -kmol | 
D Entropia are expresia i | PERI puh aigi íf 3 


d: 
S = R nZ + —. 
Ao 


Nar, 


mZ = wQ + a) z expl — BE 
Atunci 4 i 


Se R expl—2] + a = 5, 33.103 IR=. kmol-1. 


pi 


Problema 8.17. Se ştie din spectroscopie că molecula de azot are un 
spectru de vibrație dat 'de relaţia : | Sa 


1 + 
Cr = (n tea ho, N Oa REZANE T SE IEZI fai ti 


Diferența dintre nivele fiind O 
ho = 0, 3 eV, 


să se calculeze raportul dintre populația primei stări excitate (n = 1) şi cea 
| a stării fundamentale (n = 0), ştiind că gazul se află în echilibr u Spa e 


mie la temperatura de-l 000 Retis sooo pita big pita buatoă 
Răspuns. ;, 
Populaţia celei- de-a-n-a stări- excitate este“ proporțională cu factorul 
lui Boltzmann, $ N (AAS 
pipi pa eo lenat akini Întreg 


asifel că: 


| populația primei stări excitate 2 Ji ji ho |- 0.03. 
populația stării fundamentale kg f 
j Problema 8,18, O centrifugă cilindrică se roteşte. cu frecvența we |: 300, Sai x 


Diametrul cilindrului este egal cu 3m = 0,20 m şi are lungimea Z =0,5 m. 
n cilindru se află o emulsie de albumină şi apă, conținind m = 0,25 kg de 
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albumină. Masa moleculară relativă a albuminei şi densitatea ei sint: M, = 
= 380 şi p = 1,08 gecem’. Să se determine distribuţia moleculelor de albu- 
mină pe axă şi la marginea centrifugii. Care este masa volumului de albu- 
mină, de grosime b =5 mm, ce se formează în vecinătatea cilindrului ? 
Temperatura este egală cu 4°C., 


Solutie. 
Notînd cu pa densitatea apei, masa aparentă va fi: 


23 M pi 
May = m Palb Pa, 208 IM Patb Pa — 4,68+10-26 kg, 
Paio Na Pat 


Pentru a învinge forţa centrilugă și a aduce particula de la marginea cilin- 
drului într-un punct aflat la distanța r faţă de axă, este necesară energia: 


r i d 
= — me | or dr Mapoâ(ra — 72), (1) 


Dacă la distanţa r = ro, densitatea de particule este Ne, atunci conform 
legii de distribuţie după energii, densitatea particulelor la: distanţa r de axa 
cilindrului va fi: 


N(r) = Na expl— eka = Ne exp mape ros]. O 


Valoarea lui N, se obţine din condiţia de normare, 


| ză 
27l | rN(r) dr = N, 
d 


de unde 
N 
pa / Ti SS mape: 27297]; dr: 
Pentru calcularea integralei. 'se facoisohicibarea fide variabilă, 
(mapot? |2kpT) = 1. (4) 
şi 
N $ 
; H ] oc = (5) 
[E ee 2mlka TU — = = expr — Map VARIN. 
Distribuția densității moleculelor de albumină este dată de expresia : 
Nit Nmapo? „EXP Mapo(râ — m) /2kaT] ' ; (6) 


2rlkyT 1 — exp — Mapori 2kr T] 

Raportul dintre densitatea! la periferie (r = r) şi pe axă (r = 0) este: 
N(ro) —- en [Manor] | 

N(0) AR At 


În cazul numeric considerat, N(0,1)/N(0) = 229. Numărul total de 
molecule este i. 


es Dati wN am Mp) 4.8,90 108, 
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| 
| 
| 
j 
1 


iar numărul de molecule de la periferie, dat de (5), este 


No = 1376102 m=, 


în timp ce numărul de molecule de pe axă este 
N(0) = 6,01:102 m-a, 


Numărul N, de molecule din stratul periferic, de grosime b LOOO ru -se 
determină din expresia : 


Po 
N, = 27N f r expl— mapo’ (r? — r°)/2kpT] dr = 


ro—b 
= a e (1 — exp[— Map?b(2ro — b)/2kpT)). (7) 


Masa de albumină din stratul periferic va fi: 


— — 2 | 
decat, N, paie 1 exp[— Map*b(2ro — b)/2kaT] (8) 
N 1 — exp[— Mma pw rg 2kzT] 


În cazul considerat, m, = 0,118 kg, adică în stratul periferic, gros de 5 mm, 
se află 47,3%, din masa totală de albumină. 


Problema 8.19. Să se scrie expresia presiunii osmotice în soluţii, pornind 
de la legea distribuţiei particulelor după energii. Care este presiunea osmo- 
tică într-o soluţie dacă în 4 dm? de dizolvant, aflat la temperatura de 75°C, 
s-au dizolvat 10 g de gical [(CH, OH),] (M, = 62,0) și 15 g de alcool metilic 
(CHOH) (M, = 32,0) ? 

Solufie. Se consideră, pentru început, că soluția conţine un singur com- 
ponent. Inițial, dizolvantul și soluția sînt despărțite printr-un perete semi- 
permeabil. Acest perete lasă să treacă moleculele dizolvantului, dar nu lasă 
să treacă, moleculele componenților soluţiei (figura 8.19). Pentru menținerea 
presiunii de echilibru, se asigură o curgere constantă a dizolvantului în solu- 
ție. Sub acţiunea presiunii osmotice, pistoanele K, și K, se deplasează spre 
stinga: Ki scoate și K, absoarbe. Peretele poate fi goni derat ca un cîmp 
de forțe. Conform acestui model, asupra particulei care se apropie de perete 
acționează forţa : 


F = grad dp, sea: a) 


îndreptată spre soluţie. Conform legii acţiunii și reacţiunii, asupra peretelui 
acţionează din partea particulei o forță egală și de sens opus. În apropierea 
peretelui, potenţialul 2, crește nelimitat, împiedicînd trecerea moleculelor 
componenților soluţiei, Pe baza legii 
de distribuţie a lui Gibbs, numărul de 
molecule aflate la distanţa de perete 
la care potenţialul este egal cu peste ; 


N( Öp) =z No exp[= -Oal ka T). (2) >f 


Dacă numărul N(£p) este considerat în 
unitatea de volum, atunci No este 
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numărul de particule din unitatea de volum care au 2p =0, “adică care se 
află la o distanță foarte mare de membrană. Dacă elementul de volum este 
40, atunci forța care acţionează asupra acestui volum va fi: 


7 40 = N(8p) F dU = — N(0,) grad 6,40. (3) 

Diferenţiind pef(2) în raport cu coordonatele rezultă că: 
grad N(6,) = — [N(0p)/hkaT] grad £. (4) 
Rezolvind această ecuaţie în raport cu d, și introducînd în (3), se obține că: 
f = k»T grad N(€,). (5) 

În cazul hidrostatic considerat, 
f=— gradp (6) 
şi înlocuind (6) în (5),: rezultă că- 

-grad p =krTagrad N(8p). (7) 


Dacă temperatura. tuturor punctelor volumului considerat este aceeași, 
atunci prin integrare se obține că: 


P(c) = Fr k TN(E,) ra: D= 
unde Po: Se eprisiuga “în. absenţa i particulelor Ea fiec Diferenţa 
| ep: — Po == Poi m = Nika i i > zi (8) 


reprezintă cregtelea presiunii datorită celor N molecule. ` dizolvate- 

În deducerea expresiei, „presiunii osmotice, forma potenţialului p este 
puțin importantă, ca și proprietăţile chimice şi fizice, ale. TANA „Este, im- 
portant doar numărul N de molecule di 


trații mari, trebuie ținut seamă de aa gazelor reale Şi a A lichidelor. 


Dacă într-un. mê sînt dizolvate N, molecule “de. un tip. şi, Na: molecule din 
celălalt tip, atunci presiunea, osmotică a soluţiei. aflate la echilibru este : 


Pin (Na ENA a Ne e d) 


unde N este numărul total de molegule dizolvate într-un m: de soluţie; 
Înlocuind pe 


ORNE RIN ase ga anu LL) 
se obține, din (9) legea, lui, Van! t Hoff : sotie Bi aie } i Sy 
Posm = maro, i og tasan w 


Rezultă că presiunea osmotică este egală cu OAD DRA gazului pe care ar 
avea-o dacă moleculele substanţei dizolvate ar ocupa un volum egal cu vo 
lum ul, soluţiei, În cazul numeric considerat, 


] cai n (ma /M4) + (mM) = 6310 kidoti OA 


91.4 „a Porm = 450109 Nina uti a Asu 


Problema 8.20. Să se exprime energia internă di,- energia liberă 'F şi 
entropia S ale unui sistem termodinamic, cu ajutorul funcţiei de partiție 


Z = f... f expl—Z6]kaT] 42. 


Solutie. 
Energia internă se exprimă prin: 


f... f Bexp 26 WlksT] aQ f... | Zexpl—%/ksT] dQ 


d = (4) = = 14 
; f.. -f exp[—26/kaT] dQ Z z 
Dar 
dz 1 
i a. | O exp — at d. - (2) 
dT ktg kgT 
Din (1) şi (2) rezultă: 
: d In Z 
di =: <A) mikung E 
Pentru N particule aflate la temperatura T: 
$ R 
; aa Nk; URAR (4) 
dT NAA 
Energia liberă se exprimă prin ; 
exp — Ekr T] = fcf exp Øk T] d9 H a m m5) 
adică 
F = = Nki TIZ (6) 
Entropia rezultă din: iz 
R= 6,4 >S (7) 
astfel că Ro diigis, 
se, PP a | aanaula 22) (8) 


Problema 8,21.. Valorile.: „proprii. permise. ale, „energiei, „de, ;translaţie ale 
unei molecule de gaz perfect, care se. G printo incintă . pazeleli- 


pipedică, cu dimensiunile ad; C, sînt: AR S 
- cae la MERET 
Öre ny, ne TP 2 pita 2 35 Tai RA ->x i i na 
E 2m’ d pek 2È Lida i si BILLED 


a) Care este vaspoarea funcției de. partiție Z a acestei mişcări la tempera- 
tura T? b) Să se scrie energia; internă a unui kmol de gaz perfect monoatomic; 


cu masa atomică M şi entropia sa la temperatura T și la'presiunea pic) Să 
se „dedică fepresia energiei libere a acestui gaz. 


gl (E ndia “n? SPR E. Fa 
Soluției a) Zi) Aaa ip SRL ka T] H 
Na, Ny: E 
X ie Laus lo ob ims Daini 
-Deol Da hèng/2mbè “ka TIZ Sexni — TeRM ka Ph 
| Hg YE ul qul RRL, 0) 


Li 
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Introducînd notaţiile, 


A = m?h?/omakyT, B = rh /2mbk,T şi C = m*h*/2mc?kaT, (2) 


se poate scrie că: 


nz=0 ny=0 


Z = | exp[—An?] dns f expl—Bnijdn, | exp[— Cn?]dn,, (3) 
nz=0 


deoarece A, B, C< 1. Se ştie că 


f exp[—a2?]dz = 3 mla. (4) 
0 2) 
Atunci, 
Z = (mk T |27) abe = (mkr T |r O. (5) 


Într-un gaz perfect monoatomic, moleculele au doar mişcare de trans- 
lațic. Considerind un kmol de gaz, p 0 = RT şi din (5) rezultă că: 


Z = (MRT [27h (RT/p) = DT., (6) 
unde 
D = (M R|27h?)P(R]p). . (7) 
Din (6) rezultă că: 
5 
Lazi a a Iau (8) 
şi | 
(a m ZoD =52T. (9) 
Se- ştie că AEE 
dn Z) - 
x = Rp. 10) 
=< pyi kg Ea ( 
Energia internă a unui kmol de gaz, ţinind seama de (9), va fi: 
5 à 11 
i = NakgT?. — =— RT. 
bi IN 48g 3T 2 (1) 
Căldura specifică la volum constant este: 
R 
Coy = (32, lar) => R. (12) 


LA 


Entropia va fi: 
[zs R 
J ton Post Se = rin D+>mTH 3) (3) 


Ţinind seama de relaţia (11), (13), devine : 


: 
S = Rain: T — mp tin M + ln (a): z: (14) 
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| 
i 


c) Pentru energia liberă se obţine s$ i 


că: P 
F mb — TS = —kaNat In, -£ 
adică, pentru un kmol de gaz. Cuptor E 
ir 
F im 9 Tia Gir 

FR=— RT mZ =RT|Inp a aan Is Fig. 8.22 

i t pna >([ MkpT Y] 

DIE M — ln KaRMIY | pr noni | 2 - 
2 2rh’ ; rh? 


Problema 8.22. O cantitate de Ag, a cărui masă atomică este A = 108, 
încălzită, emite un jet de atomi monocinetici, care sint neutri din punct de 
vedere electric. Viteza atomilor emişi este v = 510° m/s şi se deplasează 
după o direcție Ox (fig. 8.22). Pe o porțiune din traiectoria lor, atomii 
sînt supuşi la o inducție magnetică B neuniformă, paralelă cu Oy şi cu gra- 
dientul 2]8|/ây =2:10° T.m, Se cere: 

a) să se calculeze componenta după Oy a momentului magnetic p al 
atomului, știind că după traversarea regiunii (L = 5:10- m) de inducţie 
magnetică neomogenă, jetul de -atomi este depărtat de axa Or cu 
Ya = 5,210 m. Să se compare rezultatul obținut cu magnetonul lui Bohr, 
up = eħ/2m,, ştiind că e = 1,6-10 1C m, = 9:10-4 kg, h = 1,0510- J-s 
şi Nu œ 6:10% kmol. 

b) Pe ecranul de observație se obțin două urme fine ale jetului. Aceste 
urme sînt simetrice în raport cu axa Oy. Ce ne spune acest rezultat asupra 
structurii atomului ? : 

c) Să se calculeze raportul dintre numărul n, de momente magnetice 
paralele cu B şi numărul n, de momente magnetice antiparalele cu B, în 
cazul în care proba de Ag se află la temperatura T = 300 K, într-un cimp 
magnetic B = 1 T. Constanta lui Boltzmann este kp = 1,38:10-2 J-K-. 
Considerind că proba conţine n = 10% atomi-m-?, să se calculeze magneti- 
zarea J. Știind că J = ym şi Xm IL = constant (legea lui Curie), să se 
deducă susceptibilitatea magnetică a probei şi constanta din legea lui Curie. 

d) Se ştie că entropia jetului de atomi paramagnetici este S = kg ln P, 
P fiind numărul maxim de configurații la echilibru pentru starea atomilor 
consideraţi. Să se determine entropia de volum a probei în funcție- de 
a = up|kgT. Să se calculeze entropia, dacă T —>0 şi T > œ. 

Soluţie. a) Jetul de atomi fiind deviat faţă de axa Or în cîmpul de ìn- 
ducţie magnetică variabilă, rezultă că atomii au un moment magnetic pu. 
Asupra fiecărui atom din jet se exersează o forță dirijată după Oy, avînd 
modulul : 


Fii aim Pico oi | | (1) 
y0y 
unde 
0 = < (E, B). (2) 
Deci, componenta momentului magnetic ți al atomului după Oy este: 
uu = u cos 0. (3) 
21 — Culegere de rap de fizică — ed, 138 321 


Neglijind acţiunea greutăţii, pentru fiecare alom de masă M, în re- 
giunea în care există B, rezultă: 


P= Mă, (4) 
adică: după axa Ovr, 
dz 
M —— = 0 R 
aa (5) 
şi după Oy, 
G B 
dl? dy 


Condiţiile iniţiale fiind : 
= 0, 2 =0, v =vişi vy =0, 
rezultă : 


t= vt (7) 
şi 

1 ðB 
y = —u cos 0 — }. 8 
uh Jy ; (8) 

Eliminînd parametrul £ între (7) şi (8) se obține că: 
= cos:9 DBR (9) 
2Mv? ôy 


Rezultă că în regiunea. în care Bz 0, traiectoria fiecărui atom. este o 
parabolă. Pentru z = L şi y = ya se obţine că: 


5 [Vă Tos 0 oB L?, (10) 
| -2Mv? dy; 
de unde = ee ai 


piu = pi cos 0 = (2Mo?y)] ( 


Yo 


DE r) 93-10-24 Alme. 
ôy S 


Magnetonul lui Bohr este : 
„ti ESADA 

_2m 
Deci, > 
i Uu = p cos 0 = up. | (1) 
b) Din experienţă rezultă că atomii sînt îndepărtați față de axa Qw, lie 
cu yo, fie cu —yp, iar componenta uy a momentelor magnetice are valo- 
rile +-yup sau —yp. Jetul de atomi se compune din două tipuri de atomi, 
Dacă unghiul 0 = <3 (m, B) ar lua orice valori pe ecran, de la P la P’, s-ar 
observa o pată continuă a jetului, Din faptul că se obţin două pete distincte, 
simetrice în raport cu Oy, rezultă că cos = -1, adică 


By = ha 


Astfel, momentul magnetic, se reduce la momentul de spin, care este paralel 
sau antiparalel cu B, Momentul magnetic orbital este nul (? = 0) şi atomul 
considerat posedă un singur electron periferic, în starea s. 


(2) 
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c) Energia potenţială de interacţiune este : 


SĂ d = —ub, (13) 
adică 

d, — =, (14) 
pentru atomii care au momentul ji paralel cu B şi 
da =uB, (15) 


pentru atomii care au momentul u antiparalel cu B. Conform distribuţiei 
lui Boltzmann, 


n 
P, = (16) 
N d, Le 
exp + exp|— 
E k A »| A 
şi 
Na - les a 
ps (7) 
Niangp ma a 
în | ps 
unde ' 
nmn +n =N. (18) 
Făcînd raportul relațiilor (16) şi 7 rezultă că: 
T exp R ai rase ăi (19) 
Na Ep 
adică, n, > n,. Pentru datele problemei, zl E 1,0045. Intensitatea de mag- 
Na 


netizare a substanţei paramagnetice este momentul magnetic al substanţei 
pe unitatea de volum: 


M N Ceai aatar 
= = s 20 
J 7 a n[u> A ) 


Momentul magnetic mediu al unui atom este: 


p B : Al 
ex > (593 = 
p | T ef kaeT 


<u> = Pius + Paus) cta | z] a| z] (1) 
| zi | ea kaT 
Deoarece ii i 6 l 
Ba 0,0025 «1 (23) 
ip 
rezultă că; ) H 
unb He 
14 1 z 
kn T Rat es uib (23) 
<u> = ha x UnB i ua kaf $ 
KaT l JE 


J= u E = 209 Am, (24) 


n fiind numărul de atomi din unitatea de volum. 
Susceptivitatea magnelică a substanţei este : 


Xm = Z = 209 A:-m T=. (25) 
Din (25) şi (24) se obţine: 
Xm Ma (26) 
şi 
{nf = Bo = 6,27 -10° S.I. (27) 


Cînd temperatura-creşte, agitația termică a atomilor. creşte şi se opune 
stabilirii ordonării momentelor magnetice în direcţia B. 

d) Colecţia de n atomi din unitatea de atomi, n, avind energia d, = —u sB 
și na avînd energia 4» = upB, are numărul de configurații posibile egal cu 


| 
p= n! Soone 98) 
n !(n— n)! EAA da ARET 


n fiind foarte mare, se poate utiliza formula lui Stirling: 


Imnl=nlnn— n. (29) 
Atunci, e ee 5 E ee ae 
Sha în P = kan Inn — m li hi 2 na Inna). (80) 
Introducînd notația E == 
a = wB E (31) 
rezultă că: 
expla] (32) 


0 SU e e RE n 
expla] -+- expl— a] 
și x 
expl—a] (33) 
expla] + expl a] 


Ținind seama de (32) și (33), relația (80) devine: 


Na = nP; = 


S = kn{ln(expla] ++ expia] — astha}. (34) 
Pentru temperaturi foarte joase, (a)na = BaZ => œ şi In (expla] + 
R Po 


Tep a])elnlexplal)zt In(1rt expl-2e]) a a-t-exp 20] —+ se. ian a tham 
723 e = a, Deci, S = hkan(a — e) 0, 


1 + expl—2a] 
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ESA 


Ra lin) ; B 
La temperaturi înalte, (apus = zi = 0. Atunci, expla] + 
B T-t 
+ expl—a] = 0 şi a tha > 0. Deci, S= k, In 2n numărul, de configurații 
posibile fiind P = 2», Numeric, S = 95.10% JIK. i C gUTA YH 


Problema 8.23. Prima stare excitată a atomului de heliu se află cu 
19,82 eV deasupra stării fundamentale. Să se calculeze raportul dintre popu- 
laţiile primei stări excitate și a stării fundamentale pentru gazul de heliu, 
aflat în echilibru termodinamic la 10 K, ştiind că prima stare excitată este 
triplu degenerată, iar starea fundamentală este nedegenerată. 


Soluție. Raportul populațiilor va fi: 
ile sai] E di — O 


Sa A = 3,14166:10-1, 
No o kT 


Problema 8.24. Un sistem are trei nivele energetice, d, =e, Er = 2e 
Şi s = 3s, cu degenerescentele g(€,) = 9(63) =1, g(a) = 2. Să se serie 
expresia capacităţii calorice a sistemului. 


Solutie. Se alege ca origine a energiei nivelul £, = e. Funcția de parti- 
ție Z vafi: 


3 
Z =, 9(€,) exp E l- + 2 expl—fe]-rexpl—2Be], (1) 


unde $ = 1/kg7. Energia medie va ti: 
2 InZ 2e 


CE) > 2) 

op 1 + exp[ße] 

şi capacilatea calorică va fi: ; 
C= GECI Z 2e? exp[e/k+T] Aa (3) 


ôT -— kaT?(1 + exp[e/ksT]) 
Problema 8.25. Un sistem este format din N subsisteme care interac- 
ționează slab. Fiecare subsistem are doar două nivele de energie, d, şi £z 
acestea fiind nedegenerate. Să se scrie expresia capacităţii calorice a siste- 
mului. 
Soluţie. Se alege ca origine a scării energiei valoarea ı =0. Notind cu 
€ = d, — €,, rezultă pentru funcţia de partiție Z valoarea: 
N ; 
Z PR KE) expli eala T] = NO expli es). (D 
=i a 


unde P =—1/kpT. 
Energia medie va li: oaste rile 
dn Ai dat Nos: 


Ai la BE AROR a RA, (2) 
dir e) “explfs] -+ 1 
Capacitatea calorică va fi: tat 
(S 7.) 3 [Era 
T PRL. lemn Ta 
E OKA) kpl RaT (3) 
RIETAN a 
24 (|2 =é] H1) 
R kal 


Dependenţa de temperatură a capacității calorice C prezintă un maxim tipic 
pentru sistemele cu două. nivele. Acest mod de comportare al capa cității 
calorice poartă numele de anomalia Scholiky. 


Problema 9.26. Se consideră o regiune dată, de volum A, într-un 
volum mare © al unui gaz pertect clasic, la temperatura 7, Să se arate că 
probabilitatea de a găsi N particule în această regiune de gaz este dată de 
distribuţia Poisson: 

_ SN expl— <N >] 
= L , 
N. 


unde (N) este numărul mediu de particule din volumul ©. 


PN 


Soluļie. Conform distribuției macrocanonice, funcția de distribuţie a 
probabilităților normată este : 


Pa, = explB(uN—x)]. a) 
Z 
Atunci, 
Du = exp uNIZACT, ©, N), (2) 


unde Z.„(T, O, N) este funcția de partiție din distribuția canonică. Conform 
distribuției canonice, E 


1 
E) i FER Za T, m 3 
ZAT,. 0, N) pl (T, ©) (3) 


unde Z,(T, 0) este funcția de partiție, pentru o particulă. Dar, în cazul 
gazului perfect, -=k E a S 


păr 


«N SN In Z]z, 5 exp pu]Z (DO) us tor (4) 
În același caz, rezultă că: | 
Z=expl END]. ES asta (9) 
Atunci, 3 
Piy E CNP exp (N (6) 


Problema 8.27. La temperatura de 0 K, atomii (ionii sau moleculele) 
unui solid sînt perfect ordonaţi într-o reţea cristalină. Odată cu creşterea 
temperaturii, agitația termică introduce mai multe tipuri de neregularități. 
Astfel, își pot părăsi poziţiile de echilibru. Acest tip de defecte. poartă numele 
de defecte punctuale, În cele ce urmează se vor considera defectele de tip Schot- 
tky, în care atomii ce îşi părăsesc Poziţiile de echilibru migrează spre supra- 
fața cristalului, a) Să se scrie expresia energiei libere F(n) în funcţie de nu- 
mărul de defecte n, considerind că în cristal se află N atomi şi că energia 
de formare a unui defect Schottky este e, b) Să se determine dependenţa de 
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temperatură a concentraţiei n/N de detecta Sehottky, ştiind că energia liberă 
a unui sistem aflat în echilibru termodinamle este minimă, 


Soluție, a) Dacă energia do formaro a unul delect Schottky esto e (ener 
gia unui atom de la suprataţa cristalului, măsurată taţă de energia unui 
atom din interior), energia celor n delecto va f: 


p i 
Di = ne, (1) 
Într-un cristal, format din N atomi și avind n defecte, cei N atomi sint 
q distribuiți în (N + n) poziţii. Deci vor t 
Be A (2) 
NIN! 


moduri de alegere a celor n poziţii ce rămîn vacante din totalul de (N -+ n) 
4 poziţii. 
Entropia asociată dezordinii rezultate din defectele Schottky- va fi: 


Í ; (N -- n)! 
S(n) =" kg In Pin) = Kh l —, 
(n) n In P(n) alh RIN 


(3) 


Energia liberă : 
F(n) = E. — TS(n) = ne — kp Tila(N + n)! — lnn! — In N 1]. (4) 
Folosind formula lui Stirling, 
Innl=nInn—n, 
(4) devine: 
F(n) = ns — RgTI(N + n) n(N + n)—n nn=—N In N]. (5) 


b) Puniînd condiţia ca 2F/2n = 0, rezultă că: 


n 1 


4 NS expl=e/ksT] = 13 


(6) 


Problema 8.28. Într-un cristal monoatomic, fiecare atom poate ocupa 
un loc într-un nod al reţelei, sau un loc interstiţial. Energia unui atom 
aflat într-o poziţie interstiţială depăşeşte energia unui atom aflat într-un 

| nod al rețelei, cu e. Se presupune că numărul poziţiilor interstiţiale este egal 
cu numărul nodurilor rețelei, care este egal cu numărul atomilor N. a) Să se 
calculeze entropia cristalului în starea în care n atomi din cei N se află în 
Ei poziţii interstiţiale. Se va considera B > kpt. b) Care este temperatura cris- 
) talului în această stare, dacă cristalul se află la echilibru termodinamic ? 
€) Să se calculeze tracţiunea de atomi aflați în poziţii interstiţiale, dacă s = 
=] eV şi temperatura cristalului este de 300 K. e 
Soluţie. a) În macrostarea considerată, n. din cele N noduri sint vacante 
F şi există N l/n (N — n) | moduri de alegere a acestor moduri, L din, cele N 
Poziţii, interstiţiale sint ocupate și există N !/n I(N—n) | moduri de alegere 
a acestor poziţii, Rezultă că ponderea statistică a acestei macrostări 
y (numărul de microstări) este: 


H P(n). = (N n UN, = n), 0 


iar energia ei va fi: 


d, = he. 
Entropia asociată acestei dezordini va fi: 
S(n) = ka lIn P(n) = 2kp[ln N ! — In n t — In(N — n) l]. (2) 


Tinind seama că n, N, (N — n) > 1, se poate folosi formula lui Stirling, 
nN! =N MN— N şi (2) devine: ; 


S(n) = 2ka[N In N — n Inn — (N — n) In (N — n). (3) 
b) La echilibru termodinamic, 
aS dSi(n) „dn 


1 1 
= = E (4) 
IÈ 0%, dn  d&, e dn 
Cu ajutorul lui (3), 
gu = 2kalln (N — n) — ln n]. (5) 
dn 
Înlocuind (5) în (4) rezultă că: 
n : 1 e 
E (6) 
Dacă e > kT, 
n 
— = exp|— i : 7 
N p | z] ; 2 


(starea cu ordine completă). Pentru e < kT, 


La T = 0 K,n =0, toți atomii ESS în noduri, Ĝi = 0, P =1şiS =0 


n= 1 i 
N 2D 
fe ail 
dkp T 


adică populații egale în nodurile rețelei și în poziţiile interstiţiale. Acest tip 
de defecte dintr-un cristal, în care un atom (un ion) se deplasează dintr-un 
nod într-o poziţie interstiţială, poartă numele de defect Frenkel. 


c) În cazul în care e = 1 eV şi T = 300 K, = = 2:10. 


Problema 8.29. Atomii de heliu pot fi adsorbiți. pe suprafața unui metal 
al cărui lucru mecanic de ieșire pentru atomul de heliu este egal cu O. Mişca- 
vea atomilor de heliu prin suprafaţa bidimensională a metalului se face liber, 
fără interacțiuni. Să se calculeze numărul atomilor de heliu adsorbiţi de 
unitatea de suprafață de metal, dacă metalul se află în contact cu un mediu 
conținînd heliu la presiunea p. Temperatura de echilibru a întregului sistem 
este T, | | pR 
Soluţie. Procesul avind loc cu variația numărului de particule trebuie 
introdus potențialul chimic 4, determinat în modul următor: dacă în pro: 
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cesul ce are loc la temperatura constantă T și volumul constant O, numărul 
particulelor creşte cu dN, atunci variaţia energiei libere va fi : 


AF = u dN., (1) 
Pentru sistemul suprafața metalului-gaz, 
AF = dF pas + dFmetat = uo AN pF un AN m: (2) 
Echilibrul apare pentru dF = 0. Dar 
dN, = — AN, (3) 


şi condiţia de echilibru se scrie : 
oF ðF 
Lo = Um sau = ——. 4 
L EnS INTENS 9 
F se determină din funcția de partiție. 


35 d3F 2 N, Ng 
pe est (| Pe e = p ) AE o (2zmkpT)?? (5) 
h? 2mkpT N, ! (h 


23 425 2 Nm 
Z metai = ! (| 9 | g p ga exp E 2 = 
Nm! kT h? E 2mkpf| 


1 i | b IE 
E e exp a 


Na! h? kT 


şi 


(6) 


Deoarece Z —Z,:Zm, rezultă că: 


ri 12 
ZE tT |N, In ja | 
l 
on AmkaT > 
SONS nS exp E N Na 1). (7) 
B 


Folosind formula lui Stirling pentru calculul aproximativ al lui In N! 
şi ţinînd seama de (4), rezultă că: pt Et | 


Nm 
N, 
Numărul particulelor adsorbite de unitatea de suprafață de metal va fi: 


„hp explOlkaT] 
ji Pag e A Ec asi ele ial Fe 9 
ze ka T (2nmkp T) 9) 


Ah ® 
— enma Te — |. 8 
ae enma ) aF A (8) 


B 


unde s-a folosit ecuația termică de stare pU = Nekal. 


Problema. 8.30. Într-un recipient cu volumul Œ se află gaz la tempe- 
ratura T. El este compus din N particule cu masa de repaus nulă, iar energia 
şi impulsul particulei sînt legate prin relația £ = pc. a) Să se scrie ecuația 
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de stare şi energia internă a gazului, b) Să se compare rezultatul“ cu ecua- 
piile corespunzătoare pentru gazul perfect. ilia 


Solufie, a) Ecuația de stare şi toate proprietățile termodinamice se pot 
găsi din funcţia de partiție, Presupunind că particulele nu interacționează 
între ele : 


1 | onne 
Z =— \ exp | — — | d0... du dpi... d = 
JaN |e | | cul 1 N api Pa 
Ang i N T X3 N 
= trO. exp | — Be p?dp| = IA, cu) ea (1) 
h? pl. c h 
0 7 


Energia liberă este legată de Z prin: 


F =n Zy, | (2) 
şi 
dF = —p 40 — SAT, (3) 
de unde 
OLE aT Ola 4; 
= —|—— | = kT = ES ea 4 
R (3 | E RE aa 2 
Din (1): i 
3 
In Z = N(in 0 sin 7 + în a (5) 
ehee = 
Atunci, : 
NkzT 
= 6) 
P ( 
Energia internă va fi: f 73 
Zi = 3N kT. 


b) Ecuația de stare este identică cu cea a unui gaz perfect, iar energia 
internă este dublă faţă de cea a unui gaz ideal monoatomic. Rezultă, că, în 
cazul gazului considerat, numărul de grade de libertate este dublu. 


Problema 8.31. Într-un cilindru; cu volumul O =5 dm: se introduce 
heliu la temperatura de 400 K. Masa heliului introdus este m = 1 g. a) Să se 
calculeze funcţia de partiție Z şi să se determine energia liberă F, energia 
internă 2, entropia S şi entalpia F, ca și potenţialul lui Gibbs G (entalpia 
liberă), b) Ce cantitate de energie se poate lua sistemului în aşa fel incit, 
printr-o transformare izotermă reversibilă, volumul gazului să se dubleze ? 
c) Ce energie primește gazul, dacă la presiune constantă curge printr-un sis 
tem de tuburi și temperatura lui creşte de la T =400 K la Ti =500K? 
d) Ce energie trebuie comunicată gazului pentru a creşte temperatura sa de 
la T = 400 K la Ti = 500 K; la volum constant? e) Să se calculeze variația 
entropiei $ ṣi a energiei interne ıı pentru toate cole trei procese. ` ~ 
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Solutie. a) Funcţia de partiție este dată de 


= E 
Z = expor et, (1 
XA | A 1) 


i 
unde 
Ni 
1 
Gus Sa NH rI ar HI (2) 
2m 5 EAE 
i 


Numărul de particule, N, fiind foarte mare, se poate inlocui suma prin 
integrală. Ținìnd seamă de formula aproximativă a lui Stirling, 


NAIN ESA, (2) 
funcţia de partiție pentru gazul monoatomic se scrie: 


ne 


= ~ y Carmia) Ee. (3) 
hen) 
Energia liberă va fi: 
2rmkg T)” 
AN N os A 5) a (4) 
NK 
În cazul numeric considerat, F = — AL, 52 kJ. 
Entropia, S, va fi: 
oF 5 rmkgT):2 5 
TEE CDE E e a CE (5) 
2T jy 2 Nh3 
Pentru calculul energiei interne se foloseşte relaţia : 
2 = F+ TS EP ship (epe een (6) 
ôT jy oT 


În cazul numeric considerat, înlocuind (4) în (6), rezultă 2: = 1 242 J, 
iar entropia va fi: i 


s E Mami 
îi 


E Ja 


Presiunea p se obţine cu ajutorul relaţiei : 
of A _ PRI i6910 N-m-?. 
T O 
Entalpia H va fi: 
H = 2 + pO ='2 0709, 
iar entalpia liberă, G = H— TS = 042 J, 


b) Dacă volumul se dublează la presiune constantă, variaţia entropiei 
libere va fi: 


FE, T)— F(O, T) m — NkaT In 2, 


331 


conform cu (4), Din (5) se obţine variaţia entropiei : 
S(20, T) — S(O, 1) = kN In 2. 


Din (6) rezultă că energia internă rămine neschimbată, adică, 


d2, T)— (VU, T)=0. (7) 
Din (5) 
AF = d(6, — TS) = dd, — T dS — SdT (8) 
şi conform primului principiu al termodinamicii, pentru procese reversibile, 
da- = TdS — pd. (9) 
Din (8) şi (9) rezultă că: 
dE = — pdO — SdT. (10) 


Pentru procese izoterme (t = constant) : 
(dF)r = — pd. 


Deci, în procesele izoterme, lucrul efectuat împotriva forţelor exteri- 
oare este egal cu scăderea energiei libere. În cazul considerat, lucrul efec- 
tuat va fi: ; -S = 

AF = — 574. 

În acelaşi timp, AS = 1,44 J-K-1. Într-un proces de dilataţie izotermă, 

eniropia creşte. : ; 
5 
c) Din (7), dH = d(£& + pO), deci AH So NGAI U J. Asemă- 


ei 
nător, A; => Nizât = 310 J şi AS => Nika lg PISIKA 
d) Dacă la volum constant, temperatura creşte: 


AS — 2 Nis In = 0,69 J-K- şi Ac, = 2. NEzAT = 310 J. 


Conform primului principiu al termodinamicii, (AQ)y = Ag; = 310 J. 


Problema 8.32. Să se calculeze funcția de partiție pentru HCl şi să se 
determine energia internă şi entropia pentru 2 dm? de HCI, aflați la 300 K 
şi la presiunea de 40 atm. Raza mișcării de rotaţie este egală cur = 1,3:10-m, 
iar masele atomilor, uy $i pop se vor determina din masele atomice relative, 
Ag = 1,01 și Acei = 35,46. 

Solufie. În cazul moleculelor biatomice, pentru calcularea energiei cine- 
tice, se adaugă la expresia folosită pentru moleculele monoatomice energia 
mișcării de rotaţie, În coordonate sterice, 


Cros ™= zult + sin? ser, W 
unde i 
A S EN (2 
Hi F Hor 
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este masa redusă a moleculei de HCI, Expresia (1) poate fi 
forma : 


scrisă şi sub 


Kasta Ka A 
Urot Ip (3) 
unde 
Jz ut? (4) 
este momentul de inerție, iar 
Ko = J0 (5) 
şi 
Ko sin 0-9 (6) 


sînt componentele momentului cinetic. Energia de rotaţie a N particule, 
aflate în starea i, se poate scrie sub forma: 


i ; ; 
Giro => zy (Său = a: $ Ko, SE Kon Ls AE Kyo- {7) 
Atunci, în integrala statistică apare un factor suplimentar : 
1 <a „ab K2y 
Asa a exp == Kt -t Kon dF, - (8) 
hax 2JkgT > rE 
unde - 
dr = dh... dev de... - dep sin 0,d0.. . .sin Oy dOx- (9) 


Integrarea după variabilele unghiulare conduce la 
T 2r 
i Eo j dq. „Sin 0y dou = (47), (10) 
d 0 
áar integrala în spaţiul momentelor cinetice este egală cu 
R2 2N 
exp |— dK} =(2rJkpTY. (1 
i aea x) G HASS es Să (1) 
înlocuind (9)—(11) în (8), se obţine factorul suplimentar, 


(8r2Jkp IDES 
he” : 


(12) 


Zrot m 


Partea din energia liberă datorată rotației, pentru moleculele compuse 
din doi atomi diferiți, este: 


; ri JkaT 
Frog = — koT In Zero = — NkaT ln e ag (3) 
Pentru entropia datorată rotației se obține : 
ôF SrJkuT 
came (0 Aa |. [aud la Sa | 14 
Sma — (27) Nain a4) 
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iar energia internă de rotaţie este egală cu 
Gror = Fror F T Sros = Nkol, (15) 


ceea ce este în concordanță cu teorema echipartiţiei energiei pe grade de 
libertate, Toate funcţiile de stare, scrise pentru rotaţie, depind doar de 
temperatură, spre deosebire de cele corespunzătoare translaţiei, care depind 
şi de volum și de presiune (vezi problema 8.31). În cazul numeric considerat ; 


N = NES =3,14 107? N, kmol- 
RT 


şi din (13), 
Crot = 7,84 dio Srot = 0,105 kJ/K. 


Folosind, pentru contribuţia translaţiei, relaţiile (5) şi (6) din pro- 
blema 8:31, rezultă: 


Cana = 70 Rl) Sro = 0 388 UK. 


Astfel, în cazul acidului clorhidric, d; = Verans H Inot = 19,6 kJ şi 
pentru entropie, S = Sirans H Sros = 0,493 kJ/K. Aceste valori trebuie 
privite ca primă aproximaţie, deoarece nu s-a ţinut seama de variaţia capa- 
cităţilor calorice. 


Problema 8.33. Să se calculeze contribuţia rotației la energia liberă, 
energia internă şi entropia unui kmol de 02. Cum variază părţile corespun- 
zătoare rotației, din mărimile F, d, şi S, datorită creșterii temperaturii de 
la 0 la 50°C? 

Solutie. Ca şi în cazul moleculelor biatomice formate din atomi diferiți 


(problema 8.32), factorul suplimentar din integrala statistică datorat rotației 
este : i ER i 


E i Apo ga =] ar. a) 


Z pai das exp 
sa aj RSR 


Molecula de oxigen este simetrică. Permutarea atomilor nu duce la apa- 
rifia unei noi stări fizice. De aceea, fiecare factor din (1) trebuie împărţit la 2. 
Atunci conform cu (12) din problema 8.32, Zis: je) (2). Astfel, şi 
în acest caz, spre deosebire de cazul translaţiei, componentele datorate 
rotației depind doar de temperatură, 

Folosind (2), partea de rotaţie a energiei libere este: 


s a SL al 
Pro = — kot MZ rot = — Nkr T gs Are (3) 
Entropia datorată rotației va fi: 
EAV a AmI kaT 
Sra == || Nka [Ub In a 4) 
i (ha (pps) 
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Partea de rotaţie a energiei interne se obţine din : 


Örot pa, Erou PEATS = NkpT (5) 

Dacă temperatura crește cu AT, variația energiei libere va fi AF, = 
4n2Jkp(T+-AT fe: (ji 

S jar A a 'a(1 + =] = — 2:19:10 kJ, a 
2 : 


AT 
entropiċi, A Sro: =N kpj 1 + sia) = 1,40 kJ:-K- şi a energiei interne, Ag, = 


= NKpAT + 416 kJ. 


Problema 8.34. a) Să se calculeze energia liberă de rotaţie şi entropia 
de rotaţie pentru moleculele multiatomice. b) Ce valori. au aceste mărimi 
pentru un kmol de H,S la 300 K ? Momentele de inerție principale ale mole- 
culei de H.S, conform măsurătorilor spectroscopice, sînt egale cu: Jg = 
= 2,7104 kg:m?, J, = 3,1-105%7 kg-m:, Je = 5,9-1047 kg.m2, 


Soluție. Moleculele cu trei şi mai mulţi atomi au trei grade de libertate 
de rotaţie. Se aleg drept axe de coordonate axele £, n» C, care sînt axele de 
inerție ale moleculei. Energia de rotaţie a unei molecule va fi : 


(1) 


unde Jg, Jp, Je sînt momentele de inerție principale,iar Kç, K, Kg sînt 
componentele corespunzătoare ale momentului cinetic al mişcării de rotație. 
Astfel, în funcția de partiție a gazului triatomic apare un factor suplimentar, 
datorat rotației : : 


2 2 2 = 
Za =ar jop |- t ap Ku te n ee Ka 


.. |n (2) 


unde 

Aro =dKza «++ dKgy'sin Dada AOp dOa.. sin Dey dex dDa dou (3) 
Integrarea după D; și O, conduce la unghiul solid 4m. Pentru al treilea 

grad! de. libertate, fa, = 2n (4). Ca rezultat al integrării după variabilele 

unghiulare ale T particulelor, se obține valoarea (Sr), 


Fiecare moleculă are axe de simetrie. Prin rotația în jurul uneia din aceste 
axe, molecula se suprapune peste ca însăși. Se notează cu t numărul de axe 


de simetrie ale moleculei, Atunci factorul de rotaţie din funcția de partiție 
va fi; 


[all IA MIR 
no => (22) (2rekp TACI INA (5) 
T 
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2 1 2 2 
B a [i .—— o 
N VH zel 
+480 ES. 3 
ve? 7 
A pi d 
Fig. 8.34 Fig. 8.35 


În cazul moleculei de H,S, m = 2, deoarece molecula de H,S de regă- 
sește pe ea însăși printr-o rotaţie cu 180 (fig. 8.34). Energia liberă este: 


3 
Fot = — Bf În Zoe = — NT (2 8r? 4 ja alelă) Ea 


= 275410% KJ 
Entropia este : 
Sreiz 2 Na ir în re + 3 +2 adorate ia 1,92 kI-Ka, 


Problema 8.35. Să se calculeze variațiile contribuţiilor oscilaţiilor la 
energia liberă, energia internă şi entropia unui kmol de hidrogen, în cazul 
ican de la 1 500 la 2 000 K. Frecvența unghiulară a oscilației este og = 
= 8,3:10™“ Hz, iar Cey = 2,89 R la 1500 K și Cy = 3,12R la 2000 K. 


Solulļie. Se-consiceră o moleculă cu doi atomi, care oscilează unul în raport 
cu celălalt. Se notează cu q şi p deplasarea și impulsul reduse (fig. 8.35). 
Energia de osalete a stării (q, p) este „pala cu: 


JE JE uło? (1) 
2u 2 

unde & este frecvența proprie a sistemului oscilant. În funcția de partiție 
apare factorul suplimentar, 


po 
Ooscil T 


-+œ œ 
1 Ê kT 
m e S copie eee na E 2 
ph al) e| ear ho 2 
—o —% 
unde A pile = 1,05-+10-%4J-s. 
27 
Dacă sistemul conține N molecule, în fiecare din ele fiind excitate fyse 
oscilații cu frecvențele proprii o, ..., Wose atunci în funcţia de partiție pen- 
tru stările de oscilație apare factorul: 
hp T N 1 
Zor = (2) STE ERTE &) 
ale ON «n 0 


Contribuţia oscilaţiilor la energia liberă este: 


Poo = — KoT In Zana Na la (27) x 4) 


seal 
LOT tar Waso 
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fa 


Entropia de oscilație este: 


OF f Ka T \ lore 1 
Sose SE ai Pa + Nka fi e+ In je SEP 2 A, a 
oT J©@ | S à Oi acen 6) 
Atunci, energia internă este: 
Obie za Roza F 115333 — hse Nka T (6) 


ceea ĉe este în acord cu teorema echipartiției energiei pe grade de liber- 
tate. 
În cazul considerat, din valorile lui Co, şi din (6) rezultă că: 
la Ti = 1 500 K, fı =0,39, iar la T, = 2 000 K, fı = 0,62. 


Variaţiile mărimilor căutate vor fi: 


AFi =— Na (77 TELLEN n Se) —4 932,4 KJ, 
Ro Roo ' 
A Sose Se Nka(fa SEE |.) SE Nkp (r ntete fı In ra) 688,8 IREL 
Aoo ho 


ACose = Nka(faTa — fi Tı) = 5 475,8 kJ. 


Problema 8.36. Se consideră un kmol de He la presiunea de 2 atm și 
temperatura de 300 K şi 2 kmoli de O, la presiunea de 3 atm şi temperatura 
de 200 K, separate printr-un perete. Întregul sistem este izolat termic. Să se 
calculeze presiunea și temperatura amestecului gazos după îndepărtarea 
peretelui și stabilirea echilibrului. Să se calculeze variaţia entropiei în pro- 
cesul de stabilire a echilibrului. Se cunosc, Cop = 3 kcal/kmol-K pentru He 
şi Co =5 keal/kmol-K pentru O. 


Soluție. Pentru fiecare gaz este adevărată ecuația termică de stare, p, U, = 
=n RT, şi pO; = nRT, (1). Pentru amestecul gazos, după stabilirea echi- 
librului, ecuația termică de stare se scrie : PU =nRT (2), unde n =n + na, 
O= O + O (3). 

Procesul de amestecare poate fi despărțit „mintal“ în două procese : 
procesul de dilatare termică, urmat de un proces de egalare a temperaturii. 
Cind fiecare din cele două gaze s-a dilatat, la temperatura constantă proprie, 
pînă Ja volumul ©, echilibrul nu este încă realizat. Echilibrul se stabileşte 
doar după egalarea temperaturii ca rezultat al ciocnirilor dintre molecule. 
Această egalizare a temperaturii apare cînd deja volumul este constant. 
Conform regulii lui Richmann pentru egalitatea  căldurilor schimbate de 
subsisteme : 


NaCW(T, — T) = nsCoya(T — 73), (4) 
de unde pp — UEV Tit naCoa Ta (5) 


Na CO F NaCOra 
În cazul considerat, T = 223 K. 
Pentru calculul presiunii se foloseşte (2), de unde p = 2,36:10% N:m™, 


nT, 


NT 
unde O = U, + Ur-= R|= Ho m 2A m’, 


Pi Pa 
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În cazul heliului monoatomic, moleculele au doar o mişcare de translație, 
astfel că entropia este [relaţia (5) din problema 8.31]: 


ta TOnunoka Th 5 
Site = NR Ip - AB ACOSO on (6) 
puli? i 2 


În cazul oxigenului, care are doi atomi identici în moleculă, apare și 
un termen datorită rotației [relația (4) din problema 8.33], astfel că; 


Sos = NR n + 


pal 2 


koT (27yo kT) An Ik Ta 7 ] D 


Creşterea entropiei, ca rezultat al amestecului de gaze, va fi: 


> 5/2 7/2 
AS=ASu tA So =R] n mf: = EPE ni mf) Ag 
L p 2 P 


= 2,80 kJ-K-. 
Problema 8.37. Conform mecanicii cuantice, moleculele unui gaz biatomic 
3 ; h? 
au nivelele de energie de rotație €, PN a 02 mde J 
este momentul de inerție. Nivelele s, sint degenerate de ordinul g, — (2r + 1). 
a) Să se scrie expresia funcției de partiție a mişcării: de rotaţie şi apoi să se 
găsească capacitatea calorică de rotație pentru un kmol de gaz i æ) la tem- 
peraturi coborite ; 6) la temperaturi mari. b) În cazul oxidului de carbon (CO), 


momentul de inerție este J = 1,3.10-46 kg-m?. Care este căldura molară de 
rotație a oxidului de carbon la temperatura camerei? 


Solutie) aZ oi = 5 9 exp = xal zija a 
r=0 5 


u XA (2r+1) ep|- i r(r + 2) 
áJ Rg 


i i £] 
d) La limita temperaturilor coborîte; kT < Li exponențiala scade 


repede la zero. Se păstrează din sumă doar primii doi termeni: 


MN 
Zeo x 1+3-expl— =], 
rot + o| wl 


he? 
Atunci, In Z „%3 exp ET 


Jka T 
E R 
(s-a aplicat formula: In(1 +a) S t a Da at) 
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Căldura molară de rotaţie va fi: 


Ld 7 2 
Crot c Na = , dar Êi = — LELEA h E h? | 
0 


- =3 — exp 
aß J JkT 


deci 


AE h? 
Grot = 3R [=] exp] — —— ; unde R = kN. 
i Ga) 5 | sal al 


. A la] ħ? . . 
8) La temperaturi înalte, kp1 pa și distanţa dintre nivele scade 


foarte mult, astfel că funcţia de partiție se poate scrie sub forma unei 
integrale. Introducînd variabila x = r(r + 1), rezultă că: 


% 
2 DJT. In Z, 
Zr = exp] — PRL ARE GA “B ia = MZe kT 
2JkpT pa T) 
| SGE Na < = R. Acest rezultat coincide -cu rezultatul: clasic dat 


de teorema echipartiției energiei. O moleculă liniară are două grade de 


libertate, fiecare contribuind cu 2 la căldura molară. Diferența dintre regi- 


murile la temperaturi înalte şi coborîte este determinată de momentul de 
inerție J. 

b) În cazul oxidului de carbon, [2J ~ 4-107% S.I., iar kT ~ 4-10-2 J, 
astfel că ñ?/2JkgT ~ 10-3. Este cazul (B), deci Crot = R = 8 317 J/kmol-K. 


Problema 8.38. O moleculă biatomică poate îi aproximată cu un osci- 
lator armonic unidimensional, cu frecvenţa œw. Conform mecanicii cuantice, 
un astfel de sistem are un spectru infinit de nivele de energie nedegenerate, 


1 
cu energia tofr -} z) r —0, T, 2, ... a) Să se găsească expresiile funcției 


de partiție de oscilație și a capacității calorice de oscilație. Care sînt limitele 
de la temperaturi coborîte şi înalte ale acestei capacități calorice ? b) Să se 
= calculeze capacitatea calorică molară de oscilație a moleculei de azot (Nə) 

la 1000 K, știind că distanţa dintre nivelele energetice este ho = 0,3 eV. 


Soluţie. a) Funcţia de partiție de oscilație este : 


% 00 
1) ho expl— 2/2] 
Zoss = -=N exp |- [r +422 = exp e, 
>, = zi 2a a | eg a 1 — expla] 
r=0 r=0 
unde 
| r= no :=hoB, 
kT 
| 
/ Atunci, 2, =— 2 nZ, = ho ela a Te) 
| 2B 2  1—explz] 
| Și 
A 9%, ho  explho/haT] 
j Cose = = R| Ceara ar EAE ee af Atel 
„ie Nazi (23) (1 — explho/Ra TI)? 
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În cazul temperaturilor coborite, 


ho/kaT > 1, deci Coe n| A) exp | e e | 
Ra e fe 
În cazul temperaturilor înalte, ho/kpl 41 şi Cos RR. 
b) În cazul azotului, ho =0;3 eV. Atunci, la t = 1000 K, ho/kuT =35 
şi explho/kaT] = 33,12, deci se aplică aproximaţia temperaturilor cobo- 
rile, adică Coss = 3,1*10* J’: kmol- K=, 


Problema 8.39. Căldura molară la volum constant a unui gaz perfect 
de bosoni, cu masa m, la temperatura T mai mică decit temperatura de. con- 
densare T,, este dată de: 


T 


3/2 
Cy = 998| ) l ZE, 


c 


Să se calculeze în aceste condiții: a) energia internă molară ; b) entro- 
pia unui kmol; c) presiunea gazului. 


Soluție. a) Energia internă va fi: 


3 
2e (co aT — 077287 E H a) 


c 
Pentru T = Te, y =0. Dacă se introduce u-—0 şi variabila z = e/ksT, în 


œo 


3/2 12 s f k 
pi 27(2m) = el dg pera (2) 
ro epen! 
i ò PE ERTS Ds 1 
rezultă : S a ra PENN ; se 
Da i aci 
N= so ane) ro 8) 
z nË 


Înlocuind T, din (3) în (1) şi ţinînd seamă de N = Na, rezultă că: 
(ko Tm 


E, =0,1280 (4) 
h’ 
b) Entropia va fi: i 
1a p 
ȘI E TR e N SPICE ) 
T Ta 3T 
€) Presiunea este: 
AA, X Elma U 
p =z] “undo ma aT Si 20,da5 (Aa A a: 
IO Jr w 


Atunei, 


: (ka Tine 
pis 0,085 BI Cata . 


340 E: 


Problema 8.40. Un semiconductor are n nivele donoare a căror energie 
este —so. Un nivel donor poate fi ocupat atit de un electron cu spinul „în 
sus“, cit şi de un electron cu spinul „în jos“, dar nu poate fi ocupat de doi 
electroni. Să se găsească funcţia de partiție macrocanonică a electronilor de 
pe nivelele donoare şi apoi numărul de electroni de pe nivelele donoare. 


Soluţie. Pentru un singur nivel donor, există trei stări posibile ; nivelul 
este gol (energie nulă), nivelul este ocupat de un electron cu spinul „în sus“ 
(energia — &) sau nivelul este ocupat de un electron cu spinul „în jos“ 
(energia — &). Fiecare din cele n nivele donoare poate, independent de cele- 
ialte, să se afle în una din aceste stări. Atunci funcţia de partiție macrocano- 
nică este dată de: 


Z = (1 + 2 explB(u + e.)])” (1) 
Numărul de electroni de pe nivelele donoare este dat de : 
n= SE unde F = kT IZ: (2) 
ĉu 
Atunci, 
me n : (3) 


14 Z expl— P(uteo)] 


Problema 8.41. Să se calculeze constanta de echilibru în procesul de 
ionizare a hidrogenului atomic, care apare la temperaturi: foarte ridicate : 
H ip -+ e. Se va presupune că electronii, protonii şi atomii de hidrogen 
put fi trataţi ca gaze perfecte clasice. 


Soluţie. Constanta de echilibru are expresia : 
PC O o 
c(H) 


unde c(p), c(e-), c(H) sint concentrațiile de protoni, electroni şi atomi de 
hidrogen. Pentru a calcula constanta de echilibru, K,(T), din relaţia 


KAT) = n Z(T, ©, p|" D 


trebuie calculate funcțiile de partiție pentru protoni, electroni şi atomii de 
hidrogen, care sînt date de: 


« 3/2 
Hizir KIRIN 2nmikaT Zn (3) 
O he 


unde Zt este funcţia de partiție internă a componentei î. Se va alege ca 
origine a scării energiei starea în care un proton şi un electron se află la 
distanță infinită unul de altul și în repaus, Energia stării fundamentale a 
atomului de hidrogen este de 13,6 cV. Din (3) rezultă că: 


l 2rmka Th. 
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unde factorul 2 provine de la cele două stări de spin posibile ale electro- 
nului (adică funcţia de partiție internă din acest caz). 


(nmko T)” 
he 


E e a ř = 
Asemănător, —Z,(7, ©, l) = -2 (5) 
„0 


unde factorul 2 provine de la cele două stări de spin ale protonului. 


La 2nmuka DY? 
Pentru atomul de hidrogen, TRANE (0, l) d ZA SUR 
Pentru funcţia de partiție internă, se va considera doar starea fun- 
damentală, deoarece prima stare excitată se află la 10,2: eV deasupra celei 
fundamentale, astfel că populaţia sa este neglijabilă, chiar la temperaturi 
mari. Contribuţia stării fundamentale la funcţia de partiție este : 


Zi = 4 expl— fe] (7) 


Factorul 4 este degenerescenţa acestei stări datorită celor două orien- 
tări posibile ale spinului protonului și două ale electronului. Ținind seama 
că Ma = Mp, rezultă constanta de echilibru : - 


Dame pe XE 
-e exp[8so] (8) 


Problema 8.42. Conductibilitatea termică este fenomenul de transport 
al căldurii în prezența unui gradient de temperatură. Se defineşte coeficientul 
de conductibilitate termică prin relația :` 


K4T)= | 


unde dQ este căldura care traversează perpendicular suprafața dS în 
timpul di, într-un punct în care gradientul de temperatură este dI dn. 
Pentru simplificarea calculelor, se alege cazul unidimensional. Se consideră 
un gaz închis între două plăci orizontale, P, şi P., de dimensiuni mari, 
aflate la temperaturile T, şi respectiv, Ta (Tı < 73). Un flux de căldură, 
constant în timp, traversează gazul de la placa P. spre placa P,. Se notează 
cu T temperatura într-un plan paralel cu plăcile și prin dT/dz gradientul de 
temperatură perpendicular pe acest plan. Fluxul de căldură este un trans- 
port de energie către molecule (îndeosebi, energie cinetică). a) Se notează 
cu Cy capacitatea calorică molară a gazului şi se presupune constantă. 


Se admite, în prima aproximaţie, că moleculele care traversează planul P au 
2 
suferit ultima ciocnire la o distanţă z = E A de planul P, unde A este 


drumul liber mediu, Să se calculeze energia transportată la traversarea 

unităţii de suprafață a planului P, în unì- 

A tatea de timp, de către moleculele care ajung 

2] O Ņ > deo parte sau de alta a planului. b) Să se 

deducă expresia coeficientului x, Cum variază 

P 7 acesta în functie de presiune şi de tempera- 

P tură ?: c) Să se calculeze raza unei molecule 

III III 7, de azot, ştiind că T = 280 K, z= 23,7:10™> 

Jemisi K=, d) Care sînt aproximaţiile 
Fig, 8.42 făcute pentru obținerea expresiei lui x ? 
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i 
i 
f 
E 
Š 
| SE 


Soluţie. a) O moleculă de gaz, aflată într-o regiune în care temperatura 
locală este T’, are, în medie, o energie egală cu Cy T'/N1, unde Nu este nu- 
mărul lui Avogadro. Pentru ca o moleculă să transporte energie la traversa- 
rea planului P trebuie ca această moleculă să nu-şi piardă progresiv energia 
prin ciocnirea cu alte molecule ale gazului. Se presupune că doar acele mole- 
| cule traversează planul P, care au suferit ultima ciocnire la distanța 21/3, 
| contribuind la transportul de energie. Se notează cu 7 temperatura planului P. 
| O moleculă, aflată la înălțimea z = 4+27/3, va avea o energie medie egală 
| G 
) 
| 


d AP 
cu lr + ic A z) (1), unde s-a presupus că gradientul de temperatură 
este constant pe o distanță de ordinul lui A. Numărul de molecule care tra- 
versează o suprafață este dat de expresia $ n <v) (2) (problema 8.13), unde n 


este numărul de molecule din unitatea de volum și <v> este viteza medie a 
unei molecule. Fluxul de energie care traversează planul P (fig. 8.42) este : 


ras — 20) E A R z )]- 


ri 


dt dS Na dz Na 3 dz 
E lg Ca (3) 
4 NARAR? 


b) Folosind definiția coeficientului de conductibilitate din enunț re- 
zultă că: 


1 Cy 
X 3 n<vy NA (4) 


Dacă se consideră că <v) şi Cop sînt independente de presiune, rezultă 
că şi X este independent de presiune. Dacă se neglijează dependenţa de tem- 
peratură a lui Co şi se ţine seamă că (vy)xT:P2, rezultă că xy LT, 

c) Secțiunea eficace de ciocnire este : 


«o > Cop 
4yN a 


o = Amr = 


deoarece y = 3/4on. Rezultă raza : 
r = 1,16-10-20 m. 


Această valoare este apropiată de cea obținută din ecuația termică 
de stare a azotului (1,57-10-1° m) şi arată tipul de eroare făcută cu această 
teorie elementară. i 

d) Aproximaţiile făcute pentru găsirea expresiei lui X sînt: 

— s-a neglijat gradientul de densitate. De fapt, dacă presiunea este pre- 
3 supusă constantă, un gradient de temperatură antrenează un gradient de 
i densitate ; 

— s-a folosit legea de distribuţie după viteze a lui Maxwell, într-o stare 
în care gazul nu era în echilibru; 

— s-a considerat media produsului a două mărimi fizice egală cu pro- 
dusul mediilor, atunci cînd s-a asimilat fluxul de energie transportată de 
molecule, prin produsul dintre energia medie a unei molecule şi fluxul de 
molecule ce traversează planul P; i 

— Sa considerat că moleculele sìnt sfere rigide, pentru a ține seamă 
de potenţialul de repulsie dintre două molecule şi s-a neglijat complet poten- 
ţialul de atracţie, 
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Problema 8.43. Deviaţia totală a unui galvano- 

2 metru cu oglindă (fig. 8.43) avind rezistența internă 

R = 100 kQ în regim aperiodic, se amortizează 

după timpul t = 10 s. Energia electrică consumată în 

galvanometru, în timpul oscilației, se transformă în 

N 9) S energie potențială de rotație. Această energie repre- 

zintă 20% din energia totală. Se presupune că inten- 

Fig. 8.43 sitatea minimă măsurabilă a curentului / depăşeşte 

de cinci ori mărimea deviației acului datorată 

fluctuaţiilor termice. Să se calculeze intensitatea -curentului minimă ce 
poate fi măsurată. Temperatura este egală cu 300 K. 

Soluţie. Dispozitivul de măsură primește în timpul amortizării energia 

E = FRI (1). Prin înclinarea acului apare un moment de rotație propor- 

ţional cu pătratul unghiului de înclinare. Energia potențială este egală cu 

n = 0,2 din energia totală: “eat 
pi = nE = RI (2) 


Energia medie a fluctuaţiilor termice este: 
1 a 
[Ererm? ak (3) 


Fluctuațiile conduc la- oscilãții pe scala dispozitivului de măsură, care 
corespund la variații ale curentului AI. Înlocuind (2) în (3) rezultă: 


MERCAT) = (Cara) = hat (4) 


Pentru ca intensitatea curentului să depășească fluctuațiile termice de n 
ori trebuie ca: 3 3 ; 


I= n/A -a 2 SEE © 


În cazul considerat, Ima = 5:1:10% A. 


Problema 8.44. La o balanță cu resort, variațiile presiunii aerului în- 
conjurător și mișcarea termică a mecanismului balanței fac ca greutatea mä- 
surată să varieze haotic în jurul unei valori medii. Să se calculeze masa minimii 
ce poate fi măsurată cu o balanţă cu fir de cuarț, la temperatura T = 300 K- 
Constanta elastică a cuarţului este egală cu K = 610% N:m”. 


Soluţie. Se notează cu gAm variaţia greutăţii măsurate cu balanţa. Aen 
variație a greutății este echilibrată de forța elastică K-Ar, câre aparate în ; 
Variația energiei potențiale a sistemului la o variație Ax a lungimii firului. 


este: i 
Ag, -KOD M 
2 
Probabilitatea ca lungimea firului să varieze cu o cantitate dz va îi: 


K(Az) | da (2) 
dP = const. sr] ED 
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Conalanta ae cnlenlenza din condipia de normare, 


consal. | exp Kary dr | (3) 
à heat 


de unda 
K(Ar)' 


o T 
2k„1 


uz 


< 1/8 
dP | + ) exp 
ani . 


Abaterea pâtratică medie a lungimii firului va fi: 


+ 
K 1/8 = j K(Ax) kT 
(àt) = | iai (Az)' exp = ——=— = dia (4) 
cae)? im) | EoI | Dia K 


= 0 


Greutatea cea mai mică care poate fi măsurată cu ajutorul balanței 
este cea pentru care alungirea firului nu este mai mică decit abaterea pătra- 


tică medie, adică 
mg = KY CAII (5) 


de unde 


m = sot = 1,7-10- kg, 
/ 


în cazul firului de cuarţ, 


Problema 8,45, În unele aparate de măsură, indicarea valorii măsurate 
se face prin rotirea unei oglinzi uşoare, suspendate cu un fir subţire de cuarţ. 
© Sensibilitatea instrumentului este limitată de oscilațiile oglinzii determinate 
î de mișcarea termică a moleculelor oglinzii şi firului, care conduc la rotații 
F haotice ale oglinzii suspendate. Să se calculeze unghiul pătratic mediu de 
F rotație a oglinzii datorită mişcării moleculare întimplătoare, în cazul unui fir 
“de cuarţ lung de 0,16 m, avind raza r = 10% m şi modulul de răsucire G = 
E 10: Nem, 


© Soluţie, Pentru ca oglinda să se răsucească cu un unghi dọ datorită miş- 
cârii termice moleculare, se efectuează un lucru mecanic împotriva forțelor 
lastice din fir, pe seama energiei mișcării termice. În expresia probabilității 
ca sistemul să devieze de la poziţia de echilibru cu un unghi de apare ener- 

gia potențială de răsucire a firului: 

2A 
Tri a 
6„(9) = p: a) 
4l 

unde r este raza firului, ? lungimea lui şi G modulul de răsucire. Proba- 
bilitatea ca sistemul să devieze de la poziţia de echilibru cu un unghi dọ 


va fi: 
| pi e 
dP = Cexp|— Ezra de (2) 
4ikat 
Constanta C se calculează din condiţia de normare: 
o 
2 8 
G f exp|— zir 69 dọ =1 (3) 
Alk T 
—0a 
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astfel că 


x AG naoli 
SUrso de AP aa a i) *cXp| — FE dọ (4) 
Oglindă lumină dlk t Alky T 


Abaterea pătratică medie a unghiului de 
rotație va fi: 
+o 


EE RAG meri o? 
Ag) = | | 2 ex |- & jido = 
KE N r E: 
ENIT à 
TG (5) 
Fig. 8.46 În“ cazul considerat, V (Ag = 3,5-10- 


rad. Dacă valoarea mărimii măsurate prin deviația 
oglinzii corespunde unor unghiuri de rotaţie mai mici, ele nu vor fi luate 
în considerare: | E 


Problema 8.46. Se studiază fluctuațiile unei oglinzi atîrnate, are are 
momentul de inerție J = 3,7-10=* kg-m? (fig. 8.46). Temperatura este 
egală cu 300 K, iar din măsurarea perioadei oscilaţiilor proprii rezultă valoa- 
rea 7 = 392,7 s. Din curba dependenței de timp a unghiului de deviație se 
determină deviația pătratică medie, MES = 1,20°. Să se calculeze con- 
stanta lui Boltzmann kg şi numărul lui Avogadro N,. 

Soluție. Rotaţiei cu unghiul e a oglinzii îi corespunde momentul de ro- 
tație K = — Go (1), unde G este. modulul de.răsucire. Scriind ecuaţia pen- 
tru momentul de rotație, K = Jọ (2) şi înlocuind în (1) se obţine, ecuaţia : 
Jş + Go =0 (3). Soluţia. ecuaţiei, (3) este: o(î) = oo explice]. (4), unde 
frecvența oscilaţiilor proprii e este o = 2z[7 = (G/J)P2 (5) şi de unde G — 
= 47J]7? (6). Energia potenţială de. răsucire, este : 


igitai ne îi fiis isi 
Ci = HR dor Pie păzi ÎI sh a (2 
(1) 


Conform distribuţiei lui - Gibbs,. deviația- pătratică medie va îi: 


fe exp[— Epo+/ksT] de 
e pixuri dou ați es iè 
CA a FE EE 
f expl— órolkaT] ag 
0 Ă $ 


Ra 


S 
= (8) 


Rezultă că este posibilă calcularea constantei lui Boltzmann, dacă se 
, 25 mu Go) Am] yn « -2 ra 
măsoară (9%), (G) și Ti ha = = e l) = 8810S IRI, 


7 arm 
T 


íar numărul lui Avogadro, Na'= R: = 6,02:10°! kmol™i, 
“a 


III. FENOMENE ELECTROMAGNETICE 


9, TEORIA CIMPULUI ELECTROMAGNETIC 


Breviar 


Cimpul electromagnetic este un sistem fizic diferit de corpuri, care poate 
exista atit în interiorul corpurilor, cit şi în vid. El este un ansamblu indiso- 
lubil format din cîmpul electric şi cîmpul magnetic fiind generat de corpu- 
rile care se află în anumite stări sau avind o existenţă independentă. 

Rezultatele experimentale acumulate în decursul ultimelor sute de ani 
au condus la a admite că fenomenele electromagnetice, la scară macrosco- 
pică, sînt guvernate de ecuațiile lui Maxwell. 

Prin cîmp eleclromagnelic, din punct de vedere cantitativ, se înțelege o 
formă de existență a materiei, acesta fiind caracterizat prin patru vectori : 
intensitatea cîmpului electric, É, inducția magnetică, B, inducția electrică D 
şi intensitatea cîmpului magnetic F. Aceşti vectori constituie cimpul rezul- 
tant, cîmpul sursă fiind dat de densitatea de sarcină electrică p și densitatea 
de curent electric J. | EP PA 2 

Forma integrală a ecuaţiilor lui Maxwell este următoarea: 


$ Edi — < (ri dS (legea inducției electromagnetice) ; 
j g 

a e rm edit Pet = : 
$i "dř = f J- å, daS +— f D-ū, dS (legea circuitului magnetic) ; 
p Sp dis, 


$B-a, dS =0 (legea fluxului inducției magnetice) ; 
£ 


$ D-ü, dS = f pd0 (legea fluxului inducției electrice). 
X KS 


„Pentru ca ecuațiile lui Maxwell să fie utile și în cazul general, pentru orice 
tip de problemă, cu ajutorul teoremelor lui Stokes și Gauss, se obţin ecuaţiile 
lui Maxwell sub formă diferenţială (punctuală) : 


cl , 
yapapi (2) 
âl 
VB =0 | (3) 
şi 
FD. i A (4) 
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Aceste ecuaţii nu sînt independente. În locul lor se pot utiliza ecua- 
tile (1), (2) şi legea conservării sarcinii electrice, 


gae, (5) 


Legile generale (1)—(4) sau (1), (2) ṣi (5) reprezintă 7 ecuaţii scalare 
independente, iar numărul necunoscutelor scalare este egal cu 16 (É, D, D, 
H, p şi J). Pentru a obţine un număr de ecuaţii scalare egal cu numărul 
necunoscutelor, legile generale sînt completate cu legile de material: 


D -= ek, Ii DS şi y == a(£ -f- E). 
H 


Legătura dintre fenomenele electrice și mecanice este făcută de expresia 
forţei Lorentz, F = q(E 4-0 x B); care servește la definirea mărimilor Ý şi B- 

Sub formă cuadridimensională, ecuațiile Maxwell: Minkowsli (ecuaţiile 
cîmpului electromagnetic) se prezintă astfel : 


4] 
SEE A pică But ra a Op AA opt (6) 
02 Oz 02, 
şi 
SVH 
> = piu =l, 23,4, (7) 
v=1 d : 


unde [b,,] este primul cuadritensor antisimetrice al cîmpului electromag- 
netic, de matrice : 


0 BatB 2 af 
C 
Spo l Boe e SE |: 
zÜ CZE i 
i s (3) 
By pa 0 A 
c 
e poe cope, SE LER3 0 
c c c 


[H] este al doilea cuadritensor antisimetrice al cîmpului electromagnetic, 
1 3 
[H] mem si [Ja] 
0 


este cuadrivectorul curent-sarcină. Forma cuadridimensională a legilor da 
material este următoarea : 


4 4 
DO Hu, mil > Buy Uy ; ByuyUa F Bjo Uh + BHU, = u(HyuxUa + HoU at 
vyj 


yæl 
4 
d Ho) și Ju pill mm o Èo Bulai 
ye 


m y, o =], 2, 3,4 şi U, fiind componentele cuadrivitezei, 
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Teoria microscopică clasică a electromagnetismului (teoria lui Lorentz) 
consideră că în natură există două sisteme fizice; cîmpul electromagnetic 


microscopic, caracterizat prin intensitatea microscopică a cîmpului elec- 
tric ë şi prin inducția magnetică microscopică b şi particulele electrizate în 
mişcare, caracterizate prin densitatea de sarcină electrică p și viteza . Ecua- 
ple cîmpului electromagnetic, în acest caz, sînt ecuațiile Mazwell- Lorentz : 


b Iag ` 

VX A TARE = pi; (9) 
0 c 
vxe= (10) 
í 
VAA o) (11) 
1 şi 

V (eë) = p. (12) 


Acțiunile ponderomotoare ale cîmpului electromagnetic asupra corpu- 
rilor sînt reprezentate prin densitatea forței Lorentz : 


Î =pe+oxd). (13) 


Mediind ecuaţiile (9)—(12), în cazul mediilor în repaus, 'se obţin ecu- 
aţiile Maxwell (1)—(4), iar în cazul mediilor în mișcare, se obţin ecuaţiile : 


z B 
VxB= e VxBx»); (14) 
SD) = JP 
Ix HeJ H Hey x o) + Di (15) 
vB =0 > pre: (16) 
4 A DS 
vD =p, az) 


unde P = D — sÊ și M ai Bine Ñ. 
Ho 


; Ecuațiile (14)—(17) sînt verificate experimental pentru v € c şi con- 
stituie, din punct de vedere teoretic, un caz particular al ecuațiilor (6) şi (7) 
Forma cuadridimensională a ecuațiilor Maxwell-Lorentz este următoarea : 


4 
| IDy D 
— > == PU; pæl, 213, 4 18 
Ho s Oty e dal ll y S> 
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şi 


Die p de y PPa 0; bv, oi =1,:2, 3 4 (19), unde 
c To G Ty, 0. iy 
0 Unis c bra Psi 
Cc 
b 0 b i e 
Siza Vf z mae A 
(Dao) = : (20) 
bi di EE ES 
Cc 
z e ile Leg 0 
C c C 


Observaţie. În cazul mediilor în mişcare, se amintește existența ecuațiilor Maxwell- 
Hertz, invariante faţă de transformările Galilei, a căror formă integrală este: 


ŞE-ar = 2 aAa mis; $T -dr = (Tmas da (Dimas; $ Emas Er 
4 d ias iat 3 


Si sot SDtatian it aS 
şi $ D-u,ds= f eav. 
3 200) 
Forma diferenţială a acestor ecuaţii este: 

YxE= Sopa D; beat ate) 

SI ce 
aa ce ape aa NA, 2) 9 (22) 
VB =0; (23) 
9 > VDI=0, ü en 
2 ES = 
În teoria lui Lorentz se păstrează legile de material: D = sE; H =—B 

u 


şi J = o(Ē + Ē,). Această teorie nu este verificată experimental. 

În teoria macroscopică a cîmpului electromagnetic, se poate defini un 
cîmp vectorial A (potenţialul vector) şi un cîmp scalar V (potențialul scalar), 
astfel încit să se determine mai întîi A şi V, cunoscînd pe J şi e şi apoi să se 
calculeze E, B, D şi f din A și V. Ecuațiile satisfăcute de potenţialele A şi V 


sînt: 
DĂ > 
AÅ — cu aT wJ (25) 
și | EEN giù 
g 
AV un ag AANEREN Ratus (26) 
db € 


ţinîndu-se seama de condiția de etalonare a lui Lorentz, 


VA-teur 0. i (27) 
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Vectorii cîmpului electromagnetic vor fi: 


= ; DA mr a Alee Â e 

E =— VV ISRA Sl e 1) ev = Și jap a NA Sa 
ôl u 

În cazul teoriei microscopice, se utilizează potențialele Liénard-Wiechert 


ataşate electronului. 

Teorema lui Poynting sub formă diferențială, în absența substanțelor 
feromagnetice, are forma : 

ôt | 2 
a Da a ; . E } ; 
unde Sp =E x H este vectorul lui Poynting, — J? este energia pierdută 
(9) 

- aliere Îi 5 A 

prin efect Joule şi et lea este densitatea de energie electromag- 


= g 2s = EEE z == = 
netică. În vid, div S = pE + J x B + az E x B), unde S$=S*x S” este 
d 


tensorul tensiunilor electromagnetice, pE +J x B este forța Lorentz şi 
(E x B) este densitatea de impuls electromagnetic. 


PROBLEME 


Problema 9.1. Un condensator plan are aria unei armături egală cu A 
şi distanța dintre acestea h. Volumul dintre armături este plin cu un mediu 
dielectric, cu constanta dielectrică s„.. Condensatorul este legat. în paralel cu 
o rezistenţă R la o baterie cu tensiunea electromotoare Up. Bateria este de- 
conectată de pe condensator la momentul t = 0. a) Să se scrie expresia curen- 
tului de deplasare în dielectric la un moment de timp oarecare. b) Ce se va 
întîmpla dacă materialul dintre plăcile condensatorului are conductivitatea c ? 
(efectele de margine pot fi neglijate). 


Soluție. a) Neglijînd efectele de margine, este posibil să se presupună 
un cîmp uniform în regiunea dintre plăci şi cîmp nul în exterior. Sarcina pe 
2 
G 


p7 Z s wo oee . .. . f d 
condensator este dată de teorema conservării sarcinii, electrice, RE S5 


=0, unde C e D 


. Deoarece la t =0, Qa= CU., rezultă: 


t 
= CU, exp |— — |. 
Q ap | d 


Intensitatea curentului electric va fi: 


Sarcina pe unitatea de arie a armăturilor condensatorului, la un mo- 
ment de timp oarecare, va fi: 
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Densitatea superficială de sarcină este egală cu inducția electrică a 
mediului dintre plăci, adică: 


Î) == Er Uo exp |— : 

h RG 
Densitatea curentului de deplasare este dată de: 
ôD U, E 
ps exp — ——], 
Seas] AR SE | sai] 

iar curentul de deplasare va fi: 

OD U, í 
Ip = 4 — == exp i|- = 
SSRA REED | RC 


b) Condensatorul cu mediu conductor între armături este de fapt un 


H 
condensator de capacitate C, legat în paralel cu rezistența Ro= 1: Astfel, 


problema se reduce la problema anterioară, înlocuind pe R cu Re = 
R+ Re 
È Roh adah E dU AR-—+ oh ep [= AR+ ch il: 
AR + ch Roh RCoh 


Problema 9.2. Să se arate că dacă un cimp electromagnetic, definit cu 
ajutorul vectorilor Ē® = C şi Hw =N, verifică ecuaţiile lui Maxwell într-un 
mediu lipsit de cu ni şi sarcini libere, aceste ecuații “sînt verificate şi de 


un cîmp definit un vectorii. HO = =- Je respectiv BO = |En. 


€ 


Soluţie. oral Sa y XE D, rezultă « că: 


( N. FE z Be 
o= vx B pp 200 gx erene gaan aa e 
a EEES at 


adică 


CEE aa 3 Fe 
HO = 5 3) 
7x € = ( 
Din ecuaţia | 
7y- =0, (4) 
rezultă că: 
= 7 Ao = cae AD, (5) 
j i e 
adică | | 
gA æ (l). (6) 
Din ecuația 
ðD EIO 
Pia... (7) 
TE mita 
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se obţine că: 


afl A do a Zi 
0=yx Hi e =l VAN e 10 aaa ==] x Be) ôH i 
ól öl u VX tg Jl , (8) 
adică 
AIG Fe) 
vx BO cut i (9) 
d 
În fine, din ecuaţia V-B =0 (10), rezultă că: 
0= VAROEN = — ore, (11) 
u 
adică 
V- =0. (12) 
| Ecuațiile (3), (6), (9) şi (12) reprezintă ecuaţiile lui Maxwell pentru 
| cîmpul (E®, H®). Astfel de cîmpuri, ca (EW, AW) şi (E9, AO), poartă 


numele de cîmpuri duale. 


Problema 9.3. Să se arate că prezența corpurilor materiale într-un cîmp 
electromagnetic poate fi complet descrisă prin introducerea în ecuaţiile cîm- 
pului a unei densități de sarcină electrică adițională — V :P şi a unei densi- 


J2 = = È 
tăți de curent adițional = + V xM, unde P este polarizația electrică a 


mediului şi M magnetizația. 
Solutie. Polarizaţia electrică şi magnetizația sînt definite prin relaţiile : 


PSD e E A (2) 
Uo 
Din ecuația 


vxā-7+ 3) 


înmulțită cu w şi ţinînd seama de (1) şi (2), rezultă : 


= oE Ge) zi 
VX B — Eko Fr = pu [7 + pty xM) 


Ultima ecuaţie, comparată cu (3), scrisă pentru vid, 
E oE 
Vx B= Soole = W 


pune în evidență densităţile de curent “electric, 


oP 


echivalente cu prezența corpurilor în cimpul electromagnetic, De asemenea, 
din ecuația 


V:D =p, (4) 
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folosind pe (1), rezultă că: 


A 1 = 
V +k moa (p — y-P). (5) 


; 5r i P| 
Comparind ecuația (5) cu (4) scrisă pentru vid, VE = — p, se observă 
E0 


că prezenţa corpurilor în cimpul electromagnetic este echivalentă și_ cu 
existența unei densități de sarcină electrică — V P. Ecuațiile V Xx E = 


= -Zi VB =0 rămîn neschimbate cînd se introduc corpuri în cimpul 
electromagnetic. 


_Problema 9.4. Cunoscind expresiile cîmpurilor E = E exp [io(t— S) 
şi Ē = Ñ, explio(t — S)], unde Es, Ho şi S sînt funcţii doar de poziţie, să 
se arate că dacă œ este foarte mare, atunci într-un mediu fără sarcini şi cu- 
renţi este adevărată relația: (V:S) = eu. 


Soluţie. Scriind expresiile, V x E = V x E, explio(t— S)] + ioBo x 
x VS explio(t— S), V:E = V:Eo explio(t — S)] + ioEo:yS explice (t— 
= SV xA = y x Be explio(t— S)] + io, x VS explio(t— 9]. şi 
v-H= V-H, explio(i— S) + ioHo: VS explio(t— S$)], ecuaţiile lui Max- 
well se scriu: 


V xX EotioE, X VS + iouHe =0, (1) 
v xH bio, x VS—ioeE, =0, e) 
V-Eo +ioE VS =0, == (3) 
V-H, + io,- VS =0. (4) 


Împărțind ecuaţiile (1)—(4) cu i e şi punind condiţia ca o — co, re- 
zultă că: 


EX VS+uH, =0;- (5) 
a svS e 0; (6) 
E-yS-—0; (7) 
H vS =0. (8) 


Înmulţind ecuaţia (5) vectorial cu E, şi ecuaţia (6) vectorial cu He 
rezultă că: 


E x (E x VS) + uE x He =0 (9) 
şi 
(A, x VS) x A — E, x M =0, (10) 
sau 
— Ph: S+ uE, xX H, =0, 
respectiv 


— AN: S + Ex, =0, 


Astfel, Es, Îl, YS formează un triedru ortogonal, în aşa fel încit 


H, = E i S= o ERT 
Vi VE, ș YS =y ep E x Mi 
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Rezultatul căutat este evident: 


qe 9 p 9 9 
(VS) = pe =e æ nige, 


unde n este indicele de refracție. Durata dintre două poziţii diferite ale 
frontului de undă va fi: 


p P, 
hm t | V S-d ab ds 
y Co ` 


Valoarea acestei integrale poate fi numită lungimea drumului oplic. Se observă 
că e şi u se pot schimba continuu sau discontiuu. 


Problema 9.5. Cunoscîndu-se densitatea de curent electric de polari- 
zaţie, în coordonate sferice, dată de expresia J =F x Y 2) să se stabi- 
lească expresiile pentru intensităţile cîmpurilor electric şi magnetic. 

SS ze E 0 a pl 

Soluţie. Polarizaţia electrică este definită prin J = S Deci, P =F x 

X Vy Potenţialul lui Hertz va fi definit prin ecuaţia : 
= II ř 
ji OSN E ESN 

Ținind seama de faptul că 7X Vy =— V x (7%); p =— VP = 
=0; V(X VL) =T X V Vy% rezultă că: 

II =x yp yx (iy), 


unde 
1 y X 
2 — — l O e 
Va GEE OIE € 
Astfel, 
= a N 1 oy 
Ē = TI TR —F x 
voa tai za VA că y te 
şi 


A = AUE iay ARNAI E ôt], 
EV X ZI xp vi =| V ET Va Sr at 


Problema 9.6. Să se calculeze în coordonate cilindrice cîmpul electric 
indus de cîmpul magnetic, de inducţie B = B, sin ol'ùa pentru r<a şi 
B= 0, pentru r >a, 


Solufie, Se observă că inducția cimpului magnetic are o simetrie cirou- 
lară faţă de axa Oz și este independentă do z. Rezultă că şi cîmpul electric 
indus trebuie să aibă o simetrie circulară față de Oz şi să lie independent de z, 
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adică £ trebuie să fie [uncţie doar de r, 
Nlegind un contur circular C, de rază f 
(fig. 9.6), fluxul magnetic închis de 
conturul C este: 


pentru r <a, On =fB-då = 
A 


| B sin olü, dA, = sr*B, sin ol, 
A 


Pentru r> a, Ön = [B-d = f B: 
á A, 


-d4+ | B-a4, unde A, este aria supra- 
As 

Fig. 9.6 feţei plane închise de conturul circular 

de rază a, iar A, este restul ariei, 

Cimpul magnetic este nul pe suprafaţa A2, astfel că pentru r > a, Ọm = 
27 

= | B-dĀ = z@B, sin ot. Atunci, $ E-ul= JE, r dọ =27rE,. Din legea 
A: En 

è 


dÒm 


inducției electromagnetice rezultă că : 2nrE, = — Fi = — mr’ Bw cos of, 

pentru r<a şi 2nrEs = — TA Bio CoS wl, pentru r>a, sau E-— 
1 

= eee aul cos ot, pentru r < a și E, =— EBA cos œt, pentru r>a. 
ip 


Problema 9.7. Se consideră o sferă conductoare de rază R, aflată în vid. 
Parametrii materialului sferei sînt constantele scalare e, u şi c, iar ai 
vidului £o, uo Şi Go =0. Se presupune că la momentul t = 0, sarcina este 
distribuită uniform în sfera conductoare, cu densitatea po. Să se calculeze 
distribuţia densităţii curentului electric în interiorul sferei şi intensitatea 
cimpului electric în interiorul şi în exteriorul sferei. 


Solutie. Se calculează mai întîi cîmpurile D, E, şi Ja definite ca valorile 
la momentul i = 0. Iniţial, distribuţia sarcinii este uniformă şi are o sime- 
trie sferică. Datorită simetriei sferice, componenta radială a inducției elec- 
trice, D, = D-u,, va fi constantă pe suprafaţa sferei şi ecuaţia lui Maxwell 
pentru fluxul electric, f D-ă, dA = | po dO, devine: pentru r < R, 

A y 


47r? D, = i Por, 
de unde 


1 i 
D, = 3 Pour, 


d, fiind versorul direcţiei 7, Atunci, 


1 P 
Ë, -2 maT Pour 


și 


Je = oÊ, = ilapi 
de 
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În afara sferei (r > R), aceeaşi ecuaţie a lui Maxwell devine: 


Ani?’ D, = Z Po RO, 


de unde 
1 x 
Do = 3ra pR ü, $ 
3 R? 


R 7 
BE = po ü i = G ü, = 0, 
0 Ber? r ş 0 3er? Po 0 


deoarece 0 = 


Scriind ecuaţia de continuitate pentru r < R se obţine că: 


E o 
= — Vl, == Eo 


3e 


de. 
ot 


{m ) 


Rata de variație a densității de sarcină fiind independentă de r, 
densitatea de sarcină rămîne uniformă. La un moment t> 0, p = 


o ; Ă a a ; ; 
= Po EXP |- a şi atunci expresiile cîmpurilor devin: 
€ 


D Aee xp Zi: 
3 € 


€ 


E -> por exp|— x ü, 


(9) 


şi 


= 1 | o A 
J painii exp |—— | 
E € € 
T pentru r< Rşi 
= 3 h 3 
D i irs 19, = Pak ü, 3 
3r2 3ecr2 


J =0, pentru r> R. Folosind condiţia la limită, dp: (D. — D.) = pa, se 
poate găsi densitatea superficială de sarcină de pe suprafața sferei: 


1 
PA == PoR ( == exp|— sa): 
3 € 


Problema 9.8. Se consideră descărcarea unui condensator G ale cărui 
armături sînt bine izolate. Să se arate că pentru explicarea procesului este 
necesară introducerea în ecuaţiile lui Maxwell a unui curent de deplasare 


de densi aD că 
e densitate pi care nu este legat de o deplasare reală a sarcinilor. 
Soluţie, Intensitatea curentului electric: de descărcare produce în veci 


nătatea sa un cîmp magnetic a cărui inducţie rezultă din legea lui Ampère, 
$ B-ar = hol, I fiind intensitatea curentului electric care traversează su- 
r 
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prafața A ce taie conductorul (fig. 9.8). Dacă se va 
alege o suprafaţă A” care trece printre armăturile 
condensalorului C, se găseşte că I =0. Cu alte 
cuvinte, vectorul J nu are peste tot un flux conser- 
vativ. Deci ecuația y X B = uJ nu este corectă și 
trebuie să i se mai adauge un termen. Astfel, rezultă că: 


Atunci, 


= d?q dq 
B-d = CA = po = pol. 
$ Ho | A Ho dt Ho 


De-a lungul lui A, D. = 0 şi se poate aplica ecuația fără curentul de 
deplasare. În cazul general, cind D # 0 ecuaţia corectă este: 


to | Tiot dA SE $ B. ar. 


Problema 9.9. Pe două linii conductoare paralele şi rectilinii, aşezate 
într-un plan orizontal la distanța l una de cealaltă, alunecă fără frecare un 
fir rigid, de masă m, forțat să rămînă perpendicular pe şine. Ansamblul se 
află într-un cîmp magnetic uniform vertical, de inducție B. Cele două şine 
au rezistențe neglijabile, iar firul care le unește are rezistența r. a) Se bran- 
şează între şine un circuit conținînd un rezistor de rezistență R şi se depla- 
sează firul cu viteză constantă. Să se găsească intensitatea curentului electric 
din circuitul electric astfel format și puterea mecanică cheltuită pentru a 
deplasa firul. a) Circuitul fix este înlocuit cu un al doilea fir, paralel cu pri- 
mul, alunecînd pe şine fără frecare. Acest fir are aceeaşi rezistență r ca pri- 
mul fir şi aceeaşi masă m. Să se studieze mişcarea unuia din fire, aflat inițial 
în repaus, cînd i se comunică brusc o viteză constantă v’. Inductanţa se 
consideră neglijabilă. c) Cele două fire se află în repaus. Să se calculeze de- 
plasarea unuia din fire cînd celălalt a alunecat pe o distanţă x. Care este sarcina 
electrică din circuit ? 


Soluţie. a) Tensiunea electromotoare indusă este : 


U em peur E oi a poa = — Blv 
d! dt 
Deci, 

jas Uia TER Blu 

R-r Rẹ+r 
și 
Bbuw é 
P = Uml = neg 
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b) Cînd se comunică celui de-al doilea fir o viteză v’, acesta este sediul 


unei tensiuni electromotoare e' = — Blv’. Primul fir se deplasează și ia naş- 
tere o tensiune contraelectromotoare, e = — Blv. Intensitatea curentului 
din circuit este: 
Bl(v' — v) 
j R 
2r 


Acest curent acționează asupra primului fir cu o forță de tip Laplace : 


anio 
i pia ee 
2r 
Ecuația de mişcare va fi: ; 
272 
DRE N 
dt 2r 


care are soluţia: 


272 
v =v |1 — exp a beea ; 
2rm 
ţinînd seama că la t=0, v=0. 
c) Integrînd ecuaţia de mișcare pe durata deplasării, rezultă că : 
BP 
2mr 


0 = Ge aN adică se Le. 


Deplasarea totală a primului fir este egală cu deplasarea totală a celui 
de-al doilea fir. Pe de altă parte, m dv = BU dt = Bl dq, deci 
BESS 
— (x — q) =0. 
Dea ) 


i-o — 
2r 


E Problema 9.10. În figura 9.10, un mediu dielectric perfect (z < 0) este 
mărginit de un conductor perfect (x —0). Intensitatea cîmpului electric 
pentru x < 0 are expresia : E(z, y, z, t) = [E, cos(ot— kx cos 0 — kz sin 0) + 
+ E, cos(ot + kx cos 6 — kz sin 0)]ă,, unde E, E, o, k şi 0 sînt constante. 
Să se găsească : a) relaţia dintre E, şi E»; b) densitatea superticială de cu- 
rent pe suprafaţa x = Q. 


Soluţie. a) Din condiţiile la limită rezultă că componenta tangenţială a 
intensității cîmpului electric pe suprafaţa unui conductor perfect trebuie 
să fie nulă, Astfel, [Ey]z-0 = (E, + E.) cos(ot — kz sin 0) =0. Condiţia 
Fie adevarati pentru orice valoare a lui z şi t, dacă E, + Es =0, adică 

2 = mDr 


<0 H &, 
% E, 8 F y. 2z 
5 Pa a N RR 
ard conductor perfect | 
să i x 
Fig. 9.10 
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b) Înlocuind rezultatul de la punctul a), intensitatea cimpului electric 
pentru 2 < 0 va fi: 


B = 2E, sin(ke cos 0) sin(wl — kz sin O)üy. (1) 
Inducția magnetică B rezultă din legea inducției electromagnetice : 
ôB a Giay . n 0E 
== Sy XE Ss H i t E a (2) 
ol 0z dz 


Înlocuind pe E, din (1) în (2) şi integrind în raport cu timpul se 
obţine că: 


2k 
B =— — E,[sin 0 sin(kx cos 0)-sin(ot — kz sin 0)üz — 
E 


— cos 0 cos(kz cos 0) cos(ot — kz sin 0)ă,]. 


Inducția magnetică pe suprafața conductorului perfect va fi: 


= 2k 
[5-0 i hei cos 0 cos(ot — kz sin 0)ă,. 
6) 


Densitatea superficială de curent pe suprafața conductorului perfect 
este dată de : i 


Dae 


c 22; a i 
SE R aloe Ai E, cos 0 cos(wt — kzsin 0)ā,. 
ou ; 


Problema 9.11. În figura 9.11, mediul 7 ocupă regiunea z > 0 şi mediul 2 
regiunea z < 0. Toate cîmpurile sînt uniforme spațial în ambele medii şi 
independente de timp. Mărimile co şi sẹ sînt constante. În mediul 1, densi- 
tatea de curent este dată de: J, = Jo(ūs + 2ūy + 6i,), unde J, este constant. 
Să se calculeze : a) intensitatea cîmpului electric E, în mediul 2; b) densi- 
tatea superficială de sarcină pu în planul z =07 


Soluţie. a) Intensitatea E, a cîmpului electric în mediul 1 este dată de 
legea lui Ohm : 3 ES 


Pe 00 E 
Oo s 


Oi 


Conform condiţiei la limită pentru componentele tangenţiale ale intensi- 
tăţii cîmpului electric, E, = Eze adică, 


J . T 
Dirie Bh = ȘI Ey = Ey =2—. 
Oo So 
z 
Mediul 1 CARA 
20 a z=0 
k y Mediul è T,= 30, r 

2€0 8, * 28, 
Fig. 9,11 
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Deoarece toate cîmpurile sînt uniforme spaţi 


al și independente de timp, 


a 
V au s 0 și CCA = Q, 


IP 


Conform condiţiei la limită pentru densitatea de curent, 


is (Jia) ai Pai Po, 


ol 
rezultă că: 
i 3 Ja J 
Jos == ij = OJS ER UL A Lo E 
Ga Go 


Intensitatea cîmpului electric în mediul 2 va fi: 
iut JE jir Ş f 
Ea = llet 2ăy + 2t). 
Oo 


b) Din condiția la limită pentru componentele normale ale inducției 
electrice, ū(D, — D) = pa, aplicată problemei de față, ū,:(D, — D) = pa, 
rezultă că: 

ID D = Pa 
sau 
di 
Pa = Eu Bz — Es i= 2e0 =, 
Oo 


Problema 9.12. Se imaginează o sferă acoperită cu o substanță radio- 
activă, care emite particule încărcate electric doar după direcţiile razelor. 
Dacă r este raza sferei şi se notează cu q(r) sarcina electrică internă, cu J(7) 
densitatea de curent radial și cu E(r) intensitatea cimpului electric, să se 

exprime J(r) în funcţie de q(r) şi de E(r) şi să se calculeze inducția cîmpului 
magnetic produs de curenţi. 

Soluţie. Integrind pe volumul sferei ecuaţia de continuitate, YP:J = 


2 $ 
= unde pieste densitatea volumică de sarcină, rezultă : 
4zr?J(r) = SUDA 

al 


Cimpul electric are intensitatea : 


Br) = D 


dTe? ţ 
Atunci, 

0E vali u ul q EELA 
f Oi Ame ôl co 
EI : 
A deci 
mu ta Ps 
A "a 
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Pentru calcularea inducției cimpului mag- 
netic produs de curenţii radiali, se folosește 
ecuaţia a doua a lui Maxwell: 


af 
VX B = pd + emr = 0. 


Fig. 9.13 A, 
Deci B(r) = const =0. 
Problema 9.13. O spiră dreptunghiulară se află în cimpul magnetic al 
unui curent electric, care trece printr-un fir subţire, ca în figura 9.13. Utili- 


zind forma diferenţială a legii lui Faraday, V X Ê =— Z£ +VYx5xB, 


se cere să se calculeze: a) tensiunea electromotoare indusă în spiră, dacă 
aceasta este fixă în spaţiu, iar I variază după legea I = Ie cos ot; b) mări- 
mea şi sensul tensiunii electromotoare induse în funcţie de r, cind I = I = 
= constant, iar spira se deplasează în jurul firului cu viteza Ō; c) tensiunea 
electromotoare indusă în spiră, cînd aceasta se mişcă în jurul conductorului 
prin care trece curentul cu viteza 5, iar curentul variază după legea I = 
= l cos ot. 


Solutie. a) Se ştie, în general, că: 


unde p este distanţa radială la un punct oarecare al spirei. Pentru > =Q şi 


= Holo 


I= cosot, B — ū cos ot, 
i 2T 
iar 
VxE PLEND = e polo sin at 
t 27o 
Pentru spira dreptunghiulară, 
då = üə dp dz; V X E.dĂ = polo -sin ot dọ dz 
Te 
și 
a r+b I b 
ap oo al | dz | ap 2 oul Doi g mfi + Datu at. 
27 e 2T r 


0 


b) În acest caz, B este independent de timp, dar scriind că 2 = — hù, 
rezultă că ; 


DX B apele. 
2rp 
Atunci, 
yx s=yxixB BENTA 
2mp? 
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fa 


T, 


Prin urmare, 


Votiol 
V X EdA = D e lọ dz 
9 2 
aTp 
a tb 
U Voto To | SE dp Dopo olt 1 1 
EN NS S pr FFE S RNE T e a aa IRI 
PR p* 2r a ban cef 
0 r 
c) În acest caz, apare atit mișcarea spirei, cit şi variația în timp a lui B. 
Deoarece 
= SS 
B= i (020 cos ol, 
2rp 
rezultă că: 
cb [ă) ; 
= — Up kozo sin ol 
ol 27o 
şi 
5 = oo 0 l: 
v x(0 x B)=— — cos ol; 
TE” 
deci, 


Uem = | v x E-dă =E fo mfi sint 
T 


Observaţie. Datorită cimpului magnetic de inducţie p măsurată din sistemul aflat în 


repaus, un observator în mișcare cu spira va observa un cîmp electric de intensitate E; a 
cărei expresie este: 
== >= — Dhl 
B'=0X = SAD 
27p 


Datorită acestui cîmp electric, sarcinile se vor deplasa doar prin cele dovă fire ver- 
ticale din figura 9.13. În aceste fire conductoare, câmpul electric rezultant este nul. Cimpul 
creat de aceste sarcini poate 'fi considerat de „prisos“, el fiind, de fapt, egal și de sens opus 
cu F’. Acest t cimp se observă din sistemul de referință aflat în repaus (cimpul original de 
intensitate E” nu va fi observat, deoarece el provine de la cîmpul maguetic de inducție B) 
Tensiunea netă creată este egală cu diferenţa dintre potenţialele create de acest cîmp, la 
distanţele T şi r+ b, adică 


1 
U, = V(r + b) — V(r) Sea Si =); 
27 


Problema 9,14. Un curent de suprafață, de densitate J, trece printr-un 
strat metalic subţire, aflat în planul z = 0, restul spaţiului fiind vidat. a) Să 


se exprime J în funcţie de discontinuitatea cîmpului magnetic în z =0. 
b) Să se verifice că o soluţie posibilă a ecuaţiilor lui Maxwell, serise în coor 
donate carteziene, este reprezentată de cimpurile: Ê= 0,0, A sin n(e — et] 
şi f = [0, — A sin n(x — ct), 0], pentru 2> 0, unde A este o constantă 
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ce depinde de unităţile alese şi E = A = 0, pentru z < 0.c) Să se determine 
valoarea densităţii superficiale de curent, necesară pentru a menţine oscilaţia 
electromagnetică în stratul metalic, 


2D ; 
Solujie. a) Integrind ecuația Yx Î =J PT A pe o suprafață închisă 
care traversează planul z = 0, rezultă condiția : 
J= ü, X (Hi — Bj. 


b) Scriind ecuaţiile lui Maxwell sub forma: 


oñ 
Z E = — i, 1 
xX Mo Ji (1) 
= JE 

Pi Dre Ca 2 

VX Ep F (2) 
VeRO; (3) 
V:B =0, (4) 


se observă că (3) și (4) sînt satisfăcute de soluția propusă în enunț. Înlocu- 
ind în (1) soluția rezultă că: 


vib iy 2E, =—ū,An cos n(x — ct) 
ox 
şi 
— uo = = — UyhohAnc cos n(x — ct). 


Prin urmare ecuaţia (1) este satisfăcută dacă - 
A il ai) (5) 
Asemănător, ecuaţia (2) este satisfăcută dacă €c = A (6). Din ecuaţiile 


(5) şi (6) rezultă că: 
AŞ = 
Ho 


c) Densitatea de curent superf cială, necesară pentru a menține oscilaţia 
electromagnetică în planul z =0, va fi dată de condiția de 'a punctul a): 


J =ü, x Ī = ūħA sin n(z — ct), 


Problema 9.15. O placă infinită, cu fețe plane, din material magnetic 
cu susceptivitatea magnetică uniformă Xma Şi de grosime d, ocupă regiunea 
0 <z <d (fig. 9,15, a), Se aplică un cîmp magnetic uniform, de inducție 
B, = Boz, a) Să se studieze efectul magnetizaţiei din material. b) Să se 
calculeze intensitatea cimpului magnetic şi a inducției magnetice în ìn- 
teriorul şi exteriorul materialului, 


Soluție. a) Aplicarea cimpului magnetic conduce la apariția în material 
a momentelor de dipol magnetic, de-a lungul direcţiei cîmpului. Deoarece 


cimpul magnetic și susceptivitatea magnetică sînt uniforme, densitatea de 
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momente de dipol, adică vectorul magnetizaţie M, este uniformă (fig. 9.15, b). 
Q astfel de distribuţie corespunde la anularea curenților peste tot în afară 
de marginile materialului, deoarece pentru fiecare segment de curent, care 
nu se află pe suprafaţă, există un segment de curent asociat cu dipolul adia- 
cent cu el şi care să transporte același curent în sens opus, anulind efectul 
primului. Pe de altă parte, datorită variaţiei brusce de la materialul magnetic 
la vid, la margini nu are loc anularea curenților. Rezultatul este formarea 
unui curent de suprafaţă în sensul negativ al axei Oy, la interfaţa z = d şi 
a unui curent de suprafaţă în sensul pozitiv al axei Oy, la interfața z = 0 
(fig. 9.15, c). Aceşti curenţi poartă numele de curenți superficiali de magne- 
lizație, ei datorindu-se magnetizării materialului. Datorită uniformităţii 
densității de momente de dipol, și densităţile superficiale de curenţi vor fi 
uniforme. În absența unui curent total în interiorul materialului magnetic, 
densităţile superficiale de curent trebuie să fie egale. Se vor nota aceşti cu- 
renți prin: Jm, = mov pentru z =Q şi Im, = — Im otn Pentru z =d; 
unde Jma = Mu, magnetizaţia uniformă a plăcii. 


x x x CARAT 


curent de 


; o 
ia x JE; x magnerizarre 
LO lea barza 


Fig. 9.15 
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Distribuţia curenților de suprafaţă produce un cîmp secunday” B, dat 
de: B, = HoMoii, pentru 0 < z <d și B, =0 în rest, Cind cîmpul supli- 
mentar B, se suprapune peste cîmpul aplicat, rezultatul este 6 creştere a 
cîmpului din material. Notind cimpul total din material prin B; rezultă că: 


B, == B, + B, = (B, -F Ho Mo), / 


Și 5 
1 mobi 
WOE mo) 


M — = Mou, 
de unde 


M, =X p; 
Ho 
Astfel, densităţile curenților de magnetizaţie superficia'i sint: 


7 XmoBo - 
Jm, Sena me all 


Ho 


Yy 
pentru z = 0 şi 


Pa dm, 


Ho 
pentru z = d, iar inducția magnetică din material va fi: 


B; = (1 + Lm) Boz: 


Cîmpul suplimentar în afara materialului este nul, astfel că aici cîmpul 
total este egal cu cel aplicat. 

b) Permeabilitatea magnetică relativă a materialului este (1 +} ymo), iar 
intensitatea cîmpului magnetic în material este : 


5 B, B, 5 

=O dai 
Ha a) a = = 3 
În afara materialului magnetic, intensitatea cîmpului magnetic este : 
a aee bee g 99 
Ho 7” Ho 

Se consideră un dreptunghi abcd (fig. 9.15, e), cu laturile ab şi cd para- 
lele cu latura z =0 și se observă că H este uniform, deoarece are aceeaşi 
valoare în interior și în exterior. Atunci, $ H-al= 0. Pe de altă parte, tinind 


abcd 
seama că B este paralel cu ab şi cd, dar are valori neegale de-a lungul lor şi 


este perpendicular pe bc şi da, se obţine că: 


H, 


b d b [i 
4 B-d = | Bal + | Bal = fOFXm) Bü danst | Büdü, = 
abetda La c a c 


Ba - 
= (1 F Xmo)Bo(ab) — Bo(cd) = 3 moBoab = hinam s ăv-l(ad)ău] = Me 
Ho 
(curentul superficial de magnetizaţie închis de abeda). Se observă că cir 
culaţia lui f} depinde doar de curenții care nu sînt de magnetizaţie, iar cìr- 
culația lui B depinde de toate tipurile de curenți. 


L 
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\ Problema 9.16. Bobinele Helmholtz sînt două bobine circulare, plate, 
care vor îi asimilate cu două spire circulare, cu aceeași rază R, parcurse de 
acelaşi curent I, în acelaşi sens. Distanţa dintre cele două bobine se notează 
cu 2d. Să se calculeze inducția magnetică Ë într-un punct M situat pe axă 
la distanţa x de punctul O, aflat la mijlocul distanţei dintre bobine, şi să se 


arate care este valoarea inducției B în punctul 0. 


AN 
r Soluţie. Conform teoremei lui Biot și Savart, inducția magnetică ele- 
mentară în punctul M are expresia: 
= daB == Id xF, 
d ; Anr? 
unde ai este elementul de lungime de curent, iar r = PM este distanța de 
la elementul de curent la punctul în care se calculează inducția (fig. 9.16, a). 
i Se observă că di este perpendicular pe_7. Atunci, componenta lui dB după 
4 axa Ox va fi: 
E aB; — dBi 2 to-yialiicosi0 be auda, 
Arr T r 


deoarece cos 0 = R/r. Cîmpul magnetic fiind un cîmp de revoluție în jurul 
axei Ox, componentele axiale dB, se adună, astfel că inducția totală creată 
“3 de o spiră va fi: 


F 3 
? B= |as a ja R) 
3 AT 2R 


deoarece f dl = 27R. Deci, 
I 
B = w — cos? 6. 
COR 


Cimpul B, creat de spira cu centrul în O, în M este: 


1 -rfi a: * SP ae, 


2R R 
deoarece 


-JEFF 


De R A E 
cos? 0 CEET -[i+( )] z 


şi 


FT 


Fig. 9.16 


R d 
-34 0 SR J 


ĉ 


Fig. 9.16 


Cîmpul B, creat de spira cu centrul în O, în același punct M va fi: 
Pa] 271-3/2 
2 — bal 1 i z d , 
2R R 


r=- JE Fe aF 


g \27-3/2 
cos 0 =i 2 Să 


deoarece 


şi 


R 


Cîmpul total B creat în M de sistemul celor două bobine este egal cu 
suma dintre B+ şi B}. Curenţii avînd acelaşi sens, se obţine : 


enara EET EST 


Calculînd derivata lui_B_în' raport cu z, rezultă : 


| dB _ poll 1 E z Pag T] 
i a bleo | - )] + (e oi | - )] l. 


În O, x =0 şi (dB/dx) =0. În acest punct, inducția B prezintă un 
extrem. Pentru a vedea ce fel de extrem este se reprezintă grafic B,, Ba şi 
B= B, + B, în funcție de d. Dacă d < 2R, Beste maxim în O (fig. 9.16, b). 
iar dacă d > 2R, B are o valoare minimă în O (fig. 9.16,c). Un astfel 
de dispozitiv este interesant, deoarece în vecinătatea punctului O se 
obţine o inducţie practic uniformă. 


Problema 9.17. Un solenoid cu raza R, avînd axa paralelă cu axa Ov, 
este limitat de două feţe plane, care taie axa Oz în punctele de abscise O şi x. 
În cele ce urmează, se va considera că x > 2R Şi se va nota cu n numărul 
de spire pe unitatea de lungime. a) Să se calculeze inducția magnetică B(x) 
creată într-un punct de abscisă x, de pe axă, de un curent J, care circulă prin 
solenoid, Se alege sensul curenților în așa fel încît un curent pozitiv produce 
un cîmp magnetic pozitiv pe axa Ox. b) Să se calculeze pînă la ce distanță 
de O, valoarea lui y = B(2) — B(0) este proporţională cu v, cu o precizie 
mai bună de 1%, e) Se introduce în planul de abseisă x o bobină plată cu N 
spire, de suprafață S şi axă paralelă cu Ox şi se admite că inductanța B(x) 
este constantă pe toată suprafața acestei bobine. Să se calculeze inductanța 
mutuală M, dintre bobină și solenoid, în funcţie de a, d) Se consideră un alt 
solenoid, cu aceleași caracteristici ca și primul, și a cărui axă coincide cu semi: 
dreapta z < 0, Cei doi solenoizi sînt legaţi în serie în aşa fel încît cîmpurile 
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Ez 


magnetice create în O să fic de sensur 
acelaşi curent, Să se scrie expresia inductanţei mutuale M dintre bobina plată 

şi ansamblul celor doi solenoizi, în funcţie de x, e) Să se calculeze tensiunea 
electromotoare indusă în solenoizi, dacă bobina plată, situată în z, este par- 

cursă de un curent alternativ sinusoidal, de amplitudine Jo şi frecvenţă vw. 

Se vor face calculele pentru: R = 3 cm, n = 105 m=, N = 100, S = 10 cm?, 

| e = 10%m, n =0,1 A, w = 105 s-a, f) Bobina, parcursă tot timpul de acelaşi 
curent, este solidară cu o masă m, mobilă de-a lungul axei Oz şi supusă acţiunii 

unui resort. Dispozitivul este montat pe un vehicul care se mișcă cu o acce- 
lerație a. Să se calculeze tensiunea electromotoare indusă în cei doi solenoizi, 
la echilibru. Care este valoârea maximă a accelerației « pînă la care e este pro- 
porțional cu accelerația pînă'la o precizie de 1%, dacă ă este paralel cu Ox? 
Care este acceleraț'a minimă măsurabilă, dacă se poate măsura o tensiune 
electromotoare de 10-€ V ? Calculele numerice se vor face pentru: m = 0,1 kg, 
constanta elastică k = 10° N.m- și a =10 m-s=2, g) Pentru a determina 
j variația Av, a componentei vitezei vehiculului, se înregistrează variaţia lui e 
în timp. Masa m este supusă şi unei forţe de frecare, proporţională cu viteza 

sa față de solenoizi. Să se scrie ecuaţia diferenţială a mişcării bobinei, dacă 
vehiculul are acceleraţia a(t). h) Să se demonstreze că dacă m trece prin po- 

ziţia O la două momente de timp, t =0 şi t =T, variaţia Av, între cele 

Ir 


i opuse cînd bobinele sînt parcurse de 


două momente este direct proporțională cu | edl, cu condiția ca a să rămînă 
0 
destul de mic, oricare ar fi funcţia a(t). 


| Soluție. a) Într-un punct P de pe axa solenoidului, în interiorul lui, de 
abscisă OP = x (figura 9.17,a), inducția magnetică creată de curentul J este : 


B = en [cos aes 0]. 


Dacă x > 2R, se observă că 6, > 0 şi cos0, —> 1, deci: 


B(x) = = = 1) (1) 


deoarece 


onI, iar y = B(x) — B(0) = 


uon? Ü 
2 


Fig. 9.17 


21 = Culegere de probleme de fizică — cd, 138 
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Pentru valori mici ale lui x: 


2 
j = pond zl — Š ' / 
2R 2R° Z 


po 


` + . ty y Y 
Dacă se scrie că y este proporţional cu z, adică că y in z, se face o 


eroare relativă — = 
l 


: ay 
sonală cu w, cu o eroare relativă mai mică decit 1%, dacă CU, 
y 


unde x < iu 


2 
„ Rezultă că mărimea B(x) — B(0) este proporți- 


c) Fluxul de inducţie magnetică care traversează bobina este: 


0, = NB(2)S. 
Înlocuind expresia (1) pentru B(x) rezultă că : 
nN z 
(0) = an -IS 1 eepe jo 
EE o 2 ( T JE E ) 


Inductanța mutuală a solenoidului este : 


® 1 27 
M m NS 1 DR Seea | 
1 I 2 Hon | F T] 


induce un cîmp magnetic B'(x), dat de expresia : 


B'(2) = 2 pan c05 6, — cos 65|, 


bobină, 0, -0 şi cos 0; > 1, adică 


1 T 
B' =— onI | L— =], 
ȘI aia | TTF) 


v 

= N[B(2)— B'(2)]S = toni S Agura 9.17, b). 

[B(2) (2)] Ho Ta Ra g ) 

Inducția mutuală dintre solenoizi şi bobină este: 
w 


D 
M === unNS ` 
pa Fat 
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d) Cei doi solenoizi sînt legaţi în serie, deci sînt parcurşi de acelaşi cu- 
yent. În punctul P, se compun inducţiile create de ambele bobine. Prima 
bobină creează o inducţie B(x), dată de relaţia. (1), iar în a doua bobină se 


„deoarece punctul P este exterior pentru bobina a doua. Şi pentru această 


Conform ipotezei din enunţ, vectorii inducţie B(x) şi B'(x) sînt de sens 
contrar, Fluxul de inducţie magnetică care traversează bobina plată este: 


e) Fluxul de inducţie magnetică creat în cei doi solenovizi de curentul i 
care parcurge bobina plată este ọ = Mi, unde M este dat de (2), datorită, 
| simetriei. Dar i = i sinat și ọ = MI, sin ol, Acest flux magnetic va- 

riabil va produce în solenoizi o tensiune electromotoare 


ja 


t 
— ar MI W) COS owt i a nN SI I COS 6) ; 
di y Ho 0 VREE $ ză 


Pentru o precizie de 1%, se poate neglija 22 faţă de R? și atunci: 


e x — 


nN Sho 2 cos wt = —4,18 cos 101 (V). 


£) Legea de mișcare a masei m este : 


ma 
ma = —kx, deunde z e =.102%m, 
k 


Amplitudinea e a tensiunii electromotoare este : 


e IT NS e o. 
JRF ză 


Dacă se înlocuieşte expresia lui z în e: 


22:N=1/2 
Citirea NS Ja je a A 
kR KARE 
Amplitudinea e este proporțională cu accelerația a, cu o precizie de ES 
cu condiția ca 


Ae m?’a? a 1 
e 2R? ` 100 
adică, 
x kR J2 42,4 m-s? 
m 10 


Pentru tensiunea electromotoare e» = 10-8 V, acceleraţia minimă mă- 


surabilă va fi:—= =— = constant, deoarece e este proporțional cu a şi: 
em e 
în cazul numeric considerat, 


aE m 


4 


ln = 


= 9,39:10-0 mes, 


g) Ecuația de mișcare a masei m, supusă unei forţe elastice — ke şi unei 


forţe de frecare — | ARE este; 
da de 
mM e~ b —— krt ma 0. (2) 
dh t d! ai 
a 
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h) Integrînd ccuaţia (2) între momentele L = 0 gi [os T rezáltă că; 
$ j 
MO) + Da + | edt=0, 
0 
unde k’ este dat de condiţia 


ţi 14 
kf æd =k | e dt, 
0 0 


deoarece, pentru valori mici ale lui a, e este proporțional cu a, deci ṣí cu z; 
Din condițiile inițiale, 2 = 0, la momentele t = 0 și t =T, Deci; 
T 


mAv, +k' f edt=0, 
0 
de unde 


an 
"n= heat 
m 
0 


Problema 9.18. Un condensator plan, format din două discuri de rază a 
şi aflate la distanța h, este legat la o diferență de potenţial alternativă V. 
La frecvenţă mică, cîmpul electric în fiecare moment este uniform, dat de: 


E, = E, explicl] (figura 9.18, a). 


a) Cîmpul electric E, fiind variabil, are asociat un cîmp magnetic. Să se 
calculeze inducția B, a acestui cîmp magnetic. 


b) Cîmpul magnetic variabil B, are asociat un cîmp electric Ea. Să se 
arate că acesta depinde de r. Ciîmpul electric dintre armături este: 
j E — E, + E,. 


Care este valoarea lui E, pentru r =0 ? Să se calculeze circulația lui E, de-a 
lungul conturului T, (figura 9.18, b) şi să se deducă expresia lui E, (r). 

c) Cîmpul magnetic B, nu este decît prima aproximaţie ; trebuie ținut 
seama şi de cîmpul Es. Se poate scrie cîmpul magnetic sub forma : 


B = B, + Ba 


A nul l | 
| 3 (1) a 
| als :Q g 
E 
o 
a (3 (3 
Fig, 9.18 
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Să se determine expresia lui B,(r). Ce corecție trebuie adusă cîmpului 
electric pentru a dovedi existența cimpului magnetic Ba ? 

d) Să se arate că expresiile cimpului electric și magnetic pot fi scrise 
sub forma : 


B= E, ex ați (ae) tare- (20) -] 
so [io] Ci [26 | ae G za + | 


Í 


s Ì DE 2n- 
Bai ab expliot] X aa (a pede 
c n l(n— 1)! (2c 


Soluție. a) Din simetria problemei rezultă că B, depinde doar de r şi Bs 
este tangent la cercul (1). Ecuația lui Maxwell 


se scrie: 
= ðE 1 0E 
XI = ciuda prea see 
i ame El 
Aplicînd teorema lui Stokes, 
[x Bad = $B, dl, 
Sr, =R 
rezultă că: 


3 2 tea 
— | B-u, dA =—c248 «dl, 
A nda =$ B, 


Sr, Di 
care duce, după integrare, la: 
= E Ore 7 
BT = o2 E, expļliot]. 
. JO . Dad Fa aB, 
b) Legea inducției electromagnetice, scrisă sub forma Y X E= — P 


arată că E, depinde de r, deoarece B, depinde de r. Cîmpul electric nu este 
uniform. 
Dacă 


şi 


Dacă 


Ē = B, + Ëa, 
| 2 20 
agitat kapris a E e 
aga z (Poa F 


Sr, 
Dar, 


$ Bal = 0 
: ZIA 
şi 
$ Bala — Ele) th, 
n, 
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Fluxul inducției magnetice Î,, care traversează un strat de grosime h, 
aflat la distanța dr de axă, este: 


B(r)h dr, 


Atunci, 
d iwh ; ' 
d =h f Br) dr = or "E expliol] ; 
0 5 
Şi 
A 
— E,(r)h = Sa "E explic!) j- 
c 
de unde 
= wr? 
E,(r)= — g expfiot]. i 
c è 
Cîmpul indus E, este de sens opus cu E, şi în expresia lui nu intervine 
distanţa h dintre armături. Cîmpul total va fi: 
E-i < je, explici]; 
c 
c) Cîmpul magnetic total este : k 
B =B, + B.. 
> a; : 
Pe conturul (F,), ecuaţia lui Maxwell, V Xx Ba E , devine: 
c 


ef V xB dä = (PdA: 
TS OAE 
Aplicînd teorema lui Stokes şi ținînd seama că E, depinde de r, rezultă: 


Jor? = 


B E i E, expliot]. 


câ 
Deci, se poate scrie că: 

E = E, Ap E, aF E; 
unde 


Pa iri RA 
Ē,(r)= T | B,(r) dr = I E, expliot]. 


0 


d) Calculind din aproape în aproape termenii seriei, expresia cìmpuluì 
electrice este + 


r 
(4 


B= (=) B, expliol], 


unde Jo este o funcţie Bessel (fig, 0.18, c). Se poate serie că: 


Boa) 2 | B(w) ar, 


UI) 
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unde 


j 

Fă | 

Bia | Engl) dr. 
0 


: Problema 9.19. Un conductor conține sarcini libere, cu densitatea volu- 
mică p. 
| a) Să se scrie expresia curentului Z care traversează suprafața § ce 
delimitează volumul © al cilindrului conductor, dacă se cunoaşte densitatea 
N de curent J. 
b) Să se exprime curentul 7 în funcţie de sarcina de volum pọ = dq/dØ. 
X c) Să se exprime legea conservării sarcinii electrice printr-o relație între 
JI şi e. 
| 


Răspuns. a) I =$J. dš; D) Pa -| 22. aq; 
S di y ôt 


S ONA) 
ce) VJ +— =0. 
) ôt 
_ Problema 9.20. Inducția cimpului magnetic B este legată prin relația 
B = ņ x A de potențialul vector A. Să se demonstreze, cu ajutorul ecuațiilor 


= às A 
lui Maxwell, că pentru E poate fi aleasă expresia, E= — V V — i , unde V 


este potențialul scalar. 


Problema 9.21. Cîmpurile electrice E şi magnetic B pot fi scrise, cu 
ajutorul potențialelor vector A şi scalar V, sub forma : 


E=- yv- i Bo XA. 


Să se scrie, cu ajutorul ecuațiilor lui Maxwell, ecuațiile diferențiale ve- 
rificate de potențialele A și V într-un mediu omogen şi izotrop. Se va ţine 
seama că între cele două potențiale există relaţia : 


Problema 9.22. Se consideră un corp în mişcare cu viteza y şi un cîmp 
vectorial A, care este fixat în corp, dar variază cu poziţia în interiorul cor- 


pului. Dacă = măsoară rata în timp a variației lui A într-un punct îix din 


„dA A 
sistemul de referință staționar, să se arate că re —(5- V)À. 


Soluţie. Se consideră geometria din figura 9.22. Fie Q un punct îix din 
sistemul de coordonate şi P un punct fix din corp, astfel încît P este în miş- 
care faţă de Q. Într-un timp dt, PO = ò dt = d, dx + dv dy + ù, dz. Dacă 
cimpul vectorial A are o valoare A în Q la momentul f, atunci după un inter: 
val de timp di, el se va schimba în A -+ då care, dacă A este fixat în corp, 
va avea aceeaşi valoare ca cea a cimpului din P de la momentul ĉ Astfel, 


Ax ðA y dA, 
HN = —— dy + —— dz, 
As — (ås F dAa) a dx +- FI y 33 
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yil 


Y Yo 


Fig. 9.22 Fig. 9.23 


Rata de variaţie a componentelor lui A în timp va fi: 


JA dA, d 
E a E) d 7 
oi oz di ôy dt dz d 
PAMASA, 
ôt 
20 E E PI 
ôt 
În final, 
oã 
— = (0: VA. 
ôt (Raa 


Problema 9.23. Un fir subțire, aşezat în x =0 şi care se întinde de 
la y = 0 la y = l, coincide cu axa Oy, iar un alt fir similar, aşezat paralel cu 
primul în z = a, se întinde tot de la y =0 la y = (figura 9.23). 

a) Să se arate că potențialul vector pentru primul fir în x =0 şi 
y = J», datorită curentului I care trece prin al doilea fir, este dat de : 


A(Yo) = el | sinh? = 2 ei < — J): 
AT a 7 


b) Să se explice cum poate fi folosită această expresie pentru obținerea 
inductanței mutuale dintre cele două fire. 


Soluţie. a) În cazul constanţei în timp a potenţialului vector A, se serie 
că ; 
V2Â = —pJ. 
Soluţia pentru fiecare componentă a lui A este : 
PR RT A 
Az(a, J, z) zat lee Lat Vo 2) dot, 
4T r 
cp! 
r fiind distanţa de la punctul (a, y’, 27) care este centrul volumului O şi 
punctul (z, y, 2), în care se calculează potenţialul vector, Pentru vectorul 
A va rezulta; 


Alat y, J=- | Iau 
z Ar r 
cp! 
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Considerind geometria din figura 9.23 şi notînd cu S aria secțiunii firului, 
considerată mică, densitatea de curent din al doilea fir este: 


1 i ul 
J(y ) Eae pr 


iar potenţialul vector va fi: 


Deoarece r = [a° + (y — yo)°] t? nu depinde de z’ ṣi y’, integrarea în 
raport cu 2" şi y’ dă secţiunea firului, astfel că: 


dy’ 


l 
I 

=ü; == BES O 
v (Yo) Y a = y)? + 2/2 


4r 
0 


care după integrare duce la: 


Au) [sn A a [i = ')]. 
Ar a r 


b) Din relația B = V x A, se obține prin integrare: 
f B-a3= [| V xâ-a5= A -ah 
S 5 o 


În cazul particular considerat, circuitul fiind limitat, se poate considera 
integrala curbilinie doar pe lungimea l a firului, astfel că fluxul de inducție 
magnetică va fi: 


l 
O = | A(Yo) dyo 


şi inductanța mutuală este: 
l 


-1 | A(Yo) dyo. 


0 
Știind că 


f sinh-: 0 d0 = 0 sinh-10 — (1 + 08, 
se obţine că: 
M= [i sinh? ( F $ 
2 a 


Problema 9.24. Știind că soluția ecuației pentru potențialul vector A, 


al unui cîmp electromagnetic, în vid, avind ca sursă o distribuţie de cu- 
renţi de densitate J, este 


aa bea, 
4n pF 
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să se arate că un curent Io cos col, care trece 


printr-o spiră circulară de rază a (figura 9.24), 
i a 
în cazul în care w — <l, 


X 


produce în punc- 
Cc 
tele din planul cercului de rază R_ mult 
Fig. 9.24 


mai mare ca d, o componentă a lui A per- 


pendiculară pe f, egală aproximativ cu 
a 1 


| R 
— cos | o| t— — || — 
4R |R c 
aalala) 
= = Sin wo tS 
c c 
Soluţie. Se consideră curentul I — I, explici] şi di = a d9-( 
+ üy cos 0). Componenta lui A perpendiculară pe raz 
cu Ay în punctul 0 =0. Deci, 
27 


— ü, sin ĝ + 


a vectoare corespunde 
opf- (Re — 2aR cos 0 + a°)! [cos 6 d0 
c 


A= voal exploot] 
Ar 


© 


(R? — 2a R cos 0 + ae 
27 


opf 
_ Hoal explict] 


1/ 
SNES ați gA aol 
c R 
47r.R 


= cos 0 dð 
0 


12 
( = LO o) 
R 


2 (F) 
à; a 
unde s-au neglijat termenii în G) - Folosind dezvoltarea binomială și rețiì- 


EET | 


nînd numai termenii de primul ordin, expresia (1) devine : 


Koa Ío expl io [ TA 
Ay= 


e 
4rR 


(6) a 
i —c cos 0 dô = 
f +i ad cos0) [i cos 0) cès 
0 
2 
E Hole, 1065 [ia 1—2] — 2 sin 
4R R c ) 
este ; 


R : 
loc x) RAKE 
c c 
Se observă că partea reală a lui Ay, care corespunde curentului din enunț, 


Re Ay Pa, rfe i R 
R R X 


aci] 
—||——sinlo[t— =p. 
€ c € 
Problema 9,25, Se consideră un fir metalic uniform şi infinit (figura 9.29), 
paralel cu axa Oz, Prin acest fir trece un curent electric a cărui densitate are 
valoarea J = 0, pentru t < 0 și J # 0, pentru £ > 0, Se cere: 
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a) să se arate că potenţialul vector 
în punctul P, cu coordonatele cilindrice 
(r, e, 2), are expresia: 


In | cs vrai isy 
EVIR 


r 
petru 
l> -= 
c 

şi i 

A0; 
pentru 

r 
t< să Fig. 9.25 


b) Să se arate că intensitatea cîmpului electric şi inducția magnetică 
în punctul P sînt date de expresiile: 


respectiv, 


c) Să se calculeze fluxul energiei electromagnetice prin unitatea de 
lungime a unui cilindru, care trece prin punctul P şi este coaxial cu firul 


pentru t > 2 z 
c 


Solułie. a) O distribuție de curenți de densitate J, în volumul O, produce 
într-un punct definit de 7, la momentul t, potențialul vector 


m oa | ae a 
Anr ) |E— | 
y ; 


densitatea J fiind definită în punctul 7“ al unei surse. Se observă că poten- 
ţialul A nu se datorește curentului din 7” la acelaşi moment į, ci curentului 


1 
la un moment anterior, t— — |? — 7]. De aici apare denumirea de potențial 
c 


relardat, Considerînd că perturbaţia electromagnetică în vid se propagă de 
la sursele elemente de curent cu o viteză finită c, atunci la momentul £ 
după închiderea circuitului, distanţa cea mai mare de la punctul cîmpului în 
care o sursă poate contribui la cîmp este ct, Atunci, 


Van 
sai gi dee Ata ; a h reaa raca a 
AG, b) be | E Ife ral e z 
0 
> e a 2 ae i te), 
27 r 
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pentru 


la 
c 
și 
A(ř, t)=0, 
pentru 
ka, 
c 
b) Curentul fiind staționar, iar în fir neexistind sarcini libere, rezultă 
că: 
poo An a 
t 2m JE G 
pentru r 
ES 
c 
Lucrînd în coordonate cilindrice, 
t 1 
B rota = o aae lg = > 
Gra Pie JE = ri 
pentru 
> 
c 
Pentru 
t>o, E=0 
şi i 
B=] 
2Tr 


c) Folosind teorema lui Poynting, 
uoJ2c?2t 
2n — r) 


Problema 9.26. Se consideră ecuațiile lui Maxwell pentru vectorii E şi H 
ai cîmpului electromagnetic în spațiul liber. Dacă V este o soluţie a ecuaţiei 


Iisi- 


Ëx Ħ|= 


yey hala 2Y. 
e oe? 
să se arate că 
ay 
aak pac 
Oz cè eh 


(unde ñ, este versorul direcţiei 0z), esle o expresie posibilă pentru E. Să se 
calculeze expresia corespunzătoare pentru Æ, Fiind dată ecuația 


TO 
ViV=——(rV), 
r aa ( ) 
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k 
pr 


atunci 


] 
V(F, = E N ai 
Ț a a 


satisface ecuația pentru V. Să se arate, de asemenea, că 


7 ; 
B = af SA oeh 
pt) put r or |r or 


Soluţie. Ecuațiile lui Maxwell în spaţiul liber sînt: 


v 
v:B =0. (1y 


Din (1) rezultă că : i 
BEM XA: (2) 


Substituind (2) în prima ecuaţie din (1) se obţine că: 


ii vaar 


adică 


sau 


= 24 
| DE SEAP 3 
V F (3) 


Ecuațiile (2) şi (3) sînt, de fapt, expresiile vectorilor de cîmp _în funcţie 
de potenţialul scalar electric V şi de potențialul vector magnetic A. Folosind 
ecuaţia a doua din (1), (2) şi (3) precum şi identitatea V X V xå =V(Y-A)— 
— V’Ã, se obține: 

1 A 
-A)— V°A Eye —— =0. 4) 
V w F ai G db s 


În mod similar, din ecuaţia a treia din (1) și (3), rezultă : 
VV +$ (V-A) =0: © 


Ecuațiile (4) şi (5) conțin pe A şi V. A şi V nefiind unic determinate, se 
impune condiția Lorentz : 
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Şi ecuaţiile separate vor fi: 


1 2 
AFAA UA 
a l 
Şi 
1 À 
U=, 
y ael k 
Comparind ecuațiile date cu cea din enunţ, 
ba PAR 2 
B= V A ) — ü 1 vV 
0z c. ôk 
unde 
2 
VeV E 
e? a£ 


se observă că acestea conduc la un cimp. electromagnetic posibil. În acest 
caz particular, 


pa. 
Oz 

de O 
=c2 at 


Şi 
H= vo x A) 


şi se constată că toate condiţiile sînt îndeplinite. 


Dacă = 
zi | ct 
Va sin sine, 
ES a 
calculînd 
1 %V Ta y 
c? o a@è 
şi 
y 
y= ia 


se observă că ecuația pentru V este îndeplinită, Atunci, 
ôV. 170° V 13 aa V z a 1 2V|, 
Pa ia ea i, — = ü Am a DE +> — = — IÀ 
A idee al Sa ae ar] 
Problema 9.27, Să se deducă expresia cîmpului electromagnetic şi a 


energiei radiate de un dipol punctual cu momentul mf(¢), îndreptat în dò 
recția Oz și aflat în originea sistemului de coordonate. 


Soluție, Pentru un dipol static, cu momentul mă, unde ü, este versorul 
axei Oz, potenţialul electrostatic este : 


TE EUR 2) 1) 


r 
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i) 


Extinzind expresia lui V la cazul în care momentul de dipol variază 
în timp, 


 dnedz r ; (2) 
Aceasta satisface ecuația : 
a 1 3V 
Vey — REAA = 0, 
cit 


pentru r > O şi se reduce la cazul electrostatic, cînd f(f) = 0. Punind condi- 
ţia de etalonare, 


z 2V 
"Å — = 0, 
V:A + ue Ji 
se obţine: 
i-a 
ie „PAIR AEE 
Ac 7 pa 


Este convenabil să se lucreze în coordonate sferice. Astfel, 


r r r 
en E ES ok pis ee 
r OSY | a __m cos ( =) sal J 


; 4ns ôr r 4re ïa 4ec T 

şi 
C 
i] =- — a, cos 0 — ūọ sin 0). 
Cîmpul electromagnetic asociat este descris de vectorii : 
z 3A 
E=— VV —— 
y at > 
şi 
ERAN = 
H=— V xA 
> p 
Deci, 
pet Hen) 
__9V, An ___.meos0 IAR GJR 
E LOT ot i 27e ră cr > 
(a atg a-3 
2 ENIRA en snol Cl rnia ele) 
? F: 00 27 aA PRI) r T 

şi 


wa ðA in 0 ; dan] 
m=i [2 (ra e) eE r (e-t) N 


Ter 


Vectorul lui Poynting este dat de: 
Sp= Ex A= EsHoă, — E, H plo. 


Rata energiei radiate care traversează o sferă cu raza egală cu a este dată de; 


| Sds = f PEH, do, 


r=a r=a 


unde dQ este unghiul solid sub care se vede elementul de arie a! sferei, iar 
rata cu care este radială energia dipolului este dată de limita cînd a = æ, 


Pentru r mare, rezultă: 
= um sin 0 RA 
E mp ES (pia) üg; 


Anr c 
äs ™ sin ð pr (i 
ATCT G 
adică, 
E ~ ZH x ū, 
unde 


z= e. 
€ 


La distanțe mari, cîmpul este reprezentat printr-o undă plană, care se 
propagă în direcția ū,. Puterea la o distanță mare este dată de: 


za da 


Pentru o variaţie armonică în timp, O cos(&ot + ®), puterea medie 
i 24. 
în timp este (PY AS ; aj DEMOR 
127c 


Problema 9.28. Un vector Z este definit prin Z = V(x, y, z, D2., unde 
V(x, y, zZ, t) satisface ecuaţia: 


T 


2 5 2 
| do [sine 0 ao — E 


2 


Gzc 


> 1 3V 
V2V=— 
Ca sola 
îi, fiind versorul axei Oz și c, viteza luminii în vid. Să se arate că RS 
X (V Xx Z) este o expresie posibilă a vectorului intensitate cîmp electric în 


vid, Dacă Vaz sin [A cos M, să se arate că E definit mai sus este un 
cimp electric posibil în idea dul unei pături perfect conductoare r=a (^= 
=L t p tz), jar p.= a i care satisface ecuația lui Leicester, p° -+ 
+ peotp—1=0, j 

Soluţie, Z este un vector Hertz'cu P nul în ecuaţia 
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Cimpurile sint date de ecuaţiile: 


E r VVI pa: 


sau 


a SI 
H =eV >, pa 


Rămine de verificat că V ascultă de ecuaţia diferențială, ceea ce se rea- 
lizează uşor scriind că : 
2 2 22 
a UC a ci ae 
ca ou e reci ôr 02 (2 
Se observă că nu există singularităţi în r = 0, astfel încit acest poten- 
ţial poate fi asociat cu cîmpul din interiorul unei pături conductoare. În 


această pătură, H,, Eo şi E, trebuie să se anuleze. Dar, H=ey Xx Z şi 
H se anulează dacă componenta r a lui YX Z se anulează. Deci: 
Z= V(r, Du, cos 0 —ū sin 0). 
Componenta r a lui Y X Z este: 
1 óZ 
n 2 8 


astfel că condiţia de mai sus este îndeplinită identic. Atunci, 


= z Je ZEZ 
E= (VZ) — ; 
TA 2 08 
yZ aqlia (r2V cos 0) — zi lbai =6 (Sida ep a ae 8; 
r* or r sin 0 80 r 
(727) a A EV l za e MÀ sie 
ar \ ôr rT 20 \ ar OCE 


= An V(ū, cos 0— de sin 0). 
ca 
Astfel, 
5 | VS NE ja A M ARLAN 
Eo= — (> As + A: VĮ sin 0 =— sin 0| — — sin ag + — cos— + ysa), 
T. DE +10 ră qi Sepi ge e 


Pentru r= a, Eo = 0, conform condiţiilor dale, 


Problema 9,29, Două condueloare verticale şi paralele, Ada şi BB, 
așezate la distanţa / unul față de altul, se atlă într-un cîmp magnetic uni- 


25 — Culegere de probleme de fizică — cd 138 
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form, de inducţie B, perpendicular pe planul conductoarelor (figura 9.29), 
Extremităţile conductoarelor, A; și B,, sînt legate printr-o rezistență R. 
O bară orizontală MN, de masă m, care poate glisa de-a lungul acestor con- 
ductoare, este lăsată să cadă fără viteză inițială, Neglijind rezistenţele con- 
ductoarelor MN, AA, şi BB, şi fenomenele de aut inducţie, să se găsească 
legea de variaţie a vitezei cu care se deplasează bara MN. 

Soluţie. Bara MN se deplasciză sub acțiunea greutăţii proprii G = mg, 
Datorită deplasării barei MN, are loc o variaţie a fluxului de inducție magne- 
tică care traversează circuitul închis MA,BNM, adică, ia naştere tensiunea 


| r PRSOU Blu. 
electromotoare U, = Blv. Datorită acesteia, apare curentul i = — 2 şi 
R R 
i ` = aia , Bl: 
bara MN este supusă la o forţă electromagnelică F; = Bil === ‘care 
este dirijată în sus. Ecuația de mişcare a barei va fi: 
Bv 
m— =m] = =a; 
de unde 
dui l ti du ag 
FE Dee 
mR AG 
adică i die ga A 7 PE-O HOGE } 
v 
Q—— =A apf- z| ` 
T T 
, iţi i E OC E TE, 
Pentru t=0, v=0—A4=g, |! — exp E -] şi pentru £> oo, 
A T 
R ; 
o a 
BR 


Problema 9.30. Căldura dezvoltată într-un reactor nuclear este trans- 
ferată din centrul reactorului la locul de utilizare prin curgerea continuă a 
unui lichid metalic (sodiu, mercur etc.). Această curgere are loc cu viteza ò, 
putînd fi încetinită sau accelerată datorită trecerii unui curent electric. de 
intensitate i, într-o direcţie perpendiculară pe ð și datorită situării dispozi- 
tivului într-un cîmp magnetic, de inducţie B perpendiculară pe ò, după di- 
recţia lui i (figura 9.30). Forţa magnetică produsă este paralelă sau anti- 
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paralelă la 5, iar lichidul metalic permite trecerea unui curent electric trans- 
versal. Se cere: a) sensul intensității curentului electric i pentru ca dispozi- 
tivul să funcţioneze ca un motor (Pilo) şi valoarea forței care accelerează 
curgerea ; b) dispozitivul funcţionind ca o pompă, să se calculeze variaţia 
presiunii pe o secţiune S a pompei, puterea și tensiunea contraelectromotoare 
a acestei pompe. 


Soluţie. a) Cînd intensitatea curentului electric i are sensul din figura 9.30, 
F contribuie la creşterea vitezei Ō a curgerii şi conform teoremei lui Laplace, 
dF = i(dÌ x B), dl avind sensul lui Oy şi B sensul lui Oz; deci, F|j0z. Deci, 
F =ijalx B= BiL i, F fiind paralelă cu 5, 5 va creşte. 

b) Presiunea are variaţia : 


3 BiL 
Ap = — = —. 
S S 
Puterea pompei este P= F.ö = BiLv, iar tensiunea contraelectromotoare 
U.= 2 = BLv. 
i 


Problema 9.31. Să se arate că un dielectric magnetic în mișcare poate 
prezenta o polarizație, o parte fiind reală şi o parte aparentă. O plăcuță, cu 
suprafața mare, de dielectric magnetic este situată într-un cîmp electric 
transversal şi un cîmp magnetic paralel cu suprafaţa şi se mișcă cu viteza 
v < c perpendiculară pe ambele aceste cîmpuri. Dacă componentele cîmpului 
datorită surselor externe sînt Fe şi Bo, să se arate că placa în mișcare posedă 
o polarizare, dată de: 


n-ai ee ea 
e, E; j 


unde = și pu sînt permitivitatea și permeabilitatea plăcii. 


Soluţie. Prima parte rezultă direct din teorie. Atașăm un sistem de coor- 
donate în mișcare (K') la placă (figura 9.31). Un observator care staţionează 
în acest sistem va observa un cîmp electric şi un cîmp magnetic (corespun- 
zător la E, şi Bo) şi îl va măsura ca: | 


SI a T4 


și 


Acestea sînt efectiv cîmpurile imprimate în spaţiu de la sursele externe şi 
sint aplicate acum la dielectricul staționar. Astfel, D' și H’ pot să crească 
cont nuu la suprafața dielectricului, deoarece E 


este normal și B6 este tangenţial' la suprafaţă. ce citi icre ză 
Dicis daca È și B reprezintă cîmpurile în inte- sli |á 
riorul dielectricului “trebuie 'să satislacăt ë 8 9 
coleg z5 sh’ 
şi y ; Pra sote, ci X 
ee EAO î 
9 Bi T ae B p $ - 
po uA A ci Ural 
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sau 


Er 
— + 


B' =E By 
Ho 


Acum, aceste cimpuri interioare dieleetricului pot fi considerate ca 
Mind compuse din două părţi, care trebuie separate înainte de a face trans- 
formarea inversă la sistemul original. Dacă E" şi E" reprezintă cimpul origi- 
nal al sursei externe, atunci E, = (E — E9) este un „exces“ de cîmp dato- 
rită polarizării dielectricului. Similar, la B’, dacă B este cimpul iniţial, 
B= (B' — Bi) este „excesul“ de cimp datorită magnetizării dielectricului. 
Acum, din aceste două părţi ale fiecărui cîmp, părţile Ē şi Bọ vor fi trans- 
formate, dacă ecuaţiile sint consistente, la Es şi B, iniţiali. Acesta este 
excesul de cimp care trebuie studiat pentru a determina efectul mișcării 
dielectricului. În consecinţă, vom observa în sistemul staționar K că vom 
măsura cîmpurile Ea şi Bọ, care există singure în regiunea dielectricului. 
Deoarece sistemul K este în mișcare relativă faţă de K’ cu viteza — 5, vom 
scrie imediat că în! regiunea -dielectricului, un observator în K Xa! “măsura 

-= ALA 
cîmpurile Ea și Ba date de Ea = Ea — o X Bi şi B= B; + Leik Proble- 
l 3: 
ma se pune pentru polarizaţia P putînd neglija pe B,. “Acum, cîmpul elec- 
tric total în dielectric este exact E, + E, = E. Prin urmare, în dielectric. D 
trebuie să fie egal cu sE, şi observatorul în K va vedea că dielectricul are 


polarizaţia P, dată de: 
D= (ES E)= — ea. 
Dacă acum substituim pe Eg şi luăm e = eye şi U= u,uo obţinem : 


= i fi d Rr | BOREN SEDI 
Bei zi a aF (ur T 1)o X z| 


r 


Í 


şi substituind în final pe E, şi Bo în funcție de E, şi B, avem: 


B- af: = E+ öx Bo) + (u, — 1)ò x (Bu 2x E J|: 


Er 
Pentru a fi consistentă cu ecuațiile nerelativiste, valabile pentru v < ©, 


2 
vom neglija termenii în a și vom obține: 
c 


eseli eap a] 


e, e, 


Problema 9.32. Un condensator plan este format din două discuri cu 
diametrul d fiecare, aflate la distanţa h una de cealaltă şi între care există 
potenţialul V, Distanţa dintre armături creşte cu o viteză constantă, armă E 
turile deplasîndu-se de la distanța h la distanţa 2h. Se cere: 

a) intensitatea cîmpului magnetic A care ia naştere: 

b) vectorul lui Poynting la marginea armăturilor condensatorului; ; 

c) să se aplice teorema lui Poynting pentru a lega variația de energie 
de pierderea de energie, cind plăcile sînt deplasate. 
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Soluţie. a) Considerăm distanţa z față de placă. La momentul £ putem 
scrie : 


z heh zh 
Neglij înd efectele de margine : 
V 
z y 


Densitatea de curent de deplasare va fi: 


aD TEV ca eVh _ eV 
di SAR A RU + 02 
Aplicînd „legea“ lui Ampére, avem : 
i moi 
222 


; A d 7 
b) La marginea condensatorului, ie E DeECI: 


2 2 
Ex H-95 xl o emită iira tV 
; Ze Oz 4z? 
Energiile celor două cîmpuri vor fi: 
22 
(E a ED i pi a ada 
2 8z 
şi 
__ npe V hd? 


ial EETA 
2 256z3 


Dacă h & c= (eu)-Y?, energia magnetică este neglijabilă. Deci, rata de 
scădere a energiei înmagazinate este : 


= i] fi ED | E Š 
Neexistînd. un curent de conducție, puterea disipată este nulă. 
c) La distanța z, forța de atracție dintre plăci este : 

md: DE meVèdi 

4 2e Eny A 


şi în timpul dt, plăcile se deplasează cu distanța h dł. Astfel, lucrul mecanic 
efectuat asupra condensatorului în unitatea de timp va fi egal cu: 


re Vihd 
8z? 
Această mărime, adăugată la rata de scădere a energiei înmagazinate, este 


egală cu integrala de suprafață evaluată la marginea condensatorului, după 
cum cere teorema lui Poynting, Integrala de suprafață se aplică la o supra- 
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5 față închisă, însă în cazul de faţă, suprafața cilindrică este închisă 
CI de suprafețele plăcilor, pe care Ê x 1:45 =0. 

Problema 9.33. Un magnet permanent conductor, magnetizat 
axial şi simetric axial, se roteşte în jurul axei cu viteza unghiu- 
lară uniformă w. Să se arale că intensitatea cimpului electric 
într-un punct interior al magnetului este dată de expresia : 

E = —grad( ð- A), 
unde 

i=o XI 

Fig. 9.33 şi E 

LOCAS IDA 
_ Solufie. Considerăm geometria din figura 9.33. În interiorul magnetului, 
B este în direcția z a sistemului de coordonate cilindrice. Potenţialul vector A 
are numai o componentă, Ag. Dacă magnetul se roteşte, un observator sta- 


ţionar va „vedea“ un cîmp electric de intensilale E = — ù x B =— Õ xX 
X (V x A), care poate îi exprimat și prin: 
=— V(6:4)+ { x (V x) + (åy) + G-v)Â). (1) 


Deoarece dA, avem 5 x 4=0; deci: 
V x (5 x Ā)= òy- — Āy -ò + (4y)i— (ü: y)Ä=0. 


A fiind solenoidal, V-A =0 şi la fel, Y-ö—0. Prin urmare: È 
(4-V)i= (0-V)A. : 
De asemenea, deoarece =0 X F, Y X = 20, termenul lui E din (1), 
ınclus între acolade, devine : 
DA xat(4-v)5). 
Este uşor de arătat că: ei 
Axa = ür odg. 
Astfel : : a 
(A-V) = — Up" Ag 
şi acest termen prin urmare se anulează, obținîndu-se E= — Y(5:4). 
Problema 9.34. În cazul în care mărimile de cîmp din ecuaţiile lui 
Maxwell au toate o dependenţă sinusoidală de timp, de forma: 
E= E, cos(ot + 0), ... ete. 
fiecare se poate înlocui cu forma echivalentă: 
pă SÊ Oxp[iăi] + Airp) cto., 
unde Sa 


za B, explid,] ete. 
poartă numele de vectori fazori, Se cere : 
a) să se deducă ecuaţiile lui Maxwell pentru vectorii fazori î 
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b) să se deducă expresiile corespunzătoare pentru densităţile de energie 
mediate în timp şi pentru fluxul de putere mediat în timp, în funcţie, de 
. e . - 

aceiaşi tazori, 


Observaţie : Se va ţine seama de proprietatea do linearitate a ecuaţiilor lui, Maxwell 
(adică, se va aplica principiul de superpeziţie), 


Soluţie. a) Expresia lui E conţine două părţi, una proporțională cu 
explicel] şi cealaltă proporțională cu exp[—icwt]. Aplicind principiul super- 
poziţiei, fiecare din părți poate [i considerată separat. Alegem prima parte. 

Deci: 


IA e ARNA ; A 
rot|— E explial] = — —|— B exp[iot]]= dn Il exp[iot), 
2 ol 42 2 
adică : 
rotE|= ioB. 
În mod asemănător, se obţine: 
A A EA ^ A FA d y 
rtH =J +ioD; div D'=p; divB=0. | (1) 
Cealaltă parte a cîmpului este complex. conjugata părţii considerate, 
deci şi soluţiile vor fi la fel. 


b) Energia și puterea nefiind funcţii liniare, în calculul mediei în” timp 
a densităţii de energie nu mai putem aplica principiul de superpoziţie : 


TREER EET  Aisn bazate Asie. și 
“Ala ED rasei (E expliot]+E*exp[—iot]) x (D expliot]+D* expl—ial])= 
-5 (ÊD + ED BD expl2iot] + Ê*D* expl—2iat])= 

1 a S, A $ EA A ra r Și è $ 
3 SPED + E*D) + 4jEliDleos at 9), 0) 
unde e este o fază oarecare. Daia 34 
(Er và ciy. 
i a (esee! s rodina iges ba bai 
d : 


Ținînd scama de De-a din (5) avem: 


AA AA 1 A : 
7 ES [ED* + E*D]= aaa 
ESS - 4 
În mod asemănător: 
i i 
2 adm = — uk. 
T 4 
De asemenea : 


(8, = Z Be(Ë sA 


partea reală a vectorului Poynting complex fiind fluxul de putere. 
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Problema 9.35. a) Să se arate că 
funcția de potenţial 


T oa a Se 4 edu o=a[i ză (7), 
Rezistor ” L b 


Și 


unde A este o constantă arbitrară, 
satisface ecuaţia lui Laplace în coordo- 
nate cilindrice (r, 0, 2): 


A pYA 
Fig. 9.35 a-a 20. ITAD ON 
EAN Ne r2 002 az 
într-o regiune limitată de conductorii perfecţi la r= b şi z=L (figura 9.35). 
b) Dacă 1 


a dispozitivul din figură se aplică o tensiune V rezistorului co- 
axial în aşa fel încìt potenţialul pe suprafața de intrare să varieze logaritmic, 
să se calculeze intensitatea cimpului electric Æ și intensitatea cîmpului 
magnetic ÎI în regiunea neconductoare. 


c) Să se calculeze fluxul de putere electromagnetică prin cilindrul rezis- 
tiv interior. 


Soluţie. a) Înlocuind pe ® = A [ — Z ln (5) în ecuaţia: 


It 1 192 = 

1 2(p20) ie 00 e 

TOn anii e r2:002 222 

observăm că aceasta este satisfăcută. De asemenea, pentru z= L şi r= b, 
®=0, aceasta corespunzînd la regiunea conductorilor fic 


şi (suprafeţe echi- 
potenţiale). za i 
b) În rezistorul din figura 9.35, există cîmpul electric de intensitate 
| Dery A | (1) 
L 


Presupuniînd că funcţia de potenţial dată reprezintă potenţialul în regi- 
unea cu aer, atunci în această regiune : 


egal i ji i z (2) 
az L b 
E, trebuind să fie continuu pentru r =a, egalăm pe (2) cu (1) şi rezultă: 
A= = 3 
n) 
b 
Astfel, în aer avem : 
vh: 2 m 
AA i aa 
or r În D 
b 
v wf 
EE b 
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Intensitatea cîmpului magnetic are o singură componentă Hg, care se 
poate calcula din teorema lui Ampère, pentru un cerc de rază r: 


2 
PR uiti 
i 
adică 
1 2 
Hjalt- Hy 
2 r 


c) Fluxul de putere electromagnetică prin cilindrul rezistiv se poate 
calcula din componenta vectorului lui Poynting în direcția — ü, pentru r = a. 
Astfel, avem : 


na? V? 


L 
(se ase | [2 af x E], AS Elena | EH d2= (8) 
z=0 


Se observă că (3) este identică puterii disipate prin efect Joule (electro- 
cinetică), 
V2 PNG 


R L 


Problema 9.36. Se consideră un fir rectiliniu infinit, aflat în vid. În 
referenţialul S, acest fir conţine o sarcină electrică statică, cu densitatea 
liniară X’, ce creează la distanţa r de fir un cîmp electric E şi este parcurs de 
un curent J, ce creează la aceeaşi distanță r un cimp magnetic de inducţie B. 
Să se arate: 

a) care este dispoziţia şi valoarea celor două cimpuri, E şi B; 

b) că se poate găsi un referenţial S', aflat în mişcare de_ translație, 
paralelă cu firul, faţă de S, în care să apară sau un cîmp electric E” unic, sau 

© uncimp magnetic B’ unic; să se precizeze, în fiecare din aceste cazuri, viteza J 
alui S’ faţă de S şi să se scrie expresiile cele mai simple posibile ale lui EB' 
Pup. 

Soluție. a) Relaţiile lui Gauss şi Ampère ne dau expresiile : 


1 À 


E= lp = o= a) 
t Pae 
IF G 
păi ata (2) 
27 r iat 


Cele două cîmpuri sînt perpendiculare. şi 
E) 2 $ F 
$ ER sia (3) 
B i n ca da de 
b) Continuitatea componentelor tangonpialo cere ca d să lie perpendi- 


cular pe Ê dacă E’ =0, sau pe B dacă B’ = 0. Cele două condiţii sînt reali- 
zate în cazul nostru, Relaţiile între componentele perpendiculare din cele 


două referenţiale sînt: 


d wa 
By = (But x Bi Bi=y (Bi x B); at sa) 
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a) E' =0, dacă E = ip di î x B, posibil doar dacă £ | B, caz 


realizat aici. Triedrul ð, E, B este drept, deoarece d, are același sens cu i; 


dacă A> 0. Modulul său este: 


BOSEN 
Ui = — = — y; 5 
-ND l (5) 
care trebuie să fie mai mică decit ¢. Atunci, Ac < I. Cimpul B’ va fi: 
B= Bian (B= x E), (6) 
c 3 
unde 
d, X B = d X B X Du aa (D: Di i (7) 
astfel că - ERA toona fi ze J u taf 
-2 (8) 
ză i i, > Yi 
6) B' =0, dacă 
B=— x-E, (9) 
GE ; 


“Triedrul 5,, E, B este drept, cu condiția ca E | B. Modulul vitezei, 


frui 
D E G; i (10) 
sau 

da (1) 

și Ea 
2 Piero ai A 2) (12) 

Y) Dacă Ac = I, rezultă că E SB vic şi 

EP —0. (3) 


În acest caz, problema nu este posibilă, 


Problema 9.37. În reterenţialul S, un cîmp electromagnetic este descris 
de vectorii £ şi B B=k2), făcînd între ci un unghi 0. Se alege un referen- 


ţial S’ pentru care viteza 3 în raport cu S este perpendiculară pe E şi B, în 
aşa fel încît E’ şi B' să fie paraleli, 


A), SA se stabilească, eguațja Card dă pe Bo în tuncţie de kigi o. 
b) Sa se arate că ian admite RONA o soluţie şi să se oale ulok 


P: în funcţie de 0, dacă k= 1, Ce se întimplă cînd Vaz? i 
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Soluţie. a) Viteza 5 fiind perpendiculară pe E şi B, rezultă că E! şi B 
rămîn în planul (E, B). Se alege în acest plan axa Oz paralelă cu Ê; = Ë 
Vectorii ce intervin au componentele : 


R(E, 0); B=(B cos, B sin); AN ate, sin 6, vB cos 0); 


= (n cu 0 „Bin 2 ci . (1) 
j v 3 
Exprim înd paralelismul căutat prin 
EB, — E,B.=0 (2) 
şi tinind seama că 
kE 
B= — -> (3) 
c 
rezultă ecuația : 
| BE io (4) 
| k sino) ` - 
d 
i b) Din condiția pentru discriminant, 
1 +k — 2k sinð > (1 — k? > 0, (5) 


se observă că f este întotdeauna < 1, deci problema admite întotdeauna 


soluții. Dacă k=1, p=tg 2. sau B= ctg „după cui 6 este>sau < ca = 


Cînd da , B= k sau s=. după cum k< lisau k>. 
i p=k, B'=0 şi E' = yĒQ — K) (6) 
şi dacă x 
1 = a if, 1 
B=—, E=0 şi B=yB|l—-> (2 
> ş y =) 
ra să E a RADO OSNO "90 arar 
Cînd k=1 D E'=B'= ; (8) 


Problema 9.38. O undă electromagnetică plană, cu frecvența O, se pro- 


pagă îm vid, în sensul axei Oz. Unda este caracterizată prin vectorii E şi H, 


z Es ; ; 
în aşa fel încît E= E, şi HF E sau B= — şi transportă un flux de 
sn Q` 


energie Jọ. Această undă cade normal “pe o oglindă M perfect vetlectătoare, 
E care efectuează o mişcare de translație cu viteza O paralelă cu Or. : 
y a) Ținînd seama de faptul că în referențialul S* legat de oglindă, frec- 
vența œo a undei rămîne nemodificată prin reflexie, să se calculeze frecvența 
o a undei reflectate faţă de. referenţialul laboratorului S. cita 
b) În S’, reflexia se efectuează cu modificarea semnului lui E, Să se eva: 
lueze raportul dintre fluxul de energie reflectat Z şi fluxul de energie inei 
dent Ie i e 
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` a (03 . . . 
Soluţie. a) Notind cu Å| modulul =| vectorul de undă al undei incidente 


c 
în S rezultă, conform efectului Doppler : 


w = yo(l — B), 


(1) 


v 5 AEN i AE aae 
unde B=—. Se notează cu 4, și i, = —F, vectorii de undă ai undelor inci- 


c 
dentă şi reflectată în S', avind modulul comun &'/c. Pulsaţia oa undei re- 


fectate faţă de S este: 
o = yla + ök) = vo — b), 
sau 


ROER EE 


Ue 
E= Ey, 
By = By, 
E=x(E+ ù x B), 


b) Din relațiile 


Bi = (Ea E al 
c 
rezultă față de (S°): 
E,= E = y(E, — vB) = yEU — $), 
B;= B' = yB(1 — ß). 


Unda reflectată față de S' la S are loc în așa fel încît: 


RUE a sie lire Sp, 
iale 
Asemănător, 
=B SI 
1 16 


Fluxul de energie incident este dat de vectorul lui Poynting, 


5,=Ex ă, 
cu modulul E,H,, iar a celui reflectat, de 
(Ni nui x A“, 


cu modulul 


Rezultă că; 


IL UB. 
IL (LHe 


(2) 
(3) 
(4) 


(5) 
(6) 


Fluxul reflectat este mai mic ca cel incident, dacă B> 0, deoarece trebuie 
umplut cu energie electromagnetică spaţiul lăsat liber din fața oglinzii. 
Acesta este superior dacă B <0 și excesul de energie electromagnetică apare 


din energia localizată în fața oglinzii într-un volum care se diminuează. 


396 


Problema 9.39, O particulă avînd masa de repaus ni şi sarcina q se află 
la momentul [ = 0 în originea unui referențial fix (5). Particula este supusă 
ncțiunii unui cimp electric uniform B0, Eo, 0) şi a unui cimp magnetic uniform 
RO, 0, Ba). Se consideră referențialul (S°), care se deplasează cu axa O'z’ 
paralelă cu Ox, avind viteza V față de (S). 


a) Sind câ intensitatea cimpului electric E”, măsurat în (S'), este nulă, 
să se deducă: 


a) viteza D a lui (S°) în raport cu (S); $B) inducția cimpului magnetic, 
B', măsurată în (S°). 

b) Care este traiectoria şi legea de mișcare a particulei : ~) în referenția- 
lul (S^); 6) în referențialul (S)? 

c) Să se calculeze impulsul şi energia particulei în (S°), cînd este situată 
la punctul diametral opus cu 0. Să se deducă impulsul său $‘ energia sa în (S). 


Soluļie. a) Intensitatea cîmpului electric E” ṣi inducția magnetică B’ se 
scriu în referențialul (S°): 


E =0 [E =0; 
Vii $ B? as 0 ; 

E’ :$Eg=y(Eo—0B.) ; B 5 
Za) |z; (m 2): 


g) Condiţia É’ =0 în (S^) este obţinută pentru E, = 0, ceea ce se obţine 


Eo 
pentru v = =. 


0 
B) B’ o. 0, a], E = 0. 
b) «) În (S'), particula are viteza inițială —Ū și este supusă cîmpului 


J 

© magnetic de inducție B'. Ea va descrie un arc cu raza r= a - Legea de 
} 4Bo z 
€ mişcare a particulei se scrie: z’ =—r sinot'; y’ =r(1 — cos œt’), unde 
DP. Bi 
T Mye i 

B) z =y(x Hot) = wlot — sinw t); y =g =r — cos ot); t= 

7 Vi , v ; tyr 5 
=y|b+—a|=yl|t——v snot]. 
ca Că 


c) În O”, viteza particulei este — ø, ceea ce înseamnă că într-un punct 


A -a a Mo E 3 
diametral opus lui 0O’, viteza este +5, p = mi, unde m = ——— Şİ energia 


la 
că 
7 . . ` ` | ETT S a 
este e — me?, În referențialul (S), impu'sul şi energia se obțin dinp şi, 
scriind componentele cuadrivectorului impuls-energie : 


pz = [pe +5) = 2mopb; Py = Py =0i Pa = Ppa =0; e= y(t" + pr) = 
c 
= ym(c®? 4- v’): 
a 2m0 ir cal -H p2/c? | 
Deci p; = ma și e Cra E 
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Problema 9.40. Două particule identice au aceeași sarcină q: Una este 
fixă în punctul A al sistemului (R) al laboratorului, cealaltă B se deplasează 
cu viteza v = fc, în lungul axei Ox, în raport cu 0. Notînd AB = x, să se 
compare forţele care acţionează asupra lui B în (R). şi în referențialul (R') 
legat de B. 


Soluţie.. În (R), A acţionează asupra lui B cu forţa f, dată de: 


Î => W q? 


T üyfy A i,.; 


4 TE? 


componentele cuadriforței în (R) și (R^) sînt: 


o 


q fav (2 40 
® = y 3 D, = 0, ® = 0, Ë = dist N Ya arata pi ] 
gal Are? $ Hy c gnet e 0) 


şi respectiv >“ 


A a p2 = p2 
o; =r] YA : M = = jo ji ae 


4 Teo? dei ca 


2 KAY í : 
d =0, 00; Deo Ad, 2) 
ATEL C c Aret? 
unde s-a notat y = (1 — v?/c2).. Din (1) ṣi (2) se observă că f= f. Există, 
de asemenea, egalitatea cîmpurilor E — E’ datorită invarianţei sarcinii. 


Problema 9.41. Un referenţial S'(0'a'y'z') se află în mișcare de translație 
cu viteza o, paralelă cu Oz, în raport cu reterenţialul fix S (Oxyz). La mo- 


mentul £ = 0, O’ se află în O. Punînd ß Lii y = (1 = B2) 12, se cere: 
Gă iz 


a) să se serie expresiile componentelor cuadripotențialului cîmpului magnetic 

în (S'), în funcţie de componentele (Az, Ay, As, V/c) din (S); b) să se serie 

expresiile componentelor cuadrivectorului y în (S^), în funcţie de compo- 

nentele sale : | — “E „— 2 ,— Bi 7 PEro în (S); c) să se determine formulele 
| 92 ôy âz =e ot: 

de transformare ale cîmpurilor E şi B, utilizînd rezultatele precedente. 


c AE 
e e E SSC tu 
az! z| ge cot] ay dy! az ôr e at 
1 9 2 
3-A —— + a a 
ile at Paz 
c) Se ştie că în regim variabil se poate scrie: 
BE = — grad V — 2A a B = rot A, 
; TRA 
Cu aceste relații, componentele lui E şi B în S' se seriu: 
ee V CA air ias A oiia, 


dz al e a O a E E 2877 


898 


lormulele de transformare pentru aceste componente se obțin aplicind 


rezultatele obţinute la: punctul b). Astfel: 
| aV’ TaN 22: 
Y 


— O — 


pAs 
dă ec ot 


Înlocuind V’ şi A; în funcţie de, rezultatele obţinute la punctul a), se 


obţine : 


SVr Aa ôV T 3A HEHA 
pat A eaa A a = po deci E, e Én 
prt | A 7 a ar: NIE, 


În mod similar, se obţin: 


E; = y(Es — BeB); E, = y(É, + BB) $i B,= Bz; B, =y (B, +£ m) 


ioti Bie aia 


Problema 9.42. Generatorul cu disc. al lui Faraday este site în 
figura 9.42. Se consideră un disc subţire, conductor, care, se: roteşte uniform 
cu viteza unghiulară &, în prezenţa unui cîmp magnetic staționar uniform Be, 
paralel cu axa de rotaţie. Axa perfect conductoare, de rază a; şi marginea 
discului sînt legate prin contacte mobile la un aparat de măsură. Care este 
tensiunea circuitului deschis, indicată de aparatul de măsură ? 

Soluţie, Deoarece mişcarea este uniformă, ea nu adaugă curenţi şi ten- 
siunea electromotoare este egală cu tensiunea terminală. Atunci: 


e DEA cea A 
Vu =— f E,- dr 
AREE 


şi într-un circuit deschis, Ea ce 
J, =0 = o(E;+ roB). 


Deci : TE i ; 


b 


Et. [+ Ada i i 
cenductivitate O 


a Fa SRA 
DE : 
Înalt mod, se poate scrie că: pi iata: 
B 4 
2 Bae Caia q 
Vaa =$ 0 x Bal | pe | = 
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z 


izolatori curgere _ 


Electrozi 
coaxial: 


Fig. 9.43 


şi luînd un contur care trece prin disc şi ax, rezultă doar o contribuţie 
d xX B în disc. Atunci, 


b 
1 2 
Vir = — VA = | roBar roU &)o Be, (2) 
a 
care coincide cu (3). 

Problema 9.43. Să se calculeze caracteristicile la borne ale generatorului 
cu turbină din figura 9.43. m este rata de curgere și v, este viteza tangenţială 
a admisiei. Bo este staționar, uniform și aplicat de-a lungul axei z. Se folosesc 
electrozi cilindrici izolaţi. Se va presupune că v > u, unde v este componenta 0 


a vitezei şi u este componenta radială. De-a lungul axei z, nu există variaţii, 
iar cîmpul indus este neglijabil. 


Solutie. Proiecţia ecuaţiei de mișcare pe direcţia 0 este: 


(EUR 5$ ; lä i 
si = 4 S Gesp p iea an HN a) 
Ar ar DEA i 3 4 DE NIŢĂ E 
Știind că 
7. =0, = 
y 27rh 
şi 
m = 2ruprh, 
ecuaţia (1) devine: 
¿m (dv A zi IB, 
27rh | dr r 2xrh 


care, după integrare, conduce la: 
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unde E, este dat în funcţie de I din: 
I = J, 27rh = o(E, + vBa)2rrh. 


După integrare şi ţinînd seama că I = 0, rezultă: 


Va = b,b Bo ne 


a 
şi considerind că V, = 0, 
b? -1 
N Mini 
Lo = 2rhov,b Bo ] Da i; aa i ae ie å (2) 
2 Raai 
á = ln— 
d d 
27o B3b*h 


unde N, parametrul interacțiunii, este N = , m fiind un număr ne- 


m 
gativ, deoarece u < 0 şi r>0. 


10. OPTICĂ 


Breviar 


În acest capitol se prezintă partea din optică explicată cu ajutorul teoriei 
electromagnetismului. zi 

Oscilaţia luminoasă, caracterizată prin funcţia de undă E(7, t), ascultă 
de ecuaţia de propagare 


ZRA 
Nie p eee Dag 
v? ôt 


Făcîndu-se ipoteza că mărimea E(, t) este de natură electromagnetică, 
adică egală cu intensitatea cîmpului electric E(f, t), se pot explica fenomenele 
de interferență, difracție, reflexie, refracție, absorbţie şi dispersie. Viteza 
undelor electromagnetice este dată de relaţia: 


o = (eu) ih = (e) =. o 
n n 


(1) 


Regiunea din mediu, care este sediul undelor electromagnetice, se nu- 
meşte cîmp electromagnelic. Locul geometric al punctelor din mediu, care 
sint la un moment dat în fază, poartă numele de front al undei electromag- 
nelice, În cazul unei unde electromagnetice, atit intensitatea cîmpului elec- 
tric, cît şi intensitatea cîmpului magnelic ale undei sînt perpendiculare pe 
direcţia de propagare, i, a acesteia (i: =0; üA =0; E-A =0). 
Între intensităţile cîmpurilor electric şi magnetic există relaţiile : 


Î = za, x E (2a) şi Ē == ja, x Ñ (2b), 
u 
în cazul undelor progresive, respectiv, 


fi =- éa X E (38a) și E = |/= u x a eo) 


26 — Culegere de probleme de fizică — cd, 180 40t 


în cazul undelor regresive. Între modulul, Sp, al vectorului Iuj- Poynting, 
5, =Ex À şi pătratul intensității cimpului electric există relația ; 


e ` 
S, = J+ ES; (4) 


À | 1 PAR ei 
Deoarece intensitatea undei ceste zp Lh, sau ZII, Z= 7 Ze 7 


24 2 H €, 
tiind impedanța de undă a mediului, rezultă că între intensitatea undei și 
modulul vectorului lui Poynting există o relație de proporționalitate. 

Reprezentind componentele intensității cîmpului electric al unei unde 
electromagnetice prin relaţiile : 


Es = Er, CXp |: la | = = Se |n) JA Em exp li gi — an 2i 


v 
şi (4b) 


E = 0 (4c) şi definind arc lg y= Er, Sin Òr cos p -+ Ey, sin dv sin ġ = (5) 
— Ea, COS dz sin tv, Cos 8y cos Y 
unde 
tg2y = 9 Bz. cos ò 
Ea is To 


zată eliptic dreapta şi pentru Erp Ev, 6<0 şi = < y <0, lumina 
4 


este polarizată eliptic stînga. Dacă 5 = mr, unde m =0, +1, +2, ... şi 
Ez, = Ey, lumina este polarizată liniar şi în cazul în care Ez, = Ey, şi ò= 
SNEEN iA să 1510 SRS [i URNE SALĂ S EE Ea Pate 


= m A unde m? = pl ` ERS, Sa „i-lumina, este polarizată circular (pentru 
è = = + 2mz, unde m =0, +1, 2, ..., avem polarizare circulară dreapta 


şi pentru ò = ae 2mx, unde m =0, +1; +2, ..., avem polarizare 


circulară stinga). 

Cînd două sau mai multe fascicule se suprapun şi intensitatea din regiunea 
de suprapunere variază de la un punct la altul între maxime care depăşesc 
suma intensităţilor. fasciculelor şi minime care pot fi nule, se obține feno- 
menul de interferență a luminii; Suprapunindu-se N fascicule, fiecare fascicul 
fiind caracterizat prin £, = dEo expl—ilot — N2)] explier] (6), se obţine: 


I = |E} =NI + EO? cos ee cos get D030 sin ge sin e), (7) 
| wA i í D= K 
a 168 : s | 


În cazul în care fazele sînt întimplătoare, l = Nile şi, nu este prezent 
fenomenul de interferență, Dacă Z # Ni, este prezent fenomenul de in- 
terferență. Fenomenul de interferență se obţine în condiţiile de egalitate a 
frecvenţelor fasciculelor care se suprapun, de existență à coerenței acestora și 


-402 - ih iari win iar Aa ps 


cînd drumul optic al unui tren de unde nu diferă de drumul optic al celorlalte 


unde cu mai mult: decit lungimea unui tren de unde. În cazul interferenţei 
a două fascicule, intensitatea totală este: 


L= It Dak 2 VII, cos 5, (8) 
I, şi Ia fiind intensităţile celor două fascicule și 3 Ar, unde Ar este di- 
A 


ferența dintre drumurile optice pentru cele două unde de la sursa lor co- 
mună la punctul de suprapunere. În cazul fasciculelor multiple, intensitatea 
totală obţinută are o expresie care depinde de interferometrul utilizat 
(Fabry-Pârot sau Lummer- Gehreke).. Mai multe surse de radiații sînt coerente 
dacă oscilează în fază, emit unde cu aceeași lungime de undă şi sînt puncti- 
forme, între undele care interferă existînd anumite relaţii constante în timp. 

Difracţia luminii apare ca abateri ale propagării acesteia de la legile 
opticii geometrice care, dacă ar fi riguros satisfăcute, ar duce la delimitarea 
netă a domeniilor de „umbră“ de domeniile de „lumină“ dincolo de ecrane 
şi nu la obţinerea unei distribuții complexe a intensității luminii. Fenomenele 
de difracție sînt cu atît mai importante cu cit este mai apropiată lungimea 
de undă a radiaţiilor optice, de dimensiunile ecranelor și ale oriliciilor din ele. 
Teoria cîmpului electromagnetic conduce la funcţia de undă în punctul P: 


7 


> r 
EANET ; kan ay 
VER t) == TE — A ji -- — | cos (UES Î) îl | je d5. 
$ i kaf 


r lo (ars r Ô lly 
(9a) 


„> Dacă în (9) se introduce expresia potențialului V pe suprafață, la momentul 


I 


meire 


V 


> 


rezultă : 


Vp, a A | L exp io ( niste ] as]| E costă, 5) — 


4r rr, Vl. natia b 
— (5 + SA COE (Üm r] . TU Da (9b) 
v 


În cazul opticii, r > Aṣiri > à, unde à = m. Atunci, (9b) devine : 
w N 


V(P,l) = | A exp ; 
l 


fed ( itd ')| dst [cos(a,, 7) 2 costă, A) (0 
5] l > 


Ținindu-se seama de principiul lui Huygens că o suprafață de undă, 
avind centrul în sursa Sa, emile unde secundare la un moment pe care îl vom 
alege ca origine; fiecare din aceste suprafețe de unde secundare are o rază vl la 
momentul t şi anvelopa tuturor undelor secundare formează o nouă suprafață 
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care constiluie frontul de undă la momentul t, perlurbația trimisă în P de 
elementul de suprafață dS in jurul punctului |M fiind proporțională cu dS, 
amplitudinea undei în M, SiM =r,, este: 


exp [io i e 
Bi iirde aE 


ri 
şi potențialul în P, MP =r, vafi: 
V(P, = | SaD [io ( E =] ds. (10) 
IT; v 


Se observă că rezultatele teoriei cîmpului electromagnetic (9c) prevăd, 
față de rezultatele obținute pe baza principiului lui Huygens (10), existența 


$ Er a De gda pia 
factorului Pra loa 7) — cos(d,, Î.)], care ne arată că amplitudi- 
A 


nea undelor secundare care sosesc în punctul P de la sursă depinde de un- 
ghiurile făcute de r şi r, cu normala i, precum și de lungimea de undă. 

În cazul reflexiei la suprafața de separație a doi dielectrici transparenți 
se obțin teoremele reflexiei şi refracției: a, =&, =0 (undele incidentă, 
reflectată şi refractată sînt în același plan); e = ọ, (unghiul de incidență 
este egal cu cel de reflexie) şi sin ọ = 2 sin 9: (vı şi va fiind vitezele radia- 

Va 
ţiei optice în mediile 1, respectiv 2 şi e, unghiul de refracție). De asemenea, 
rezultă formulele lui Fresnel : 


Ta tg(e — po). E pa ca 2 cos -sin e i sin(e — 9) 
tgl + e) sin(e + e.) cos(p— p:) sin( + e.) 
şi | 3 
___2 cos ọ-sin 9; 


sino F Q) 


unde ry şi f} sînt coeficienții de reflexie, respectiv de transmisie pentru 
oscilația paralelă la planul de incidenţă, iar r| şi ¿į sînt aceeaşi coeficienţi 
pentru oscilaţia perpendiculară la planul de incidenţă. 

Absorbţia și reflexia pe mediile conductoare conduc la: 


I(2) = Io exp -> J ; (1) 


unde coeficientul de absorbţie este dat de expresia u = 29 a tiina coef- 
c 


cientul de extineţie, Pentru reflexia normală pe o suprafață metalică se 
obține coeficientul de reflexie : 


ZA dese (12) 
Rgl ajea í 
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esiti, (13) 
Vok — Y 


unde 


Np fiind numărul de purtători de sarcină, e, sarcina purtătorului de tip k, mp— 
masa purtătorului de tip k şi ve? numărul de undă propriu al purtătorului 
de tip k. În regiunile de absorbţie slabă, considerind n = n, — i% (n, fiind 
coeficientul de refracție şi Æ — coeficientul de extincţie), se obţine: 


Ea ci 
ni = nit pag (14) 
și 
Ip 
B ~e 
i Iara al 5) 


unde v? — Y? e 2yoz, vo fiind numărul de undă propriu al purtătorului de 
sarcină, v numărul de undă al radiaţiei electromagnetice, iar B este definit 
prin Ve—vz BN. 
În cazul mediilor anizotrope, se obţine ecuația lui Fresnel : 
ti ue e 
v — 2 o 2 — 2 


=0, (16) 


care permite calculul vitezei normale în direcţia ū,„(«, B, y) funcţie de a, B, Y 
Şi de vitezele principale vy, Vy, Vz, care sînt parametri ai mediului anizotrop. 
cuaţia lui Fresnel pentru indicii de refracție are forma : 


na? ng nys 


3 =y (17) 
n2— n m—m R-n 
Pentru v, > Vy > va, este necesar ca 
2 2 a 2 
wp2—v ò v3 — vè 
a =Z, p =0 și pis, 
v2 7370) va Vj — Va 


existînd două direcţii, (x, 0, —y) şi (—a, 0, y), pentru care cele două viteze v’ 
și v” se confundă. Aceste direcţii, care sînt situate simetric în raport cu axele 
principale, se numesc aze oplice ale mediului anizotrop. Pentru ss Æ Sy i ca 
există două axe optice și mediile respective se numesc medii biaze, iar pentru 
€z= €y f e, axele optice se confundă între ele şi cu axa după care se deter- 
mină €,, iar mediile respective se numesc medii uniaze, Pentru sa = sy =, 
mediul anizotrop respectiv se comportă ca un mediu izotrop (cu toate că avem 
cristale cubice), Structura undei eleclromagnetice într-un mediu anizotrop 
explică dubla refracție, interferența produsă de lame anizotrope în lumină 
polarizată, birefringenţele provocate eto, 
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PROBLEME ER 


J 


Problema 10.1. Se consideră un tub rectangular, conductor (fig, 10.1), 
prin care se propagă o undă electromagnetică sinusoidală al cărei vector in- 
tensitate cîmp electric £ este paralel cu axa Oz. Condițiile la limită impun ca 
intensitatea cîmpului electric normal pe conductor să lie nulă, a) Să se veri- 


i Aaa 4 TI i QY 3 

fice că distribuţia E, = E cos respectă aceste condiţii. Să se deducă 
a 

viteza de fază c° a undei şi să se compare cu viteza luminii c. b) Intensitatea 


` ; $ A Ti 4 
cîmpului electric se poale serie sub forma: E, = Ep cos, exp[i(kz — ob]. 
a 


ESN i Y i i Ei ae ? 
Care este relația dintre ko ṣì kK =— ? Să se exprime 4 în funcție de k și k,. 
c 


Viteza de grup a undei fiind u, = dw/dk;, să se arate că Cu = C? şi să se 
compare ug cu c. c) Să se scrie expresia cîmpului magnetic al undei Şi să se 
deducă vectorul lui Poynting. Să se arate că o parte din energie se propagă 
de-a lungul axei Oz cu viteza uç şi că cealaltă parte trece de la o faţă la alta. 


n 1 00 
Soluţie. a) Înlocuind în ecuaţia de propagare a undelor, AF =-— g $ 
Getae 
S OnE : i A ZnB 
expresia intensității cîmpului electric pripusă în enunț, rezultă : 5 5 = 
z 


2 2 2 2 2 2 Á 
a e) COP RI re z ; 
5 == ap >] E, = ——; E, ünde = = —— ——. Viteza de fază a undei 
a c : Ci: a 1 CIEST 


eS 
ratat 
O Pi Peg au SA i Thu DOE Gaza oa EEU 
b) Între kọ =— şi k= există relaţia k= k? = - 
c X c ; y OPA z ES a n pz ` 
, k ; A E ie E a O ER T 
c = —'c. Viteza de grupta undei! va fis u; = = nA e, de 
Kz : i f dk; dk. dkş k 
unde rezultă că u-c' = c? (viteza de fază c' este mai mare ca viteza luminii, 
în timp ce viteza de grup, adică viteza de propagare a energiei, Up, este mai 
mică decit viteza luminii). 
c) Inducţia cîmpului magnetic al undei se calculează pornind de la ecua- 
F peia i Ey i Î = FU i 
ţia Maxwell: rot Be =ioB, de unde By Ea Acu E, sin TY exp i lo (- 
„oa a 


Í 


2 


şi se poate serie : 


EYED NI ai 


— z)h care este în cuadratură (diferenţă de fază de 'x/2) cu E, Componenta 
C 


după y; Bys A E cos ZU exp [= io|b— z)h este în lază cu Ea 
; a í c 


, 


Vectorul lui Poynting va fi: (pitt paralel cu axa Ot. (Sp = 
f i Ho 
i | vE i 
=. Densitatea de energie electrostatică fiind du = ai è „putem serie ` 
C o y 
A l 


+ ui 9 x x 
(52) né ri: Deoarece Hoet = | gi =r Up TOWA Y (Say alu adică, 
C e i Tisy à 
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Fig. 10.1 Fig. 10.2 


energia se propagă de-a lungul axei Oz cu viteza u, (u, < ¢). Energia care 
Ez: Bz 


Ho 


Problema 10.2. Două unde plane electromagnetice se propagă prin vid, 
direcția de propagare fiind cuprinsă în planui z0z, în care face un unghi 6 
cu axa Oz. Cimpul electric în cele două unde este descris, de relaţiile: E, = 
= Es expli(hu-f — 0], unde ķi. = (kr, 0, k2) şi: Ee = Ea exp[i(ha+7 — ob), 
unde k, =(— Se 0, k-) şi E = (0, E», 0). a) Să se reprezinte pe acelaşi desen 
vectorii E,, E,, B,, B, la momentul t = 0, în originea sistemului de coordo- 
nate. b) Să se calculeze, la momentul /, cîmpurile electric şi magnetic rezul- 
tante. Să se arate că aceste cîmpuri calculate se propagă după axa Oz şi să 
se calculeze lungimea de undă în funcţie de 0. c) Să se arate că planele z = 
= H unde n este întreg, satisfac condiţiile Er = 0 şi By = 0, 

L 
unde Er şi By sînt componenta tangențială şi, respectiv, normală pe aceste 
plane ale lui E şi B. Condiţiile Er =0 şi By = 0 sînt condiţiile de continuitate 
ale cîmpurilor electromagnetice la trecerea din vid într-un mediu conductor. 
Să se arate că se pot metaliza aceste plane, fără a modifica repartizarea cìm- 
purilor calculate. 


se propagă de la o față la alta (de-a lungul axei 0y) este: Sy:= 


„_Soluţie. a) hu ha Bu şi B, aparţin planu lui 202: B, este Pe pe k 
şi Ē,, iar B, este perpendicular pe. ka şi E, (figura 10.2). Vectorii Kilka 0 Ka) 
i ha(—kz, 0, k2) sînt cuprinși în planul zOz şi sînt simetrici față de 0z. Vec- 
torii E, şi E, coincid cu axa 0y, deoarece „prin ipoteză, 5, (0, Eo, 0). La mo- 


ST A 
mentul t =0, în O (7 =0), rezultă: E, SE SIN: şi B, DeLa a 
Q 


foi LA Es, 0, ka, Eo), adic adică“ a apa planului 2 zoz şi este simetric cu uB, 
o. iezii 
faţă de axa z'Oz. 

b) Intensitatea. cîmpului, electric. rezultant, E = a E Ba va fi: B= 
= É, expli(hzez + kzz ob]. ae expl— i(ky T T ka: z — ab] = 2E, cos ka> 
-z expli(ke-z — ol)], La t=0, în O (F 20) se obţine:  B = 25, Inducţia 
cimpului magnetic total va fi: B'= B, +B, avind componentele : B; = 


e Bio Bug A E oa kary exp [ilkor =o] 
o) 


=0; B, = B + Bu = 2ikp'sin hre expli(k,z — wl)]. Deoarece £ și B 
(0) 
sînt proporționali cu exp[i(k,:z — w0)], unda (E, B) se propagă după axa 0z. 


Lungimea de undă a acestei unde va fi: A =<, iar lungimea de undă a 
Ca 
undei (E, B,) este: M d = rau . Împărţind ultimele două relații, 
e, Ja F Fe’ 
= À 
se obține: à = ———. Deoarece cos0 < 1, à > Ao. 
cos O 


c) Studiind cazul în care x = + (2n + 1), se obţine: cos kzt = 
Ca 


= cos (2n + 1) =0 şi. sin ke = + sin (2n + 1) =41. Atunci, £ = 


=2E Sa ae expli(ks z — 6] =0. În afie considerate, intensitatea 
cîmpului electric este nulă, iar inducția cimpului magnetic este: B = (0,0, 


E 

+ AR — expli(k.'z — wt)]. În concluzie, Ep = 0 şi Ey = 0, deoarece Ê = 0. 
Y 

În plus, By = 0, deoarece componentele lui B după Ox şi Oy sînt nule. În 


cazul studiat, B oscilează după axa 0z. Deoarece Ep = 0 şi By =0, se pot 

z (2n + 1), fără a modifica repartizarea cîmpu- 
2kz 

rilor calculate. Condiţiile Ep = 0 şi By =0 din vid rămîn valabile şi într-un 

metal conductor. Er, vid Er, conauetor =0; By, via — Bu, conductor =O; conform 

ecuațiilor de continuitate a cîmpurilor. 


metaliza: planele t= 4+ 


Problema 10.3. În problema 10.2, ne limităm la spațiul cuprins între 
T 


2Kz' 

conductoare. â) Să se scrie viteza de fază a undei ce se propagă între aceste 
plane, în funcţie de w, c şi a. Să se arate că acest dispozitiv se comportă ca un 
filtru ce lasă să treacă doar frecvențele œ mai mari decit o frecvență minimă ce. 
numită frecvență de tăiere. D) Să se arate că unda formată între aceste plane 
este echivalentă cu o undă progresivă plană, care suferă reflexii multiple pe 
aceste plane. c) Să se calculeze componentele instantanee ale vectorului Poyn- 
ting al acestei unde ghidate, precum şi valoarea sa medie în timp. d) Să se 
calculeze valoarea numerică a frecvenţei de tăiere pentru a = 7 mm şi să se 
verifice că frecvenţa de tăiere găsită permite lransportarea prin ghidul de undă, 
cu dimensiunile de 7 x 3,5 mm, a frecvențelor cuprinse în domeniul (26 -> 40) 
GHz, 

Solufie, a) Conform problemei 10,2, repartiţia cîmpurilor calculate nu 
este modificată în spațiul cuprins între planele conductoare (n = 0): 7 = 
=% T h t, unde a i: deci ke e5 iar expresia intensității 
# 


= ql şi presupunem că aceste plane (Pi şi P) sînt 


planele : x = 


cîmpului electrice devine: Ê= 28, cos ZS expli(k z — 00]. Viteza de fază 
a 
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a undei care se propagă între aceste plane > [A P 
1 
W 
este: v=—. Pentru a calcula pe k, în = 
k: 5 Li 5 
funcție de œ, c şi a, se ţine seama că 
intensitatea cîmpului electric, care osci- X b, 
lează după axa Oy, satisface ecuația de 7 J B 
propagare : Fig. 10.3 
Ey d Ey Ey >k Ey 
da? ay? 22 CRENGI 
unde 
£ TL i 
E, = 2E, cos —— expli(k,-z — 00]. 
a 
Deci: 
E T? &E E 
eee 200 "= 0; RE, 
da a ôy? TAs 
şi e 
DE 
zU pa GE. 
ab 


Ecuația de propagare conduce la: 


2 2 312 \1/2 
Tie de “unde n= [i a { 


9 


Viteza de fază va fi: 
W c 


EET TAG 
e ao? 
Numitorul fiind subunitar, v > c. Acest.dispozitiv lasă să treacă doar undele 


pentru care k? > 0 (pentru k, imaginar pur, se obţin undele evanescente), 
"adică: 


i == 


sg Te pt SĂ TE 
> 0, sau > — "o, =—. 
ao? a a 


Tece 


jea 


Acest dispozitiv funcționează ca un filtru, deoarece undele cu frecvențe mai 
mici decît w, nu se pot propaga prin el. 

b) Unda formată între planele conductoare este echivalentă cu o undă 
plană progresivă, care se propagă oblic și care suferă reflexii succesive pe 
plane, deoarece pe aceste plane: En =0 şi By =0. Rezultă că ne aflăm în 
TU 


cazul în care. z = 4 
Ofa 
AS 


staționare (fig. 10.3). i 
! - j} ERASER 
c). Vectorul Poynting al acestei unde este: § =— (E x B), Considerind 


(2n + 1) cun = 0, Se formează un sistem de unde 


Ma 
doar partea reală a componentelor vectorilor E şi B, Re(E.) = 0 ; Ratiu) = 
= 2E, cos gar cos( 2 — 60; Re(E,) =0, precum şi Re(B,) = — — E 
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* cos(kz+ 2): cos(k,- z — wl); Re(B,) =0 și Re(B,) =— 2, Ea sin(kz-z)- 


0) 
“sin(k.-z — wf), atunci: 


E? 
Sa = — Ake = sin(ke x) cos(ka+ x). sin(k, z — ot): cos( he z — ot) = — 
Y) 


AS Va - 4 E 
= sin 2kertesin 2(h,:2 — wl); Sy =0; 5, = 4k; cos? ha ++ 00s2(k,- 
ră) o 
"z — ot). 
Valoarea medie în timp a vectorului Poynting va fi: <87 =0; (S) = 


a 
0; <S) =2K, La cos? kg'a. 
W 


Oe 


d) Frecvența de tăiere este: o, papuc, să 1,33-10:1 s-1 sau f, = 
a 


= 21 GHz. Acest dispozitiv nu lasă să treacă decit undele care au frecvența 
mai mare decît 21 GHz. 


Problema 10.4. Se consideră unda plană uniformă, definită prin vectorii: 
E=[ă, + Ecvăy+ (2+-5i)d.]exp[ — 2,3i(— 0,62 + 0,8y) + iot]; B= (Bū. + 
+ Bovūy + Boziz)exp[— 2,3i(— 0,67 + 0,8y) + iot], unde Eou, Boz, Bon $i Bez 
sînt independente de z, y, z. Să se determine : a) componentele Eoy, Boz, Boy 
Bo, în cazul în care u = po şi e = co; b) frecvenţa şi lungimea, de undă; 
c) ecuaţia suprafeţei de fază constantă ; d) starea de polarizare a undei, 

Soluție. a) În_vid, o =0 şi y = =op + iouo:= — oue = — k? şi 
y =ik. Atunci, E =F, expli(ot — h&-7)]. Deci, %-F = 2,3(— 0,62 + 0,89), 
unde î — tū, + yiy + uză,. Rezultă că: & = 2,3(— 0,6ăz + 0,8ūy). Din con- 
diţia de transversalitate a undei electromagnetice, &:E, = 0 ; deci : — 2,3-0,£ + 


— 2,3-0,8 Eoy = şi Ey ES al 


r Mey ză 
Inducţia magnetică este legată de E prin relaţia : 


sob asi B2 Bas 7 Liisoceib Imi. Ahile aa PEE TO rodia 
BA E, unde 27 ap 9 pla, E 
© 58 e 
= JEF K ü, = 2,3ü,, ü, Tr eTA 0,68, + qar 


E e Pa = ` 
(i, este versorul direcției de propagare). Atunci, Bo= — ü, x E, = 10-5[(0,534+ 
b i : b Cc x 


+1,33i)ū, + (0,4 +- i)ūy + 0,116]. ; 
b) Lungimea de undă este: A -T = 2,73 m, iar, frecvenţa. v = = 
FI $ 3 č > 


ar 
= 11:10! Hz, 
e) Ecuația suprafeței de fază constantă este: d: = — 0,6% + 0,89 = 
= constant; deci este un plan paralel cu axa z. 
d) Separînd părțile reală și imaginară ale lui E, rezultă : Ea poat da E 
+ 0,75iâu + 2ü, și Be imaginar = Dim Se observă că Ev rear Și o imaginar NU 
sînt nici coliniari, nici ortogonali, deci starea de polarizare va fi eliptică. 


Problema% 10,5, Considerăm o undă reprezentată prin vectorul electric 
E = l, + Ely (2 A Bi)nueritalrotestot-0âiu]itot, Să se găsească planele de 
amplitudine constantă și planele de fază constantă. 
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Soluţie. Pentru ca unda să lie transver- 


sală trebuie ca: i, E =0, adică— 0,6 -F $ 

+ (0.8 — 0,6i)E = 0, de unde E, = 0,48 4- Ai z 

+ 0,36i. Transcriem exponentul sub forma : 5 Ka 

O — 0,6x+-(0,8—0,6i)y] = — 1,38%, 7 — / 

=À 2.3m? (fig. 10.5), unde A, =p şi Š E 

Ru = — (0,60, — 0,80,). Este evident că pla- lect poe 


RA A a i t 
nele de amplitudine constantă (y = con- constania 


x0 

S Vast (N 
stant) nu coincid cu planele de fază con- Z d 
stantă (0,62 — 0,8y = constant). De fapt, JÀ „e 

$ 7 OSAN 
plancele fac între ele un unghi 0 = arc cos CN 
ñ “o . 
= = = arc cos 0,8 = 36,8%. În cazul acestei Fig. 10.5 
NNa 


unde, modulul vectorului E nu este constant pe un front echifază. 


Problema 10.6. Să se indice starea de polarizare a undelor electromag- 
netice, reprezentate prin următoarele ecuații: (a) Es = 2 cos(wl — kz); 
(b) Ey =4 cos(ot— kz); (c) Es =2 cos(ot— kz) şi Ey =4 cos(wt — kz); 


(d) E. = 2 cos(ot — kz) şi Ey =2 cos (o — kz Se). (e) Ez =2 ċos(wt — 
— kz) şi E, =2 cos (o! —-kz sa (£) E; =2 cos(ot — kz) şi Ey = 
= 4 cos (e — kz — =; (g) E,.=2 cos(ot— kz) şi Ey=4 cos( a — kz E 


Răspuns. a) Liniar polarizată după direcția x; (b) liniar polarizată după 
direcția y; (c) liniar polarizată după direcția determinată de tg0 = 2 
(fig. 10.6); (d) circular polarizată în sens invers trigonometric ; (e) circular 
polarizată în sens trigonometric ; (f) eliptic polarizată în sens invers trigono- 
metric ; (g) eliptic polarizată în sens trigonometric. Ecuația elipsei este : 


BeN aA HAAS 
(2) But) = 
Problema 10.7. Orientarea vectorului de propagare Æ pentru o undă 
uniformă, avînd 12 MHz şi propagîndu-se în vid, este reprezentată în fi- 
gura 10.7 .Acest vector face un unghi de 30° cu planul xOy şi proiecția sa pe 
planul xOy face un unghi de 60° cu axa xv. Intensitatea cîimpului electric este 
conținută în planul xOy şi depinde de timp în x =0,y =0 şi z = 0, conform 


Fig. 10.6 
4 


relației: 10 expli(ot — 30%)] V/m, unde œ este frecvența. Să se calculeze : 
a) expresiile vectorilor E şi A ; b) lungimile de undă și vitezele de propagare 
de-a lungul axelor v, y şi z. 


Soluție. a) Mediul fiind vidul, viteza de fază de-a lungul direcției de pro- 


pagare este: v; = Si soi m/s şi k = = 0,08z m-i. Din figură se 
N Colo 2 i 

vede cà vectorul A va fì dat de: Å = 0,022(/3ü; + 33, + 2ü,). Soluția pen- 

tru È este de forma Ejeiot-!E5. Deoarece £ nu are componentă după z, se 

poate scrie că: E, = Ext + Ey. Dar, unda fiind transversală, 


RE, = RE + kEm =0. (1) 


Deoarece ke şi ky sìnt ambii reali, Ez Şi Ew trebuie să fie sau în fază sau în 
opoziţie de fază, pentru ca (1) să fie adevărată. Se aleg atunci soluţiile : E= 
= batt; En = Eme, astfel ca E, = (Gaeta + Emüy)e Şi kzz + kym = 
= 0,027(+/3 Ca E 3%) —0 saù da —— = Blugi Din dependenţa de timp a 


intensității cîmpului electric în z =0, y =0, z =0, adică F =0, rezultă: 
T 
|fzăiz i wüst = 106S sau |ü: + fois] = [E2 pl? = 10 şi z= 
— < Înlocuind sA EENS Cn ìn ecuația de mai sus, se obține că: E» =5 
Şi Ea = — 53. Astfel, E. = (— 53e e! ü, + des! üy). Expresia căutată 
pentru E este: E= 5(— /3u, + ū,)exp| — = — 0,02zi(/3z + 3y $ 2+ 
= = Sa 1 
ol]. Expresia corespunzătoare peniru H rezultă : H = Li X Seis = 
ou z 


— dz 2 ysr 2N i.)exp [= i =10,02mi (33y 2z ien} 
b) Lungimile de undă de-a lungul direcției de propagare şi de-a lungul 


pi pă fi e î 2 T i 2z 
axelor z, y şi z sint: A = = 25 Di Ap 57,7 m; ween 
3 z z 
2T = ei 1 1 1 1 
= 33,3 m; A, = —— = 50 m. Se observă că: ——+ pe 
ky 57,72 33,3% 502 238 


rac CA 
Vitezele de fază, după aceleaşi direcții, sînt: vy = i e Oigăautai m/s; 
xv 


1 
dea (0 ES S) a af Sti 6 óan iși eee Lai dle iza lea 
4-10% m/s: vz i IS şi (6.928). Ee e e 


Problema 10.8. O undă plană avind frecvența de 10 GHz se propagă 
în vid după Oz și are amplitudinea intensității cîmpului electric E, = 1 V/m, 
a) Să se calculeze viteza de fază, lungimea de undă şi constanta de propagare. 
b) Să se determine impedanţa caracteristică a mediului, c) Să se găsească anr 
plitudinea și direcţia intensității cîmpului magnetic. d) Să se recalculeze væ 
lorile mărimilor de la punctul a), dacă unda se propagă printr-un mediu fără 
pierderi, nelimitat, avind e, =4 şi rm d, 
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| 
îi PS, ? c 
-= = 2,09754 +10? m/s, astfel că A === 


V Eolo y 


=3:107? m şi k = crt 209,3 rad/m, 
À 


Soluție. a) În vid, v, = Cai 


%) 


b) Impedanţa caracteristică a vidului este: Z, J= 377 Q. 


Ey 
c) Hy = T = 2,65107 A/m, dacă unda se propagă în sensul lui +z sau 
0 
H = — 2E = — 2,65+10-2 A/m, dacă unda se propagă în sensul lui — z, 
Z 
d) Pentru un mediu dielectric cu e, = 4, vy = Fi = 1,49877-10% m/s, 
vs _ 1,49877 -10° 2r 


astfel că X =  1,5:102 m şi k = = 4186 rad/m. 


v 1010 


Problema 10.9. O cavitate vidată, avînd forma unui paralelipiped rec- 
tangular, este confecţionată dintr-un metal perfect conductor. Considerăm 
trei din muchiile paralelipipedului, coincidente cu axele Oz, Oy, Oz. Muchiile 
au lungimile: OA =a, OB =b; OD =d. a) Cîmpul electric în cavitate 
este descris de expresiile: E, = E, cos(huz + ọı)sin(kay + pa)sin(kaz + 93): 
-explioi] ; Ey =E; sin(k + ọı)cos(kay + pa)sin(ksz + Qs)expliot]; E. = 
= E; sin(kıx + gı)sin(kay F qa)eos(ksz + qa)explicol]. Să se scrie condiţiile 
la limită pentru cîmpul electric şi să se găsească expresiile lui kı, Ka SIEK: 
b) Să se găsească frecvențele de rezonanță ale cavității. c) Cavitatea este un 
cub cu latura L. Să se arate că frecvențele proprii ale cavității sînt cu atit mai 
apropiate, cu cît este L mai mare. Ce se întîmplă dacă L —> œ ? Să se deducă 
numărul de moduri ale frecvenței cuprinse în intervalul o, œ + do. 


Soluţie. a) Condiţiile la limită Ep =0 se scriu: E, =0 pentru y =0, 
z=0şiy=b,z=d; Ey = 0 pentru x =0,z=0șiz —a,z —d. Aceasta 


; g A A A nT 
e realizează dacă în relațiile din enunţ, oi = ea = pa = 0; ki = —, ka = 
a 


T T A A ESA 
= z s k3 = unde n, p, q sînt numere întregi. 
PI 


b) Înlocuind soluţiile din enunţ în ecuaţia de propagare a cîmpului elec- 
e 2 2 2 2 
tric AE = ecus 


ô z, se obține relația: Sk E R= ( = EA 
Ge 2 


2 2 
car) de unde frecvențele proprii ale cavităţii sînt: oa pe = 
7 i 


n? p? q 1/2 4 x 
= TC [za -L ia -+ e . Frecvenţele de rezonanţă formează un şir discret 
7 2 

de valori, deoarece n, p, q sînt numere întregi. 
i RA 3 a 
c) În cazul cubului, a=b =d =L ȘI On, p, a = stea (Rp pipote. 

A 

Valorile discrete ale frecvenței sînt cu atit mai apropiate, cu cît L este mai 
mare, Dacă L — œ, spectrul valorilor frecvenţei devine continuu, Unei valori 
a frecvenței w îi corespund punctele de coordonate (n, p. q) de pe sfera de 
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rază wL/ne, Punctele reprezentative corespuu- 
zăloare tuturor frecvențelor mai mici decil w se 
află în interiorul sferei de rază wL/me. Deoarece 
n, p Și q sînt numere pozitive, numărul de frec- 


2 ron aa Arf wL)’ 1 
vențe mai mici decit w este dat de : — — = 


3| re) 8 
2w V $ 5 
= zu În intervalul vw, % + do este cuprins 
3720 
un număr dN de frecvențe : 
2Vu? 
Fig. 10.10 dN = do), 
g EFT) 


Problema 10.10. O undă plană electromagnetică este polarizată eliptic, 
Semiaxele elipsei sînt a şi respectiv, b. Care este grosimea unei lame cristaline 
care trebuie așezată în calea undei şi cum trebuie orientată această lamă 
pentru a obţine o undă polarizată circular : a) cu acelaşi sens de rotaţie ; b) cu 
sens de rotaţie invers față de cel al elipsei ? Se vor considera axele de coor- 
donate rotite cu 7/4 faţă de axele elipsei. 


Soluţie. Faţă de un sistem de coordonate care coincid cu axele elipsei, 
oscilaţia eliptică este descrisă de ecuaţiile : E, = E, cos wt ṣi Ey = E, sin ol. 
Într-un sistem de axe. rotite cu m]4 față de axele elipsei (fig. 10.10), osci- 


; 1/2 
lația este descrisă de ecuaţiile: E, = > (E, cos œt + E, sin ol) = 
E2 E2 1/2 5] „a i i 
Te cos(ol—.0). şi Ep -fz (— E, „cos œt -H Esin wt) = 
E? È pa S 3 EiS a DĂ 
= = ‘cos[ot — (7 — ọ)], unde e este dat de relaţia ig'o e 
3 i A 


Oscilaţiile de-a lungul axelor œ şi B se „efectuează cu acecaşi amplitudine şi 
cu o diferență de fază O = — 20. Introducem o lamă cristalină în aşa fel 
încît axele ei principale să coincidă cu axele & şi B ṣi să introducă o diferență 
de fază de E, adică: (al — g= aL) — (ol — mt e hpD)= E, 
— ze |2 lm) — (1/2 1/4 
de unde [= 20 TEGID _. (olm) — OP) E UA), 
ya ae a Np— Na: 
respunde la acelaşi sens 'de rotaţie: pe cerc și pè- elipsă, iar semnul minus la 
sensuri opuse. : 


á 


Semnul plus co- 


Problema 10.11. În ce caz două unde cleclromagnetice, cu aceeaşi frec- 
vență, se adună întotdeauna (adică, pentru orice relaţie între laze) în aşa fel 
încît intensitatea undei rezultaule I să fie egală cu suma intensităților un- 
delor incidente ? 

Răspuns, $e consideră compunerea oscilaţiilor corespunzătoare celor 
două unde, într-un punct oarecare din spaţiu, Prima oscilație se consideră a 
fi descrisă de fi, Ei cos ob iar a doua de Es Eu costot + e), Osciluţia 
rezultantă este determinată de relatia: A = BE, + E,. Deci, A? m E cost ol + 
+ Bi costole o) A- 2Bua+ Bus cos otecos(ot-- o): 
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Pentru a obţine intensitatea I trebuie medială în limp ullima expresie, 
| 
adică Satie] f Pace A ADE E d pi bi `; | A 
adică I 5 “i | z Pi | 2( Bo Eero). (cos wl cos(wl = 9)5, Penlru a în- 


deplini condiția problemei Lrebuie ca ultimul termen să fie nul, indiferent de 
valoarea lui ọ. Acest lucru este îndeplinit întotdeauna, dacă E'n =0, 
adică dacă oscilațiile sint perpendiculare, 

Problema 10.12 Direcţiile de propagare a două unde plane, cu aceeași 
lungime de undă 2, formează un unghi mic ọ. Undele întilnesc un ecran al 
cărui plan este aproximativ perpendicular pe direcţiile lor de propagare, Să 
se arate că distanța At dintre două maxime de interferență vecine, de pe 

i i A 
ecran, este dată de relația At ==, 
€ 

Răspuns. Undele care interferă se pot scrie sub format: E, = E, cos(ol — 
— kā t ei) și E: = E, cos(ol — af + q.). Atunci, E = E; F E, = 2E: 

AR — Pa A TERET, pt ki Hk 
- cos [ze P+ ia cos(ot — k-7), unde A% = ha — ka şi. = ge , 
2 


= 


| ; SIA A Ak 
Maximele de intensitate se obţin în punctele în. care cos O = coafor 


-+ E 1. Deoarece ki = ka şi unghiul q dintre vectorii A, şi R, este 
E A è ER 27 PA 
mic, se poate scrie aproximativ că: |Ak| = kọ zi 9; de unde, Ar=—. 


Problema 10.19. Se consideră dispozitivul clasic al lui. Young şi se pre- 
supune că cele două fante, Si şi Ss, -aflate la distanţa a una de cealaltă, sint 
iluminate de o sursă monocromatică, S. Ecranul E pentru. observarea. feno- 
menului este așezat perpendicular pe dreapta SO (O este mijlocul segmen- 
tului S; $,), la distanţa D faţă de 0. Se notează SO = d şi între aceste distanțe 
există relaţiile: d > a, D > a. a) Să se explice de ce se observă franje de 
interferență pe ecranul E și să se arate care este forma acestor franje, poziţia 
franjei M, de ordinul zero şi să se calculeze intertranja. b) Ce se observă pe 
ecranul E, dacă se deplasează sursa S cu o distanţă y, paralel cu S, Sa ? c) Păs- 
rind poziţia S pe axa OM, se înclină ecranul E cu un unghi f în jurul axei 
ce trece prin Mo, perpendicular pe planul figurii. Ce se observă pe ecranul E ? 
d) «) În montajul iniţial, cu ecranul perpendicular pe axa SO, se înclină pla- 
nul celor două surse, «S,. şi Szicuun. unghi 6 faţă de poziţia sa iniţială, în jurul 
unei axe ce trece prin O, perpendicular pe planul figurii. Ce se observă pe 
ecran ? B) Se măsoară lăţimea L a n franje consecutive, cu ajutorul unui 
ocular micrometric. Să se calculeze lungimea de undă a radiaţiei monocro- 
matice utilizate, cunoscindu-se: a = (3,100 + 0,002) mm; D = (1,000 + 
+ 0,001) m; L= (5,20 + 0,01) mm; n= 25,0 = 30%. e) În montajul iniţial, 
cu S pe axa OM, se aşază în dreptul fantei Si, de partea ecranului, o lamă 
de sticlă cu feţe plan paralele, de grosime e = 40 um, orientată perpendicular 
pe axa SO. Sistemul de franje se deplasează cu 6,45 mm. œ) Să se explice acea- 
stă deplasare şi să se indice sensul ei. B) Să se deducă viteza V de propagare 
a radiaţiei luminoase prin sticlă, știind că în aer viteza luminii are valoarea 
c = 3:10? ms; a = 3,1 mm și D = 1 m. f) Intercalind între surse şi ecran 
o lentilă subţire convergentă L, cu centrul optic P, axa principală SO, dis- 
tanța focală f (D/2 < [< D) şi notînd OP = p, să se calculeze valoarea 
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intertranjei în funcţie de A a, A D şi p. Se vor studia cazurile particulare: 
p =0, p =f, p = D — f. g) Înlocuind sursa S cu un fascicul cilindric mono- 
cromatic (A), paralel cu axa OM, şi rotind cu un unghi mic a axa fasciculului, 
astfel ca să rămînă paralel cu planul figurii, să se explice ce se observă ? Se 
iluminează cele două fante cu două fascicule cilindrice, cu lungimea de undă À. 
Direcţiile celor două fascicule, paralele cu planul figurii şi înclinate puțin 
față de axă, fac între ele un unghi s. Se observă apariţia şi dispariţia alter- | 
nativă a sistemului de franje. Să se găsească valorile lui e pentru care franjele 
obţinute sînt nete și să ss calculeze valoarea minimă e, pentru care se obțin 
franje nete, Să se efectueze calculele pentru a = 3,1 mm. h) Îndreptăm o 
lunetă astronomică spre un grup de două stele. Faţa de intrare a obiectivului 
este plasată aproape de fantele S, și Se putindu-se varia ecartamentul a. 
Ocularul vizează planul focal al obiectivului. Distanţa cea mai mică pentru 
care se observă franje nete este a, = 52 mm. Să se calculeze distanţa unghiu- 
lară dintre cele două stele, dacă ele emit lumină monocromatică cu lungi- 
mea de undă de 0,6 um. 


Soluție. a) Fantele S, și S}, aflate la distanțe egale de S (fig. 10.13, a), 
sînt în fază și se comportă ca două surse luminoase coerente şi sincrone. Un- 
dele diiractate interteră în punctul M de pe ecran. Fiecare fantă dă o figură 
de difracție, dar fantele fiind foarte apropiate, cele două figuri se suprapun 
obţinîndu-se, în regiunea luminată, franje foarte clare şi foarte fine. Undele 


emise de S prezintă în M un defazaj: ọ = 2r 2 unde A = [SSM] — + 


—[SS,M] = MS, — MS,, deoarece SS, = SS. Franjele observate siat 
rectilinii și paralele cu fantele. Franja M,, de ordinul k = 0, este aceea pentru 
care A = 0. Aceasta apare ca o franjă strălucitoare rectilinie (hiperbolă de- 
generată). Atunci M, se află pe axa de simetrie SO. Se consideră un punct M 
şi notăm MM = z pe ecran, pentru a calcula interfranja. În M, diferenţa 


de drum este: A = |MS, — MS,| = SH = aa = Franjele lumìn‘ ase 


a 


i uite, Lipire 
sint definite de relaţia: A = kà, adică 2 = AD 


Š Atunci intertranja va fi 


a 
) AD 
egală cu (4=1|):i= : 
a i 
b) Dacă S ajunge în S’, diferența de drum în M devine: A = [Si SM] — 3 


— [S"S,M] = po Noua franjă centrală se obţine pentru A =0, 
d 


D A i Nissi x 1ER 
adică z = cn db Deoarece intertranja nu se moditică, tot sistemul de franje 
d 


se deplasează cu yD/d, deci proporţional cu deplasarea y a sursei. i 
c) Diferenţa de drum în M devine (dacă D > &): 


aX 
A = MS — MS, Tep) 


unde X =x cos B (fig, 10.13, b); Atunci, A 
ax 

A = cos B, 

DNSe 
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Fig. 10.13 


Franjele luminoase sînt definite prin condiția ca 


A = e 
adică 
a cos B 
și interfranja (k = 1) devine: 
pa AD 
“acosf ` 


Deoarece cos 8 s 1, observăm că distanța dintre franje creşte, 
d) a) Noua diferenţă de drum în M este (fig. 10.13, c) : 
Am Sul — Si 


27 ~ Culegere de probleme de fizică — cd, 190 


unde 


A =a sin(0-+a)— a sin & aa cos 0, 


deoarece a este mic. Diferența de drum devine: 


Aia cos 0. 
D 


Yranjele luminoase sînt definite de condiția ca 


A' =k), 
adică 


Interfranja este : 
AD 
a cos? 


Se observă că interfranja creşte, deoarece 


cos ð < 1. 


În concluzie, înclinarea ecranului cu unghiul O conduce la acelaşi rezultat 


ca şi înclinarea planului surselor cu unghiul 6. 
B) Deoarece L = ni, se deduce că: 


ra NAD 3. i 
- a cos ĝ 
adică i = 
: nD- 
şi în cazul numeric dat : 
A = 0,558%10-% m. 


Eroarea relativă a lui A este: 


AA Aa AL AD 
— | sr], 
Ea e) vele e 
deci (LA 
AA 3,6 
SS 
A 1000 
sau i 
AA] s 0,002 um 
şi 


A = (0,558 -Æ 0,002) um. 


e) a) Razele care ajung în M au o inclinare mică (fig. 10.13, 4), aa 
transversală de lumină prin lamă fiind practic egală cu e. Raza MS, ti 
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Paing 


versează lama în timpul t = e/V. În acest timp, raza care se propagă prin aer 
parcurge distanţa : 


0—=ne, 
V 


unde 


=c¢c|V 

este indicele de refracție. Drumul optic MS, crește datorită introducerii la- 
mei cu o cantitate 

ne — e(n — 1). 
Drumul optic total 

A = MS, —MS, 
scade cu aceeași cantitate, deoarece- drumul MS, rămîne constant. Noua 
diferență de drum din 

M (MM =) 

este : 


ax 
Aae enee 
D ( ) 


Tot sistemul de franje şi, în particular, și franja centrală (A'=—0) este de- 
plasat cu mărimea 


zii Ea ap) Aa ii ia aa 
Dar, ; a j ; Ë; > 
n =(c/V) >1, - 
„deci şi 
20, le să ia 


ceea ce înseamnă că deplasarea franjelor are loc în sus, adică spre partea 
unde este plasată lama de sticlă. A ee 


C 342,102 ana» serie 


far axr 
] a ai 
T eD 


f) Pentru a obține franje de interferență, trebuie ca imaginile S şi Se 
ale fantelor S, și S, în lentila L să se afle în fața lentilei, adică, 


V 


deoarece 


Atunci, din formula lentilei 


se obține că: 


Imaginile Si şi S; (virtuale) se află la distanța fp/(f— p) în fața lentilei 
(fig. 10.136). Distanţa dintre fantele imagine Si şi S, de pe ecranul E este; 


Dat Dope aa E atu 


== = jo 
Dacă notăm cu 
d 2 S5, 
mărirea va îi: 
ASEET, 
a f=p! 
iar intertranja 
S AD’ A 
îl aa E ie 7 (Dia Da LD (4) ata 


a af 
Această expresie este pozitivă, deoarece pentru f> (D/2), trinomul de or- 
dinul doi în p are discriminantul negativ. În cazurile particulare considerate: 
p =Q (lentila este suprapusă peste fante), 
z ND. 


U = 

a 
adică interfranja este aceeași ca şi în absența lentilei ; p= f (fantele se află 
în planul focal-obiect al lentilei L), 


itki soisenigsb Ks damkan 
i 12 să NCD d Sai dci àk 


E) 


(ecranul E se află în planul focal-imagine al lentilei L), 


To 


a 


g) În cazul în care fantele sînt iluminate cu un fascicul cìlìindrìc, paralel 
cu OMọ, diferența de drum din Meste : 
ax 
A = SM — SiM = —, 
D 
ünde 
t = MM, 
Dacă fasciculul face un unghi œ cu OMe,» raza care trece prin Sa parcurge 


o distanță suplimentară S,H & ax (lig. 10.13,/f). Noua diferență de drum 
din M este ; 


A' == a + a) 


420 


iar franja centrală împreună cu tot sistemul de franje se deplasează cu 


To = —— aD. 


Deci, la o rotație cu a a fasciculului în jurul axei, franjele se deplasează în 
jos cu aD, iar intertranja rămîne aceeaşi. Cele două sisteme de franje, obţi- 
nute cu fiecare din cele două fascicule, sînt identice, dar decalate cu eD. 
Apar două cazuri particulare interesante. 


&) D = ki, 
unde k este un număr întreg și 
KA 


e =a 


a 


cînd franjele luminoase se suprapun, obținîndu-se franje nete. 
ENA 

B) e = + + == 3 

2] a 


cînd franjele întunecoase ale unui sistem coincid cu cele luminoase ale 
celuilalt sistem. Valoarea cea mai mică a lui e pentru care se obţin franje 
luminoase se obţine din condiţia ca k= 1, adică: 


Es ea loa, 
, 104 rad. 


h) Dacă distanţa unghiulară a două stele este e, atunci se obţin franje 
nete în cazul în care 2 : 


A 
e =k—, 
| a 
de unde 
KA 
f goi 4 
OPE ERES = i $ 


Valoarea cea mai mică se obține pentru k = Í, 


ai 


À 
[3 
deci : ca 


CEI AFE 1.10-tiradi 
a 


Problema 10.14. Se consideră două fante identice, Fy şi Fa, de lăţime L 
și lungime infinită, pe un ecran E, care sînt iluminate cu un fascicul de lu- 
mină monocromatică ce cade normal pe ecran, Centrele celor două fante se 
află la distanţa a > L. a) Să se calculeze diferența de fază la infinit, după o 
direcție ce face un unghi a cu direcția incidentă a fasciculului, b) Să se arate 
cite franje de interferență se obţin într-o intertranjă unghiulară şi să se re- 
prezinte grafic I(a) pentru a = 7L/2; 
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Soluţie. a) Fiecare fantă difractă după direcţia de observaţie a o oscilație 
în fază cu oscilaţia elementară difractată de centrul fantei şi de amplitudine 


A La, 
Sin r— 


AL 


La 


T — 


A 


Cele două unde difractate de fantele F, şi F, dup 


ă direcţia æ prezintă o di- 
ferență de drum 


A = FH =a sina 
(fig. 10.14,a) şi deci o diferență de fază 
AZ 


i ATT x 
p S2 = = a sina. 
A 


AS 


Deoarece unghiul a este mic, 


ad 


po 2r —. 


b) Cele două oscilații interferă la infinit, sau în planul focal al unei lentile 
convergente. Amplitudinea rezultantă este 2A cos(o/2), deoarece oscilaţiile 


difractate de F; şi F, au aceeaşi amplitudine. Intensitatea rezultantă la in- 
finit, după direcţia a, este: 


sin“ r— 
I =4A2 cos? & —4 2 - cos? r < 
ci 3 ( “La 2 To 
: et 
À 
Se obțin franje de interferență modulate prin fenomenul de dìfracțiìe al 
unei singure fante. Interfranja unghiulară este : 
À 
Ay =—. 
a 


Fig, 10444. în (e 
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În cazul în care a=7L/2, 
intertranja unghiulară este 
egală cu 2A/7L, iar distanța 
dintre cele două minime adi- 
acente maximului central este 
2AVL. În franja de difracție 
centrală se observă: 


franje de interferență, deci 
şapte maxime (fig. 10.14,b). i 
Se observă că după direcția Fig. 10.15 


A 
acte 


tranjele întunecoase de interferenţă se suprapun peste minimele de difracție. 
Doar după aceste direcții apare o extincţie completă. 


Problema 10.15. Se consideră lentilele Meslin, obţinute prin tăierea unei 
lentile subțiri şi îndepărtarea celor două semilentile după axa perpendiculară 
pe ele (fig. 10.15). Notăm: 


S0, = Pa, SO —p2. 


Imaginile S, şi Se date de cele două semilentile se află la distanţele SS, = z, 
şi SS, = z, față de sursa S. a) Să se demonstreze că în planul E, aflat la dis- 
tanța SE = z de la sursă (z este cuprins între z, şi z), se observă franje semi- 
circulare cu centrul în E. b) Să se calculeze raza r a cercului întunecos k în 
funcție de z, z,, Za şi A [T este mic în comparaţie cu distanţele S,E (SE = 


> 


= 2 — 2) şi S-E (SE =z — 22)]. Se vor face calculele pentru 
A = 0,6 um, f =40 cm, pı = 50 cm, pa = 60 cm, z = 232 cm, k = 1. 


T c) Să se demonstreze că franjele au valoarea maximă cînd ecranul E se află 
> la distanţă egală de imaginile S, şi Sa. aaa 


Soluţie. a) Fiecare din cele două fascicule emise S, şi Ss au o formă de 
semicon, zona comună a celor două fascicule fiind un semicerc cu centrul în E. 

b) Considerăm un punct M din cîmpul de interferență. Deoarece cîmpul 
de interferență este foarte puţin întins, diferența drumurilor optice 'ale celor 
ouă raze luminoase care ajung în M este: kid: 


A, =/[ SLM] — [SL;M] = SM + SM — Ss. 
Dar, 
; SS = 3 — a 
şi 


Stapana are N 
SM = VE+ Ea eamh) za ARER? 


Dezvoltăm în serie radicalul după puterile lui 


(a — za, 


deoarece 


Peru 
şi atunci 
r? 
SM Z2 tyi 
22 — 2) 
Asemănător, se obţine că: 
r? 
SiM & z3 — z 4 ———— 
2(2, — 2) 


şi atunci diferența de drum va fi: 


Sar 21 — Za 
DECE), E 


Trecerea unuia din fascicule prin Se introduce o diferență de drum suplimen- 
tară de A/2, astfel că diferenţa de drum totală în M este : 


apesi se 


A 


Inelele întunecoase corespund la o diferență de drum 


A = K+ dii 
deci la 
A, =K 
Atunci, SEA 
aa ae ae 


OE 
şi raza inelului întunecos de ordinul k va fi: 


m= |a, 


Zi — Zə 


În cazul numeric considerat; S, fiind imaginea lui S în lentila L, scriem 
formula lentilei : l 


1 1 1 
Pi, -+ =. == 
Di Z — Pa f 
de unde 
z, SE eoor = 2,0 m 
Di a 
și S, fiind imaginea lui S în lentila La, 
Bile sute Dl a 
í Pa y Za pai Pa f 
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de unde 


Atunci 
t = 04.107 m, 


c) Franjele au lăţimea maximă, dacă (z — z,)(21 — z) este maxim, dar 
suma factorilor (8 — Za) şi (Zi — 2) este egală cu z, — Za, care este constantă, 
deci produsul este maxim cînd cei doi factori sînt egali; 


2— 2% = 2i — z, 


de unde 
Zu Za 
2 


ta 


Acelaşi rezultat se obţine dacă se calculează 


i ati 0, 
dz 

care are soluția 
__ Zu Za 
TO 


Observaţie. În rezolvarea problemei nu s-a ținut seama de aberaţiile introduse da cele 
două lentile, care micșorează gradul de coerență al surselor obținute: 


Problema 10. 16. Să se calculeze distanța dintre, al 20-lea Şi al. 21- lea 
inel luminos Newton, dacă distanţa dinlre al 2- lea și al 3-lea inel luminos 
este de 10-3 m. Inelele de interferență se observă prin reflexie. 


Soluţie. Conform, figurii 10.16, dacă raza de curbură a lentilei iii este R, 
rezultă relaţia : 


= (2R = gs = SRo 


i a 
Între unda incidentă şi cca leak de lama M? apare o diferență de 
drum optic : E > 


DS 


À 
JOm TE Neni COST 7 T 


T Undele incidente fiind normale pe “faţa, plană a lentilei L, 
cos r = |1 
Și 


dm razi One | E 


Ultima egalitate reprezintă copie « de obtinerea; 
maximului de ordinul m. Rezultă db: 


(i rats sativa 
Cpi Lana EA P 


AN E SAN 


Fig. 10.16 


zi (2m — IAR 
x 2i, : 


Razele inclelor al doilea și al treilea vor fi (n, a = 1): 
SAR 2 DAR Y/2 
Ta = | — Fi I = 
(aie cala 


r a = 102 mi, 
Distanţa dintre inelul al 20-lea şi al 21-lea va fi: 


1/2 Ja 
man) A = 0,311 -10-? m. 


şi distanţa dintre ele, 


2 


Problema 10.17. Să se calculeze raza primului inel Newton întunecat, 
dacă între lentilă şi placă se toarnă benzen (n, = 1,5). Raza de curbură a 
lentilei este R =1 m, iar observaţia se face cu lumină de sodiu reflectată, 
cu lungimea de undă 


Taa — Tao -( 


A = 5893 Å. 
Rezultat. 


X 1/2 
E = (a aA OOO E re 


r 


Problema 10.18. Franjele de interferență de egală grosime se observă 
cu ajutorul unei pene de aer, formată între două plăci de sticlă ce formează 
între ele un unghia = 1’. Franjele se obţin cu lumina verde a liniei mercurului, 
A =5461 Å şi lărgimea AA — 0,1 Å. Să se determine : a) distanţa Axr dintre 
două franje vecine ; b) numărul maxim N de franje care se observă pe pană, 
dacă dimensiunile ei sînt infinite ; c) distanţa z de la. ultima franjă vizibilă 
pînă la vîrful penei şi grosimea h a penei în acest loc ; d) gradul de paralelism 
al fasciculului, necesar pentru observarea tuturor franjelor. 

Soluţie. 

ij 


a) Ar a 
Dart 


b) Se admite, la început, că sînt două linii ale mercurului cu lungimile 
de undă 


Ai = À 
şi 
Aa = À + AN. 
Se consideră că pe segmentul de lungime v, măsurat de la virful penei, a 
formează N franje de interferenţă pentru lungimea de undă A, şi AAS 


franje de interferență pentru lungimea de undă M, adică 


1 
Ni -(N-3) M 
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Atunci, la capătul acestui segment, maximele pentru à, se suprapun peste 
minimele pentru A, și franjele de interferență dispar. Numărul N este dat de: 


N = 


dacă se neglijează (AA). 
Dacă se consideră că intervalul între A, și A, este continuu, atunci toată 
EA pia , A 
linia spectrală este formată din două linii cu lărgimea si între ele fiind 


AA = : Ea oiia ; 
ccartul —— . Numărul de franje N se obține înlocuind în relaţia de sus 
2 


LA 


À 
NAs A : 
2 
adică 
m pieri 
AA 


În cazul mercurului, 


EE 51000, 
22 
c) x = NAz = 51,3 m; h= = 14,9 cm. 
a 2AN 
d) som |E a = 0,25. S 


Problema 10.19. Lumina emisă de un laser cu mediu activ He—Ne cade 
sub un unghi de incidență i, = 30° pe prima lamă a unui interferometrū 
Jamin. Rotind a doua lamă a interferometrului față de prima cu un unghi a=—8, 
se constată o deplasare a figurii de interferenţă cu ky =—29 franje luminoase. 
Grosimea fiecărei lame a interferometrului este d = 8 mm. Se face aproxi- 
mafia că unghiul dintre cele două lame este egal cu, diferenţa unghiurilor de 
refracție r, şi ra. a) Să se calculeze lungimea de undă a laserului. b) Se intro- 
duce în calea fasciculului .1.0 cuvă. cu hidrogen, iar în calea fasciculului 2 
(fig. 10.19) o cuvă vidată, fiecare avînd lungimea L — 10 cm. Se observă o 
deplasare a figurii de ințerlerență cu k, = 22 franje luminoase. Să se deter- 


mine indicele de refracție al hidrogenului. - 


Soluţie. a) Între cele două raze care interieră apare diferenţa de drum : 


i f SGT a è a oani X 
A = 2nd(cos ra — cos m) = 4nd:sin Si ct AN sin sta i 
Unghiul 0 dintre lame fiind foarte, mic, | E o pa 
; E O E E NE 
ȘI REA, yÉ STAS B 3 Ha 
Ta T Ta S PIRE MEME aTi e Soe 
Atunci 
Ays FOr ($) i > 
A = 2nd+2 sn Ža ru 2nd0 sin m. 
Dar, h “detalia Uo cadea "Bi batea a meet Epod 
iesite munesining simi Saul tels tego 
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p: 2m]l P=2m+ di 


7 A 
Fig. 10.19 Fig. 10.20 
ŞI 
A = 2d0 sini,. 
Deoarece 


Q= 0 Fa, 
unde 6, este unghiul făcut inițial de cele două lame, rezultă că: 
A = 2d(0, + œ)sin i, 
şi diferența de drum suplimentară, ce apare la variația lui 0, cu «æ, va fi: 
A, = 2da sini, = kiñ, 


de unde 
ES 2da sin i, 
Ki 
Deci, 
«a =— 0,0023 rad 
şi 


3 (Bo (De e 
Observaţie. Lungimea de undă emisă de laserul cu mediu activ He— Ne este 
PA 30 32810 colea oa, N N 
b) Diferența de drum optic dintre cele două raze este: 
A = L(ng, — Nota) = Kad, 
de unde 
n td ka) 
Ha IE 
Problema 10.20. Într-un interferometru Fabry-Pârot pătrunde sub in- 
cidență normală o radiaţie monocromatică, cu lungimea de undă à = 6 328 À. 
Suprafeţele reflectătoare au un factor de reflexie R = 0,9 şi spaţiul dintre 
ele este plin cu aer, al cărui indice de refracție este n, = 1. Să se calculeze: 
a) puterea de rezoluţie a instrumentului pentru a putea rezolva două linii 


spectrale separate prin 0,005 A; b) distanţa dintre suprafețele reflectătoare 
pentru această putere de rezoluţie, 


Soluţie. a) Prin definiție, puterea de rezoluţie va fi : 


+ Noia = 1,000139. 


P mA m 112050 :10°. 
A 


b) Două franje se consideră rezolvate, dacă punctele de la jumătatea 
intensității celor două franje apar pentru aceeaşi fază. În figura 10.20 este 
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ilustrată această situaţie pentru două franje de intensitate egală 
tatea I depinde de faza p, conform relaţiei : 


- Intensi- 


I(9) = 


Din figura 10.20 se observă că: 


I(92mn) = Ie şi I 2m a BE 
2 
s 
Ultima relație se mai poate scrie sub forma : 


ij azl 
2R sin? mr + 2e - 
(AR) 
de unde: 
SE - sin? mm t 2e =1 
(=R} 
Dar, 
2 
sin? (r= Ar = pe A = ai 
4 4 
și | A 
S 2(1 — R) 
Agọ = aaa 


Faza introdusă de drumul parcurs; prin aer (spaţiul dintre suprafeţele 
reflectătoare este o lamă cu feţe plan paralele) va fi: 
i j if i ma 


Awin s i 
=— n,d cos 6, 
e A 


unde 0 =0, deoarece unda pătrunde sub incidență normală în interfero- 
metru şi N, ger = l. Deci: 


fi. | 
AA 
SAS 
„Egalind relațiile care ne dau pe Aș, rezultă: 3 


RIL N 


[Apl = 4rd 


de unde 
2(1 — R)P 


SEEE 


= 0,01344 m 
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Problema 10.21. Pe geamurile tramvaielor şi autobuzelor se formează 
iarna pelicule subțiri de gheaţă, care colorează imaginile obiectelor aflate în 


afara vehiculelor în verde. Să se calculeze grosimea minimă a acestor peli-, 


cule, cunoscîndu-se indicele de refracție al apei, n = 4/3 şi lungimea de undă 
a radiaţiei verzi, A = 0,55 m, 


Răspuns. 
a A 0 0 00805 Ara 
2n 


Problema 10.22. Lărgimea spectrală anei linii emise de o sursă termică 
(de exemplu, o lampă cu vapori de mercur) este Avn = 108 s-1, iar lărgimea 
spectrală a unei linii emise de un laser cu mediu activ gazos este Av, = 102 s-. 
Să se compare pentru aceste două surse : a) duratele de coerență ; b) lungimile 
de coerenţă în vid. 


Rezolvare. a) Duratele de coerență sînt egale cu timpii cît durează emisia, 
deci : 


Atr = À SORS 
Avr 
şi 
1 
Au =10 s 
Ay; 


b) Lungimile de coerență sînt distanțele parcurse de unde în duratele 

de coerenţă: 
La =cAtr=3 m 
şi 
Ly =cAt;, = 3-108 m. i D 

Problema 10.23. Amplitudinea Ņ(P)* a undei luminoase, într-un punct P 
şi dată de o distribuţie continuă de surse, este dată de integrala Helmholtz- 
Kirchhoff : s Sta 


eitr eikr 


W(P) IE Y. grad grad Y|- 7- dS, 
4m IS 


unde S$ este suprafața pe care sint distribuite sursele. Această integrală 
nu poate fi calculată decît în anumite cazuri particulare. Făcînd ipotezele : 
(1) aperturile care delimitează suprafața emițătoare sînt mari în comparaţie 
cu lungimea de undă, deci valorile lui V și 0y/2%R nu sînt perturbate de pre 
zenţa acestora ; (2) ecranele așezate în calea undei luminoase sînt perfect 
opace, deci în spatele lor 4 și 9W/9R sînt nule ; (3) distanţele ro, de la sursă 
la ecran (apertură) și r, de la acesta la punctul în care se calculează ampli- 
tudinea, sint mari în comparaţie cu lungimea de undă; (4) unda incidentă 
este sferică, de amplitudine BA 


eite 4 


Vino A 
„To 


mnn 


* Amplitudinea 4(P) poate ti, de exemplu, Intensitatea cimpului electrio. 
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4 


Fig. 10.23 


şi integrala Helmholtz-Kirchhoff devine aproximativ egală cu 


Ak eiE(rtro) 
i a 
47 
S 
unde ū, şi ū sînt versorii direcțiilor F şi Fo, iar Æ este versorul normalei pe 
suprafața S. Aceasta poartă numele de integrala de difracție Fresnel- Kirchhoff. 
Să se calculeze valoarea integralei din ultima relație şi să se reprezinte 
grafic raportul intensităților I(P) : Im. în funcție de distanță, în următoarele 
cazuri: a) difracția pe un disc circular de rază a, considerind Tọ =F 
(fig. 10.23,a); b) difracția pe o apertură circulară de rază a, considerind 
m=r şi R > a (fig. 10.23, b). 


Solutie. a) Se observă că ūù-:ñ = cos 0 = — ū,-ñ şi deoarece r = Fo, iar 
k = (27|), integrala de difracție devine : 


(ū, mT ü): ñ dS, 
TTo 


2 


2ikr 
w= [e cos 0 d'S. 


Exprimînd elementul de arie dS în coordonate polare plane, dS= p de dọ, 


2r 
A 2ikr 
V(P)= — A de | = cos 0p dp. 
0 iai 


observă că r? = R? + p?, adică p dọ =r dr şi cos 0 =(R/r). Deci 


5 2ikr 
Y(P) = — ina | Sian 


EN åri r 2ri 
YRFA VREG 


_ AR exp[(4rilN(R? + a®):] 
2 Rpa 


A ar T N e etr 
AN E R pei E i | a ar) = 


1 SRI | 
j- aa + 


Conform ipotezei (c), A € R, deci termenul al doilea dintre acolade este 
neglijabil, Astel, amplitudinea undei luminoase în punctul P va fi aproxi- 
mativ egală cu: 


AR expl (dri R + aè)” 
V(P; a ati Sa DICA tă da ul, , 
2 RO ae 4 
tar intensitatea 
An? 
I(P) = |P)? = ——————— 
( IV AR + a , 
Deoarece 
elro exp[ Ari (RE? + a?)'”] 
Vas — = A ma an RIA 
To (RE ka) 
şi | yi 
Line = | Pinel? TEV 
rezultă : 
R? 
I(P) = In = 
A(R? haè) 
În Agura 10.23,c este reprezentată curba I(P) = f(R). În apropierea lui > 
R > 0, conform ipotezei (c), soluția obţinută nu este adevărată. Se observă x 
că regiunea din spatele discului nu este întunecată. Acest rezultat este un 
succes al teoriei ondulatorii a luminii. zi 
b) Cazul aperturii circulare este complementar celui al discului. Amplitu- 
dinea (P) este dată. de expresia: i A 
dl AI [2ikr] zu pir ; iar TA 
Jbl SXP2I ka] e e ei ` 
(P) = — 2r —= DI dn = ikA RI — + termeni 
$ A : e a taie La Sl ri 
K i GEA i 


La p i 

RELS OG Ditaoliina. si eh. JER ab tig n wke Palee? > 
de ordinul de mărime al lui SR și puteri superioare. Dar, conform potezei 
3), R> a şi rămîne important doar primul termen. Deci: 


bi _A_|_expl2ik(R* -H a2)2] __ _expl2iăr] 
2R Rat R? i 
Deoarece R > a, neglijăm pe a la numitor şi dezvoltăm în serie radicalul 
după puterile lui (a/R), rezultînd : 
FA rca ii dai ni a aaa 
U E= n — Ne i — AX Di 
Y(P) zi [exp aiir (1 + JA + )] explain}. 


Neglijind termenii ce “conțin puteri superioare ale lui rai 


TASE RRA TOE N] KaR i A ae that] Rei 
Y(P)= ape Maii exp] "e -e ij -— SR exp 2AR] SEE Pury 


iR 


Intensitatea în punctul P va tii 


` 


; A An ata dale 
AZ U a SR 
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Fig. 10.23 


Contorm aceloraşi ipoteze, 


A? 
line = [Pinel TRA 

şi 
2 


TU E i oe 
2R 


2 
În figura 10.23, d este reprezentată curba I(P)/Line = cap . Curba nu 


este prelungită pînă în R =0, deoarece conform. ipotezei (3), în acest caz, 
rezultatul obţinut nu este corect. 


Problema 10.24. a) Un fascicul paralel de lumină monocromatică, cu 
lungimea de undă à, cade normal pe un ecran E,, pe care este făcută o fantă, 
de lărgime L, infinit de lungă. a) Să se studieze difracţia la infinit, pe un plan 
perpendicular pe fantă, în funcţie de unghiul a pe. care-l face direcţia de 
observaţie cu razele incidente. B) Să se stabilească expresia intensității I(a) 
a luminii ditractate în funcţie de unghiul de difracție a. b) œ) Pentru a deter- 
mina lărgimea L a fantei, iluminăm cu un fascicul de lumină paralel, emis- 
de mercur (A = 3460 Å) şi observăm figura de difracție pe un ccran E; pla- 
sat la D = 80 em de fantă. Se constată că primele minime, de o parte şi de 
alta a maximului central, se află la distanţa z = 5,2 mm. Să se deducă lăr- 
gimea L. p) Iuminăm aceeaşi fantă cu lumină avînd lungimea, de undă ne- 
cunoscută și observă ăm că distanța dintre minimele care încadrează maximul 
central cste a” — 6 mm. Să se calculeze lungimea de undă A a acestei radiaţii. 
c) Fanta este iluminată cù radiaţii avind lungimile de undă à, şi A, astfel 
încît primul minim de intensitate, e corespunzător lui A, coincide cu al doilea 
minim, al lui àp. Să se găsească relația dintre cele două lungimi de undă şi 


să se spună dacă mai există şi alte minime ale celor două spectre de difracție.. 
care să coincidă. Š 


Soluļie. a) «) După direcția de observație, care face un unghi mic æ cu 
direcția fasciculului incident, unda difractată de un element d! al fantei, 
aflat Ja distanța OP,= 1 de centrul O (ligura 10.24, a), prezintă o diferență 
de drum A = 0P' = lu faţă de unda dilractată în O. Deci, undele ditrac ate 
de P prezintă faţă de cele difractate de O un avans de fază e: 


A la, 
=2r— =2 AA 
Q T Cr 


EROA „pi? 
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Oscilaţia rezultantă după direcţia œ este proporțională cu: 


Lja on sin = 
S= | cos (ot + E) at= L — Z eos ot 
A TLa 
—L/: DEEE 


Oscilaţia rezultantă este în fază cu oscilaţia elementară difractată de 0, dar 
are amplitudinea : 


sin 7—— 
AS Tz 
T—— 
À 
B) Intensitatea I(«æ) este proporțională cu pătratul amplitudinii 
2 
sin 7 
Ia) = Iu Ee , 
ESN 


; A 2 
unde Iy = 12. Notăm cu up şi I(a) = (ee 3 „ Pe ecran se ob- 


servă franje de difracție paralele cu dimensiunea mai mare a fantei. Inten- 


A ai Se e l sin u 
sitatea luminii difractate este maximă pentru « = 0, deoarece 


— 1. 
u 


Minimele nule (franjele întunecoase) corespund direcțiilor a =+ PER întreg). 


Atunci, interfranja unghiulară este (AJL) şi maximul central este de două 
ori mai larg decît celelalte maxime, deoarece între cele două minime care 
înconjoară franja centrală este o distanță A/L) (figura 10. 4, b). 
b) æ) Pe ecranul E,, distanța dintre două minime este : 
2D 


L 
Şi atunci lărgimea L a fantei este: 


[= 2AD. _168-10-* m 
z 


Fig. 10.24 
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5) Deoarece L şi D rămîn aceiași, rezultă: 


À N 


7 t 


T T 


de unde 
Lă 
ð 
X =A — = 6300:10 m. 
25 
i S i i CI a ; Ă 
c) Minimele de intensitate de ordinul k se obţin după direcția « =k —. 


Deci : 
Àa 


À 
Aa = k, — 


de unde kA, = kss Dar, k, = 1 şi ka = 2, deci N = 2». Toate minimele 
a două spectre pentru care ordinul celui de-al doilea este egal cu dùblul ordi- 
nului primului (ka = 2k,) coincid, deoarece se verifică relația : 


EN = Rada. 


Problema 10.25. Se trasează pe o bară metalică N = 400 linii. de lä- 
time L, aflate la distanţa a = 5:10-*% mm una de alta (L > a), obţinindu-se 
o reţea de difracție prin reflexie. a) Iluminăm reţeaua cu un fascicul mono- 
cromatic, cu lungimea de undă 1 = 0,6 mm, format din raze paralele în fază 
(unde plane), cu planul de incidență normal pe planul reţelei. Unghiul de 
incidenţă este i = 30°. Să se serie diferența de drum optic ò, la infinit, între 
razele ditractate de mijloacele a două fante alăturate, după o direcţie care 
face un unghi a cu normala la planul reţelei. b) Să se găsească direcţiile pentru 
care se obțin maxime de intensitate luminoasă (franje) şi să se precizeze di- 
recţia franjei centrale. Notînd'a =i + e, unde e este foarte mic, să se deter- 
mine valorile lui e care corespund maximelor. c) Pe un ecran aflat în planul 
focal al unei lentile, cu distanţa focală f = 20 cm, observăm o fisură formată 
dintr-o suită de linii paralele. Să sc explice de ce apar aceste linii şi să se cal- 
culeze distanța x între centrele a două linii alăturate. d) Să se calculeze de- 
plasarea unghiulară relativă (Ae/=) a maximelor de lumină difractată, după 
direcţia i = 0, dacă bara verticală este supusă unei forțe de tracțiune datorită 
unei mase M = 10% kg. Se cunosc: modulul de 
elasticitate E = 2:10: N-m= ; secţiunea barci 
=R mm. 


Solufie. a) Diferența de drum căutată 
este: =A, H, +4, H, =4,A, sini FÅ, A. sin a, 
sau ô = a(sini + sin «), deoarece A,A, = 4 
(fig. 10.25). Se observă că a este pozitiv, 
deoarece razele incidentă şi difractată sînt de 
aceeași parte a normalei la rețea.. 

b) Apare o interferență constructivă, deci 
maximele de intensitate luminoasă după direcția 
a sînt definite de condiţia : è = kà, unde k este- 
un număr întreg, astfel că: a(sin i + sin a) = KA, 
sau sin g AN — sini, Franja luminoasă 

4 o } 


centrală (k = 0) se obţine după direcţia a, definită de condiţia sin a = 
= — sini sau o i, adică după o direcţie simetrică cu raza incidentă 
faţă de normală. Considerăm a =i-ț-e, unde e este foarte mic. Atunci 
sins & e şi cose = l, adică sina = sin(i -+ e) & sini +e cosi. Condiţia 
i è ; A e ; ; 
de maxim devine: 2 sini + e cosi =k—. Rezultă că maximele de inter- 
a 
3 RA A 
ferență apar pentru s = —— — 2 tgi. 
a cosi 
c) Distanţa unghiulară între două maxime consecutive, pentru k = 


A ; Sa ; 
este: — cosi. Atunci, în planul focal, distanța dintre centrele a două linii 


a 
succesive este: v= Aka == 200m. 
a cosi 
d) Bara supusă unci forțe de întindere, egală cu F = Mg, suferă o alun- 
i N AN M 
gire relativă: — = = = 1,67+1075. Rezultă că rețeaua suferă o alungire 
Es 
Se AQ Al a ; za A : 
relativă, — AEA = 1,67 -10-°. Apare o micșorare relativă a valorilor lui e, 
a 
-corespunzătoare maximului pentru i = 0: LA, Lg na a == 16%. 
e a 


Problema 10.26. Considerăm o reţea de difracție care are distanța dintre 
-două zgirieturi a = 3:10-% mm, lăţimea unei zgirieturi b = a/4 şi numărul 
1otal de zgirieturi N = 1 000. Pe această reţea cade sub incidență normală 
un fascicul paralel de lumină monocromatică, cu lungimea de undă A = 
= 5 000 Å. Să se calculeze : a) lărgimea unui maxim de difracție ; b) intensi- 
“tatea relativă a maximelor de difracție pentru primele cinci ordine de difracție. 

Soluţie. a) Lărgimea maximului de difracție este dată de relaţia : 


Ag = =1,66-10-4 rad 
Na 


b) Distribuţia intensității difractate în funcţie de unghiul de dilracție 
„esle dată de relaţia: 


in 
; Sın? Uu 
I = h, 


u ALE ẹ 
x ş 


"Maximele de difracție apar pentru unghiurile date de condiția: 


nÀ n:5:107 n 
BİN Pa errre | spa era a mee 


3:107? 6 ` 
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Valorile intensităţilor relative vor fi: 


E sin? u, n 
= = = 0,80, unde u ==; 
lo ui 4 


i SAn T 
1a o 0 unde u, == 
9 


2 
Io u3 

BE Seus 37 

— = = 0,089, unde us = — s 

Io u3 4 


I Sin? u 


= 0, unde tyi = mT; 
2 
o uj 


JË sin? u; ; 
= Sae = 0,32, unde u; = 
A Us 


cui 
4 


Problema 10.27. Rețelele de difracție complementare sau cvasicomple- 
mentare sînt acele reţele pentru care spaţiile opace ale unei reţele corespund 
cu spaţiile transparente ale celeilalte. Să se arate printr-un calcul direct că 
prin iluminarea unor astfel de reţele cu același fascicul luminos poziţiile şi 
intensităţile maximelor de difracție principale de acelaşi ordin coincid, cu 
excepția maximelor principale de ordinul zero. Dacă numărul de trăsături 
ale reţelei este foarte mare, atunci coincid și intensităţile luminii difractate 
pentru toate direcţiile, cu excepţia direcției luminii incidente. 


N Solutie. Se scrie intensitatea luminii difractate, | 
| 2 2 
sin (SES sin o) sin (72 sin o) 
Laia e 
sin | 22 sin 0 T sin 0 
À A 


unde 0 este unghiul dintre normala la rețea și direcția fasciculului de inten- 
sitate I, d perioada reţelei și b lăţimea reţelei, sub forma: 0 o G 44 


Ta E NENE Pate na asta 


a sin f 


unde 


E E 0, -8= ti e 6, 
A A 


iar constanta C nu depinde de parametrii rețelei. Pentru reţeaua compte- 


mentară, 
sin? a! (i TE) 
I(0)' = GR—————— |, 
(9) sin 0 | sin ß 
unde 


Ha i 0 
! æ d- b i empi | 
a'm mld b) sina 
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astfel încît 


7 nd 
aF a si sin 0 =, 


Pentru maximele principale, d sin 0 = 
=mĂ, «ta =mr. Atunci, sin? e = sin? g 
și deci I” = I. Pentru m =0, expresia 
nu este finită, deoarece la numitor sin 6— 
= 0. Se presupune că ð nu este un unghi 

Fig. 10.28 pentru un maxim principal. Pentru valori 

mari ale lui N — numărul maximelor prin- 

cipale— acestea sînt foarte dese. Practic, întreaga lumină se concentrează în 
maximele principale, aflate la intervale foarte înguste de unghi 49, care tinde 
la zero pentru N — œ. Importanță practică au doar unghiurile ce respectă 
condiția d sin 0 = m), ca şi unghiurile care diferă de acestea foarle puţin. 


Problema 10.29. Să se găsească ecuaţia lui Gabor (adică să se găsească 
transparența D), în cazul particular în care pe placa fotografică cad două 
unde monocromatice coerente : unda plană de referinţă, cu amplitudinea cim- 
pului electric E, şi unda sferică obiect, emisă de punctul S (fig. 10.28). Se 
presupune că amplitudinea undei obiect sferice E, nu depinde, în planul plăcii 
foto, de coordonatele x și y ale punctelor plăcii, deoarece E, > E. Expresia 

| undei plane de referință este dată de: 


Eo = Ar expli(cot + kx sin 0 — kz cos 0)]. 


Răspuns. 
D(z) = 2E3 — yE,E, exp [i z: = (a2 + w| Baa. 
i SARN = a i 


Aa 5 Ă e j FE y E 
hbr [- in(x Sar Gs ice], 
cre E allee goga d CE duel 
unde 4 = k sin 6, iar y este o constantă ce depinde de condiţiile de expunere 
şi de developare, numită coeficient. de contrast al plăcii fotografice. 


Problema 10.29. O undă plană monocromatică de referință este inci- 
dentă normal pe o placă fotografică groasă PF. După traversarea plăcii 
„ fotografice, unda se reflectă pe oglinda plană O, înclinată cu un unghi mic a 
față de planul plăcii fotografice. Unda reflectată, numită undă-obiect, înter- 
„ feră cu unda incidentă (fig. 10.29, a). Să se scrie ecuaţia suprafețelor de înne- 
grire maximă din emulsie. Care este distanţa dintre suprafețele vecine cu 
înnegrire maximă ? Indicele de refracție al emulsiei este egal cu unitatea. 


Soluţie. Ecuațiile undelor de referinţă și obiect sînt: 
PER, exp [i (ot — 12] şi E, = En exp [i (ot — Ra sinB + kz cos B a ẹ)l: 


unde P = 24, p — modificarea, fazei undei reflectate, ce depinde de distanța 
dintre oglindă și placa fotografică și de condiţiile de reflexie pe oglindă. 
Intensitatea undei este: Su, 


i ad (E, -+ 71079) (Ei + 7049) == E 4 Eb -} 2 Bo Eno Cos (kz + 
-+ kz cos B — ky sin B — ș). 
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Fig. 10.29 


Maximele de înnegrire corespund condiţiei ca: 


kz + kz cos B — kz sin 8 — ọ = 2mz (m — număr întreg), 


de unde: 
ERE Au) a ati due CR aaa O in, ia 
sin f k sin B k sin ß sin 2a k sin 8 


Astfel, liniile de egală înnegrire (intersecțiile planelor de egală înne- 
grire cu planul suportului) sînt paralele cu bisectoarea unghiului dintre vec- 


torii & și k’, adică sînt paralele cu oglinda O (fig. 10.29, b). Distanţa dintre 
plane este: 


Dh = Dz cos a A e NE 
2 cos œ 2 sin 0 
2 
p Problema 10.30. a) Să se calculeze unghiul de incidență al luminii pe 
~ O lamă de sticlă, cu indicele de refracție n = 1,5, dacă lumina reflectată este 
„ polarizată. Lumina incidentă este naturală. b) Să se calculeze gradul de pola- 
zare al luminii refractate pentru această incidență, definit ca = ` 


P Za doar E Tror, 
Ta 3P nor 


Soluție. a) Conform legii lui Brewster, lumina reflectată este polarizată 
dacă tgi =n, adică ip =arc tg 1,5 = 56015, 
b) Gradul de polarizare al luminii refractate este : 
Ps t= (Inor/ Toar), 


1# or par) ; 
Dar, og 


Inor a Enor ie. fi sin r sin i sin (i + D)? cost =r) 
T Boa Egar ] \2 sin r cos ìi sìn (kr) 
z (32), cos? (i— r). 
Ebar ino 
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Lumina incidentă fiind naturală, (Enor) ino = (Ebar )ine Si lior Lpi = 
= cos? (îp — r). Din teorema refracției, sinis =nsinr şi din proprie- 


A T ge 
latea ip +r = T rezultă că: 


e iat 2n 
cos (ip — r) = 2 sin i; ERTE 
Atunci : 
E: 2 22 
Joe 1 An + n = 0,08. 


1 + 4n2l/(i -+ n?) 


Problema 10.31. Să se calculeze coeficientul de reflexie al unei unde 
electromagnetice, incidentă normal pe suprafața unei plăci de grafit. În calculul 
indicelui de refracție al grafitului se va considera un model clasic simplu al 
interacțiunii dintre unda electromagnetică şi mediu, în care electronul se 
allă sub acţiunea unei forțe de amortizare —mlz, care exprimă transferul 
de energie de la electronul aflat în oscilație și mediu și sub acţiunea unei 
forţe electrice excitate de unda electromagnetică. Pentru grafit se cunose: 
densitatea d = 2:10 kg-m-3; masa molară M = 12 kg-kmol-:; valența 
n =4 şi rezistivitatea electrică p = 1,6- 10°-Qm. Lungimea de undă inci- 
denlă este A = 5500 À. 

Suluţie. Factorul de reflexi: pentru incidenţă normală este : 


l—n l—(nkina) 
ln; 1+(n Fin). 


iar coeficientul de reflexie.: 


PERU NR) +n? 5 


IRI e ESA f 
Al a; n) Ae Tiz BC ina Dă, dea 


„În modelul clasic ales, ecuația 


Se ştie că n? = €, = srties en = l T 
HE 

de mişcare a electronului se scrie: 

mă 2 —mPă + Ba, (1) 
Elot) = Er cos(ol— 9), 
Soluţia ecuaţiei (1) este de Torma : i 
z(1) = A cos (ol —ip) F B sin (ot — ẹ), 
unde 

ela aie y 4) BL ekalla) A 
-p c ? f 
sama? m DS) 


PCa: a o E, 
Polarizația este ; 


P:i) = Neal, 
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adică 


P(t) = NeA cos (ol — ọ) -F NeB sin (col rit 9) 2 


NeA leB t 
= A p oh lt B (ot 5). 
Ep Eo 
Dar 
exp EG — z) = exp i$ |exol-ioo = i exp [—iol]. 
Deci 
T ; ; Ne E 
Esot z5) =i ELloD ŞI R) = 3 Eol) (A + iB). 
2 3 
Atunci: 
P„(0) l Ne i NEF /o) 
Er = r Aan E. Ge A ETA IE 
soEz (ol) meo(w2 -+ T>?) melo + BA 
de unde 
Ne 02 zice o2(T/o) 
Sp == III = = CTE 3 
z melo? + r3) o +T? s o? T? 
unde 
2 
NAN 
MEg 
Pentru a-l calcula pe T, scriem legea lui Ohm yi 
J = Ner — oE. 
Din ecuația (1) se observă că z este maxim pentru t = 0: 
o eEz 
Tmax = o 
(7) o 
Soluţia pentru T se poate scrie sub forma: 
z = — exp D), 
Tm 
E NUD su = a 
Pentru t > P71, x =— şi relaţia (2) devine: 
Tm i 
02 9 
Nek, = al 
Pm ; 
de unde: i a atot smiga 
mandio a NEA Şi 
on m 


2) 
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În cazul grafitului: 


E) 7 2 7 3 7 2 
è Ne ENA RR al, ___Nadne aoia 
0p = ST r = 10 a 
MEo Vu Me MA eg Mmes 


na Nep _ Nudne'g 


= 1,6-10- 5-1, 
m Mm 


Pentru unda incidentă, 


o = = 3,42.1015 s-a, 


Atunci : 
2 
ER = 1 = 0,951; 
W +T? 
olo) 5 i 
Š 2 re = 2,36; n? = 2,55-exp [iọ], 
unde 9 = 68°. 


n =/⁄2,55 epli a = 1,33 + 0,90 i. 


Deci ne = 1,33 şi nr — 0,90. Coeficientul de reflexie va fi: IR}? = 0.15. 


Problema 10.32. Să se calculeze distanţa cu care este deplasată direcția 
de propagare a luminii emergente faţă de direcţia undei incidente, la traver- 
sarea unei lame de sticlă (n, = 1,5) cu feţe plan paralele şi cu grosimea 
d = 10-1 m. Unda este incidentă pe lamă sub un unghi i = 70°. 


Soluţie. Direcţia de propagare este deplasată paralel cu ea însăşi datorită 


refracției la cele două suprafeţe de separație sticlă-aer (fig. 10.32). Din tri- 
unghiul ABC: a Îi sa 


iar din triunghiul ADB : 


a d sin (i — T nia „Sin F 
ea ABni a e sin! E sin i — cosi ); 
cos T cos E 


Conform teoremei refracției : sini =n, sinr; deci 


E E T i 

sin“ i 1 -— 

cos = |1 — 7 =— Vn} — sinti. 
ny Ne 

Atunci: 


3 cos Ù 
e =d sini Îi = | 
Vn — sinti 
În cazul numeric considerat : e = 6,2+10-: m, 


Problema 10,33. Să se calculeze factorul de reflexie total, R=(5 1E) 
pentru o undă electromagnetică plană cu frecvența œw, care ajunge pe o supra- 
față de sticlă, cu indicele de refracție n, şi acoperită cu un strat subțire 
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| | 1 |: aer (n,) 


x=0 EEE EA 
| | i (App) 


| p (Tp) 


Fig. 10.32 Fig. 10.33 


„Sfert de undă“ dintr-o substanță tansparentă cu indicele de refracție Mn, 
şi grosimea e = àı/4 (fig. 10.33). 


Solulie. Se scriu ecuațiile de continuitate ale cîmpului : 
— pentru v =Q (suprafaţa aer-strat): 


E.(0) + E3(0) = E.(0) + E,(0) ; 
B.(0) — B:(0) = Bs(0) — Ba(0); (1) 
— pentru v = e (suprafața strat-sticlă) : 
Ee) + EO = Ees: 
B.(e) — Bu(e) = B,(). (2) 


Notînd prin ko, kı şi k modulele vectorilor de undă în aer, strat şi respectiv, 
sticlă, avem: : 

Bi SD; ko 1 B: bi ki Nr. B; 

E; E; Y ; 


5 


Înlocuind în ecuațiile (1), E. + E; = E, + Ea, E, — E; = na (E — E) 
şi în (2), E.-exp [ike] + Et exp [ike] = Ez- explike], rezultă : 


nn(Es- explike] — E; exp [=ikse]) = n,Estexp [ike]. (3) 
Deoarece i 
> = 
e = 1/4, k: a ` 
atunci : 


Ecuațiile (3) devin; 


fz LS | d N. 
E: — E, = Esrexp i şi nal(E t B) = RSP ` 
ra i 
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Sun, Ep, 2i” Eliminînd pe E: 
feflectotă Tronsmise Nea — E) = NE + E). (4) 
Cu ajutorul relaţiilor (3), (4) devine: 
Nr 
— (E. — E) = nae + Es), 


ri 


incidentă de unde 
E; E nN, — nj 
E, N; SL na 
y şi factorul de reflexie va fi: 
; n, — na 
Fig. 10.34 Re faea 
Nr Fenk “3 


Dacă n, = n, R =0 şi stratul „sfert de undă“ devine un strat anti- 
reflectător. ziy odenos sta eta is 


Problema 10.34. O undă plană uniformă este incidentă normal din vid 
(a = ko Sı = €) într-un mediu dielectric avind eg =4. Să se calculeze 


a cita parte din puterea incidentă este reflectată şi a cîta parte este transmisă 
(fig. 10.34). 


Solutie. 


SER a 
ne aa Ta ba 


Coeficientul de reflexie este 


1 
E] 
a 
şi coeficientul de transmisie = Se = y 
fii 
5 2) 
Io A E ta 
(bars Post ala 


unde 
E d l E şi E à E 
$ 3 i : S E 


Vectorul Poynting în cele trei unde are valorile : 


T T e a 
2 2mo 


| E 
= (E, > A SER e 
5, 2 Rl < R?) i 


E” 1 2E 4E; 
i FIY =— E A E ta me Va 
dz t 2 Ru TX Hi) i d | Dra 2 
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è 
IRI ; 


10. 20 30 %0 50 60170 50 39 


î 


0 1020 30 40 50 60 70 80.30 0, 
a b 
Fig. 10.35 


de unde 


Problema 10.35. Să se calculeze coeficienţii de reflexie Ry şi Ry, dacă 
unda plană uniformă trece din vid (e, = €o, ua = U a == No) într-un mediu 
cu e; —4eo, uo = o, iar unghiul de incidență 6; = 30. Să se: reprezinte 


grafic |Ru |? şi |R]? în funcţie de unghiul 6, € (i 7 : 


ue. = Je EA, ji = 
Eo: ; - 


l cos 0 6) 
— — o COS 
2 d À a 3 cos 0, — 2 cos 0, 


Ru CĂ E S rara) ENSS 
cos 0, + 2 cos. 0, 


Solutie. 


Ta cos 0, +F no cos 02 


În figurile 10.35, şi 10.35,b se dau: |Ryl?=/(0,) şi IRuE = (0). 
Problema 10.36. La lungimea de undă A. 20,5 5 um, în vid, pentru ger 
maniu, n= 3,47 — 1,40 i. a). Să se calculeze factorul de reflexie la incidență 
normală pe suprafaţa germaniului, b) Să se calculeze defazajul e, între dus 
prin reflexia la incidență normală. c) Să se calculeze parcursul unci unde 
plane prin germaniu, dacă intensitatea luminoasă scade de 1000 ori. 


Soluție, a) Coeficientul de reflexie pentru incidență normală este: 
nl nomik A 


Pa = p eX le] seo = 


nl n ih 


şi factorul de reflexie : 
(= 1) ki 
(n, +1- e 


Ra = ra Ty 


În cazul germaniului, R, = 0,37. 
b) Avansul de fază ọn al undei reflectate este: 
2k 


tg Pa e DEE IER ERIE = 0,216 şi On = 167,80°. 
C 


c) Scăderea intensității luminoase în funcție de parcursul z este expo- 
2rk 


„ În cazul nostru, TE 10-2 = 
0 9 


| de unde 222 0,2 um. 


nențială: I = Iyexp[—2fBa], unde 8 = 
Axka 


Problema 10.37. Se consideră un mediu, care conţine în unitatea de 
volum n electroni (cu sarcina — e și masa m) şi n ioni (cu sarcina +e şi masa M). 
Presupunem că ionii sînt grei și au viteză mică, mișcarea lor fiind determinată 
doar de cîmpul electric. Deplasarea ionilor şi electronilor produce o polarizare 
a mediului, care are ca efect o scădere a constantei dielectrice sub valoarea 
sa din vid. a) Să se determine mişcarea unui ion, aflat într-un cîmp electric 
sinusoidal E, cu frecvenţa w. Să se calculeze momentul de dipol creat de această 
mişcare şi să se deducă polarizaţia mediului datorită ionilor. Să se determine 
contribuţia electronilor la polarizaţie şi să se calculeze polarizaţia totală şi 
expresia constantei dielectrice. b) Să se arate, cu ajutorul ecuaţiilor lui Maxwell, 


că se poate scrie : rot B = su, „unde e = e + a este constanta dielec- 


trică a mediului. î) e 


Szluļie. a) Ecuația de mişcare a ionului în cîmpul electric sinusoidal 


este: Mz = eE, de unde t = — ` Momentul de dipol creat va fi: 


Mo? 
2 
tE 
M = er = 
o? 
pătratul sarcinii, deci sarcinile electrice de semn opus au momente de dìpol 


.. Observăm, că în expresia momentului de dipol apare 


n A 
de același sens. Polarizaţia datorită ionilor va fi: 2, = ns re raci iar 


ne? a i 
cea datorită electronilor: P. = ma Tas :Polarizația totală este: 


mo 

ne (1 ] | =) 
ai se spital AL dAn e h arin Ah LESIR 
Fum Pate W’ (mä a) ma? MI 


pe ne lolectrică a 
Dar M>m şi Pix E. Dacă sa este constanta dielec 
mo? 
; : pP ne? : 
vidului, £ = s + ra aaar E e ee. 
E mu? 
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b) Scriem ecuaţiile lui Maxwell : 


= 0E 
rot Ë = (37 = a), Tot E = — B 
ôt at 
Dar, 
3 2 AP 
J = —neb = —neă = — ne óE 
mo’ ôl 
şi atunci 
LB ðË : ne? ðE 
rot B = uo — | €&€ — = Eo — . 
EEF]. e mw? a al 


Cîmpul magnetic este creat de curentul de deplasare. 


Problema 10.38. Un metal conţine N electroni liberi în unitatea de 
volum, a) Să se scrie ecuaţia de mișcare a unui electron (sarcina 2 şi masa m) 
în prezenţa unui cîmp electric E, dacă asupra electronului acționează o forță 
de „frecare“, egală cu —mi/r, unde o este viteza sa. Constanta dielectrică 
a mediului este egală cu cea a vidului. b) Presupunînd cîmpul electric sinu- 
soidal, E = Ē, exp [—iot], să se calculeze conductivitatea c a metalului 
pentru frecvența œw. Ce devine această expresie la frecvenţă înaltă, cînd 
wr > 1? Viteza are aceeaşi dependență de timp ca și cîmpul electric. c) Cu 
ajutorul ecuațiilor lui Maxwell, să se determine relaţia care există la frecvență 
înaltă între vectorul de undă ķ al undei care se propagă prin metal și frec- 
venta w. ; 


e 


d E 
Solutie: a) Ecuația de mișcare a electronului este : mr = eË eam — 


b) În regim sinusoidal, “7 = — iod. Ecuația de mişcare devine: 
£ ž = d Bp astra er mi $ ; e E 
—iomð = eE — m —, de unde 5 = E —- ————. Dar, conform legii lui 
T m 1— iot ; 3 
= = ; Se Ner SARRE 
Ohm, J = Ned = oE şi rezultă că: o = —————. La frecvenţă înaltă, 
m — ic?) 
Ne? 


7 >l şi neglijăm unitatea de la numitor: o = i——.. 

$ F A EE EESO S E e 
c) În cazul unei unde plane: E =E, exp[—iot t ikr]; B = 

= B, exp [—iot + ik-f], ecuaţiile lui Maxwell se scriu: ìk x B= tJ — 


— i couo0E; ioB = ik x E. Eliminind pe B între cele două ecuaţii: B = 


AX şi ix knb uooE — i “E, adică ike E = Guecot — io: E. 
o O ca 

iz a P NA f D 22 . Ne e KPE) a 

Simplificînd prin £ şi înlocuind pe o: iki? =i——io? sau Re =u— 


Mo 
Ne? 


— 03, unde 02 = Dacă 4 > Wp k este real şi unda este transmisă, 
MEg 


iar dacă w <'op, k este imaginar și unda este reflectată total, 


Problema 10,39. lolosind modelul clasic simplificat al atomului, să se 
explice de ce cerul văzut de pe pămînt este albastru, Se va ține seamă că 
pentru lumina vizibilă, frecvența emisă œ este mult mai mică decit frecvența Qo 
de oscilație proprie a electronului (teoria clasică a dispersiei). 
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Solutie. Electronul din atom se află sub acţiunea forței elastice a nucleului 
most şi sub acţiunea forţei electrice el, exercitată de cimpul electric E, 
al luminii ce vine de la soare, E, = Ep cos ol. Ecuația de mișcare a electro- 


nului va îi: mă = —mote + eE,. Dar, z = To cos w t şi 2 = —w’x. Ecuația 
: i eE„(! 
de mişcare devine: —mu?z = —moâz -+ eE,, de unde: x(t) = CEAO 


M(03 — w’) 
Oscilaţiile armonice x(t), în propagare, formează radiaţia de dipol. 
Puterea totală emisă este: 


2 exa 
pa e aLe 
3 ATEC? 
unde 
wle? ie? E? 
Ca) waty — — 2 CEZ), = 0 Ceos oly — 
me(2 — (92)? f m (a v?) i > ; 
isi we Eg e d et Edo. 
2m (o — o?) 127ceom*c3( 92 — o?) 
1 À 
Ţinind seamă că œ. > œ, rezultă că: Pawa —. Dar, ——" — — 1,44 şi 
S À Àalbastru 
(e aa) = 1441 =—4,3. Observăm că puterea luminii albastre împrăștiate 
Aalbastru 


cste de 4,3 ori mai mare decît a celei roşii. De aceea, cerul este albastru. 


Problema 10.40. Să se studieze propagarea unei unde electromagnetice 
prin ionosfera pămîntului. Pentru ionosferă, se va folosi un model în care în 
fiecare punct se găsesc N particule cu sarcina e şi masa m. Numărul electro- 
nilor este egal cu acela al ionilor pozitivi, dar masa ionilor pozitivi fiind mult 
mai mare decît a electronilor, viteza ionilor este foarte mică faţă de cea a 
electronilor, fiind neglijabilă. Se va considera propagarea paralelă cu direcţia z, 
care este chiar direcția locală a cîmpului magnetic pămîntesc, B, (E = 
= 5-103.7). reet eE ARa N 

Soluţie. Se notează cu 0 = tū, + Vă, + zū, viteza instantanee a particu- 
lelor şi cu d = zii, +yū, + ză, acceleraţia instantanee într-un punct de 
coordonate (z, y, 2). Ecuația fundamentală a dinamicii pentru mişcarea 


. = E . e (A ` 
electronilor se scrie: mō =e(E + 5 x B) sau v = —E, + — (yB; — 3B»); 
i m m 


= 1a Eyt A, (zB, — £B) ;z= 2- (&By — YBa). Unda electromagnetică 
esle Aveti, deci BA= 0, Penita o undă plană în propagare prin vid, 
i A = = şi atunci, |Ē] -Bk = dpi iar |ò x B| -> la x EL 
Aceasta hasini că în prima e atid Tapori dintre termenul al doilea şi 


primul este egal cu —, care este foarte mic ; de aceea, toţi termenii din ecuațiile 


e ; 
a doua, a treia și a patra, care conțin pe Be şi By, pot ti neglijaţi şi se poate 
serie cat g a Ep ga pa ue sita, 48 30. Se obser ta 
m m m mi 
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mişcarea particulelor este continată în planul Oy. Neglijăm ciocnirile dintre 

particule şi presupunem că vectorii de cimp conțin timpul doar în factorii 

exp [ial]. Atunci ultimele ecuaţii se scriu sub forma : iog =L E+ UB: 
3 

m m 
ze E 6 A ii 
iwy =— By — —rB,. Soluţiile acestora sint: 
m m 


iw [2] E, + B, Ry 
e 


4 e 
a A al i, 
m 
B3— o° |— BoE 


Aceste soluţii arată comportarea anizotropă, deoarece z depinde de E, și y 


tc : Fă 5 eB, 
de E.. Numitorii ultimelor relații se anulează pentru o= o, = —, unde 


3 


O g este girofrecvența. 
„În cazul electronilor, ,, Ac ie Ul C/kg| aflaţi în ionosteră (B, = 
H pata 


= 5-10 T), girotrecvenţa are valoarea œ, = $,8:10% rad/s. La această 
frecvență, electronii absorb întreaga energie a undei electromagnetice, care 
nu se mai propagă. Cazurile interesante sînt cele, pentru care w 7 o. 
Înlocuind densitatea de curent J = Nes = Ne(aiăiz + yă,) în ecuaţiile lui 


Maxwell, se obţine că: VXE =mioB;, V XE = iole;,] LE], unde 


[E] = E, | si [cu] = | ie” i e 0 5 di sadot 


 utilizindu:se' notaţiilez.. 


Or 
(0) 


aT ga mi ap ia 3) 31 vă [22] Egt z: A uien 
Ti £ sf! teii k i0. =) peel z= A ok si i 


Îi Aa CTE OP pe p 
j È : | i ag. DI 02,4 8 i 
Baz minin nibri sh aaa iii TOisireTi o- geam ab nitibae) Mii 
N i è f 
Ten —— este. frecvența plasmei... pes < E E ci ab 
com pă i z : 


Comportarea, ;anizotropă „a mediului se „datorește prezenței cîmpului 


magnetic, Bo. Într-adevăr, dacă Be —0, op —0i şi e” —0, iar leul = = 


fr ENEN RU p? RE NG a O EE E 
=e |1 RA Componentele” ecuaţiilor lui Maxwell sìnt: A = io i 
9 [E b Az 


: 


= — ou, Ea E E) E Siol E, + i” R). 
ENIA 4 


0z EET A 
„n BR TE d sl zimi e ri oază Rut Giy ) eul „1 02Ba ` 
Eliminînd pe H, și Hy, se obțin ecuaţiile : 2 = =w ulis Es—s' Ey) şi T 
z 


ss opile Egieta miui astio lnsisani a 80.0) setati 
Arii i Erlatii spuse) salata sita [alți paz Pha ai intei 
Căutind soluții de, forma; , Be = A Xp KEDR Es maB 


p s 3 
{y j; fară În fps sa API HtA (è asi 


-exp [io (i 7] unae a şi B'stnt constantei complexe, se obţin relaţiile z 


rută L-A ad 


29 — Culegere de probleme de fizică — od, 138 449 


| Lă [i t1 . : 
(= ha ut!) B sea ue A; ( ara) m?) A = ime B, Împărţind ultimele 
v V 


două relaţii rezultă condiţia: A’ -D? sau B =iA şi B = —i A. Conside- 
1 c 
răm cele două cazuri : a) B = iA} v= Dem = ; 
N mle te”) j E d 
wla — og) 
E, == A cos o — a Ey —A sin o a) 
Vi Vi 
1 
b) B= —iAj; V= a SR m I A a e a 


= A cos a(r 2): E, = A sin (a) 
v 


Va 


Interpretarea fizică a rezultatului obținut poate fi făcută ţinind seamă 
de faptul că o undă liniar polarizată este descompusă într-un mediu anizo- 
trop în două unde polarizate circular în sensuri opuse. Una din aceste unde 
se propagă cu viteza v,, iar cealaltă cu viteza va. Astfel, o undă liniar polari- 
zată care pătrunde în  ionosferă poate fi reflectată pe pămînt cu o com- 
ponentă polarizată circular. Se vede că pentru e foarte mare, vi & v, şi cele 
două unde se propagă prin mediul ionizat în aceleași condiţii. Pentru 
© X pg, bn X 0 și are loc absorbţia uneia din componentele polarizate circular, 
cealaltă componentă rămînînd neatectată. Pentru œw mic, v, şi ve sînt complexe, 
iar unda este atenuată la trecerea prin mediul ionizat. 


Problema 10.41. Pe o lamă de cuarţ, tăiată paralel cu axa optică, este 
incidentă normal lumină albă, polarizată circular. În spatele lamei se aşază 
un polaroid a cărui direcţie principală formează un unghi de 45° cu axa lamei. 
Lumina emergentă cade pe reţeaua. unui spectrograf. Să se calculeze nu- 
mărul k al franjelor întunecate ce se obțin în spectru, dacă grosimea lamei 
„de cuarţ este d =2 mm, n, = 1,55, n, = 1,54. Pentru lumina incidentă în 
intervalul de la 7, =4000 Å la à, =5000 Å, ne — n, = const. 

Soluție. Condiţia de formare a franjelor întunecoase de ordin minim va fi: 


d(n. — n.) = m +a à sau d(ne — n) = MÀ, +Ž ħa» în funcție de di- 


recția de rotație și de orientarea nicolului, unde à, este lungimea de undă 
minimă din lumina incidentă pentru care m este un număr întreg. 
„O condiţie analoagă pentru lungimea de undă A, va fi: d(ne — no) = 


3 e 
(m -+ k) + = „sau d(n, — no) = (m + ku +, Eliminînd pe m 
arn Ae — À 
Ne două conditios k e a 2 Ra) Oe TA > 10. 


Aida 


Problema 10.42, Un fascicul polarizat liniar traversează o lamă- de 
cristal, la care una din direcțiile principale formează un unghi i cu planul 
principal al polarizorului, Diferenţa de fază introdusă de lamă este d. Să x 
găsească : a) raportul semiaxelor elipsei de oscilație a luminii pmargonis 
polarizate eliptic; b) unghiul dintre direcțiile principale ale lamei şi semiaxele 
elipsei, 
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Soluţie. Unda polarizată eliptic poate fi exprimată prin  oscilaţiile : 
z = acos wl şi y = b cos (wl + ò). Pentru a determina semiaxele elipsei de 
oscilație, se scriu componentele vectorului luminos x’ și y’ de-a lungul axelor 
de coordonate rotite cu unghiul O faţă de sistemul de axe iniţial şi care coincid 
cu direcţiile principale din lamă : 2” = a cos 0 cos ot -+ b sin 0 cos (ot + 8) = 
= A cos (ol +- a), y' = —a sin 0 cos wt + b cos (wl + 8) cos 0= B cos (ot + 
+ 8), unde A şi B se determină din următoarele ecuaţii: A cosa = 
= a cos0 + bsin0cos8; Asina = bsin0sind şi Bcosf = —asin0+ 
+ beoscosă; Bsinf = b cos 0 sin. Atunci, A? = a? cos* 0 + b? sin? 0 + 
+ ab sin 20 cos ò; B? =a? sin? 0-H b° cos? 0—ab sin 20 cos 5. Scăzind cele două 
ecuații rezultă : A? — B? = (aè — 0?) cos 20 +- 2ab sin 0 cos 8 ṣi adunindu-le : 


A? + B’ = @ + b =R, 
unde R este amplitudinea undei ce trece prin polarizor. Pentru ca amplitudinile 


A şi B să corespundă oscilaţiilor de-a lungul axelor elipsei trebuie ca unghiul ĝ 
să fie ales în aşa fel încît diferenţa A? — B? să fie maximă sau minimă, adică 


-y(i — B?) = 0, sau —2(42 — b’)sin 20 +- 4ab cos 20 cos è = 0, de unde 


tg20 = oos à: Deci: AB sin (x — B)=—ab sin ò şi AB cos (a — 
q2 — 


AB cos (a — ß) SA a q2—b? 
ab cos 20 cos ò 2ab cos 
=0, de unde: cos (æ — f6) =0, sau (a — ß) =+5 


a2— b 
— B) =ab cos 20 cos 5— e e sau tg20 


AB cos (a — ß) 
sinn 
ab cos 20 cos ò 


Atunci, rezultă că: AB = + ab sin 8. Notind cu tg i = 1i se poate 


ASE E pr 2tgi 2ab S ERE E 2ab 
| scrie că: sin2i = ———— = -— cosi == şi tg2i =——. 
l+tgi +b? a2-+ b2 ec 
E. E A B ae 2AB 
Deci tg 20 = tg 2i cos 3. Notind cu tg I=—, rezultă că: ‘Sin 21 = -S _ = 
E: A A? + B? 


2ab sin ò 
a + be 


Problema 10.43. Să se determine unghiul maxim ò dintre direcțiile de 
opagare şi cea a normalei la planul undei în spatul de Islanda, pentru 
e n, = 1,658, n, = 1,486. = 
= Soluţie. Vectorii E şi D ai undei extraordinare se află în secțiunea princi- 
pală a cristalului. În aceeaşi secţiune, se află vectorii N şi $, deoarece unghiu- 
rile dintre cele două perechi de vectori sînt egale. Se notează cu « şi 8 unghiu- 
rile formate de vectorii E și D cu axa optică a cristalului. Atunci, Dy = 
= D cos $ = epa eE cosa; Dy =D sin B= cE =s, Esing, de unde 


5 ; 
tg p = tga = 2e tg æ. Spatul de Islanda este un cristal negativ (ne > Ne) 
1 nê 


= sin 2i sin 9. 


; ! 3— n?) tge 
deci 6 >, At E fi: t = — (ns nota 8 Pentru a 
p>a unci, va | gò =ta(B—a) mana tei 6 en 


alla valoarea maximă a lui tg 3, se calculează : Hei 0, care are soluția : 


= 
tg B wehe Astfel, tg Ade atan me 0,10974. è 
Ne NoNe i 


Problema 10.44. Într-o experiență de efect Kerr, în nitrobenzev, efec- 
tuată cu lumină galbenă de sodiu (A = 5895 A), s-a folosit un cimp electric 
de intensitate I = 4:10" V/m, La temperatura l = 20°C, constanta Kerr 
pentru nitrobenzen este B = 2.10 V.m, iar lungimea plăcilor condensa- 
torului era L = 7,5 mm. Cimpul electric era aplicat perpendicular pe direcția 
de propagare a fasciculului incident. a) Să se calculeze diferența dintre indicii 
de refracție ai undei, polarizate după direcția: cîmpului și ai undei polari- 
zate perpendicular pe direcţia cîmpului. bD) Care este starea de polarizate a 
undei obținute din compunerea celor două unde polarizate liniar ? 


Soluţie, a) Diferența: indicilor de refracție este: ng— n = BAE? = 


= 0,000019. 
b) Între cele două unde apare o diferență de fază: 
5 Om i GS l ; Minito Ursos oa. E 
= A ea O E N N io 
ae Up Tali Ii 


Problema 10:45. Ce “grosime tiebuie să aibă -o lamă de spat de Islanda, 
tăiată paralel cu axa optică, pentru a avea același efect cu o celulă Kerr plină 
cu benzen ?'Cimpul electric este aplicat perpendicular pe direcţia de propagare 
a fasciculului incident. Indicii de refracție ai spatului de Islanda sint: 
No = 1,658 şi ne = 1,486. Între plăcile condensatorului, aflate la distanța 
de 1 mm, s-a aplicat o diferenţă -de potenţial de:2 200 V. Constanta Kerr a 
benzenului este B = 5:1074 V.m. ; că a Ai 

` Soluţie., Celula Kerr introduce o diferență de drum 5 = inei. 
Aceeaşi diferență de drum o introdùce o lamă de spat de Islanda, de grosime 
d oA) RA inh 2 enia pă Z5 aa 
i 4 EN | 4(1,658 — 1,486), 

Problema 10.46. Să se, calculeze unghiul maxim ò făcut de. direcţia de 
propagare ñ cu direcția normalei N la suprafaţa de undă în spatul de Islanda, 
care pentru indicele de refracție al razelor ordinară şi extraordinară are valo- 
rile n, = 1,658 şi, respectiv, ne = 1,486. paiz: 


„ Soluţie., Considerăm axa optică a cristalului de-a lungul axei Qx, Vectori? 
E ṣi D ai razei extrordinare se găsesc într-un plan ce conține axa optică. Alegenx 
acest plan ca fiind xOy. Atunci, pentru unda extraordinară, E. = D, =0. 
Unghiul ð, făcut de direcţiile a şi N, este egal cu; unghiul făcut de vectorii 
“şi D, ca unghiuri cu laturile perpendiculare. Notăm cu e şi W unghiurile 
făcute de vectorii. E şi D cu axa Ox (fig. 10.46). Atunci, De = D cos = 
> Egliz F= Eeli COS pis Du = D sin Y =e Eu = evE'sin g ;, de unde; 
Deea e alei LC E tao Aia (neta) vie 
g} i E a d i Me 8 (V — p) n mt 


Pentru a afla valoarea maximă a lui 5, calculăm derivata: 


d(tg 3) _ (na — ne) (nt + ns tg? p) — nete vint — nte Y L o, 
dig) o (mp nat y) 


; = LI [] > ASis 
de unde (tg Pamas erai Do) și tg Side ven akea 0,11, adică Òmar = 6°20 Aii 
Ne 22nn” 
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Axa optică 
Fig, 10.46 pri E ii Figi, 10,47 


‘Problema 10.47. Considerăm o prismă dreaptă, confecționată din spat 
de Islanda, astfel încît axa optică să fie paralelă cu planul tăieturii. Cele 
două părți ale prismei sînt lipite cu balsam de Canada (n = 1,54). Să se calcu- 
leże “unghiul de incidență“ al luminii pe prismă! şi! raportul laturilor prisraei 
în aşa fel ca raza extraordinară să traverseze stratul de balsam fără a fi de < 
viată, iar raza ordinară să sufere reflexia totală pe acest.strat. Pentru spatul 
de Islanda, n, = 1;516: şi n, =1,658 3S fi pa = 


šini =n sin r = h, Sin re. 
Raza extraordinară; nu este deviată la traversarea stratului de balsam, 
dacă cade perpendicular pe el. În acest caz, unghiul prismei ABD este egal 


Solutie. Conform figurii 10.47, în punctul O legea „ refracției se scrie: 


GI i 
cu e car iunghiuri cu laturile perpendicilare. şi terg s (G xË 
> Raza ordinară“suteră' reflexie totală pe: suprafaţă” balsamului, deci 'p este 


ZI zac E catea n s : x > 5 
unghi limită şi sinp=—. Din figură. se vede că: P-k ma Deci, 
No -g = O ie fă e | DIEET ESY PERETI { 


3 ă n E A Ia 0 
Sin (re — To), = SINP =, Sau, SiN Fe COS Le — sin cos LiTr nasi SIN, = 
y EENI (pa e S i CEEA F i 


3 tT a e Esi b 1 : mi tipul noTRgA ERES sah 


nè t2 T, i Ey 
ON | Is 
i : Eta intorie tert h | I-a na(1tg re) i „EI aia tes 
Și rezultă ecuaţia; -+ 4 iS n scanboiini atao Azile. M ASTRE 
“rr nE R 2an, tgr. F ig rn E ne 2) — nng re — n= 0, 
ne(a/d) 


care are soluţia reală și pozitivă: tgre == 0,203. “Din sini= FER 
Pe yií Q 
i i rle 
FR 0,295, rezultă: ai al 7fal O a ae atata alele E pete ce iis We 
„Problema 10.48. Pe o lamă cristalină, tăiată paralel cu axa optică, cade 
sub incidență normală lumină polarizată circular. Lumina emergentă cade 
pe un analizor, a) Să, se determine raportul dintre pătratul amplitudinii 
cimpului electric'e6 iese din analizor și pătratul amplitudinii cîmpului electric 
incident pe lamă, dacă planul principal al analizorului face un unghi œ cu una 
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din direcţiile principale ale lamei, b) Pentru ce valori ale unghiului æ pătratul 
amplitudinii cimpului electric ce iese din analizor are valoarea maximă şi 
minimă ? Lama introduce o diferență de fază de 7/6. 

Soluție. a) Dacă lumina incidentă este polarizată circular, oscilaţiile 
componente sint perpendiculare, în fază şi au aceeași amplitudine: 
E: = E, cos w l; Ey = E, sin w t. Lama introduce un defazaj ọ şi la ieşirea 
din lamă oscilațiile devin: Esi = Eo cos wt; Ep = Esin (ol — 9). La ieşirea 
din analizor, al cărui plan principal face un unghi æ cu una din direcţiile prin- 
cipale ale lamei, oscilația rezultantă va fi: E, = Em cosa + Ey sina = 
= Ba cos ul cos a + E sin (ul — e) sina = E; cos wl + Ea sin col, unde Ep = 
= Ea (cos a — sin e sin æ) și Ey = E, cos ọ sin æ. 

Pătratul amplitudinii cîmpului electric rezultant va fi egal cu: 


E? = EŞ+E = E}(cos? e sin? a-cos? a+-sin? p sin? a — 2 cosia sin? e sina) = 
= ES( — sin e sin 2a), 


unde Eô este pătratul amplitudini cimpului, electric incident. Raportul pă- 
tratelor amplitudinilor este : 


[2 
— = 1|— sin 2 sing =1 aih 
EA 2 
b) Pătratul amplitudinii cîmpului electric este maxim sau minim, dacă 
23 35-lea cos 2a sin 9=0, 
dor 
adică : cos 2 = 0, sau sin da — +1. Pentru sin 2 = —1, pătratul amplitudinii 


este maxim : Ear = E?(1 + sin 9) -2 Fô, iar pentru sin:2« — 1, acesta are 


tä 
o valoare minimă: E? = E?(1 — sin a 


Problema 10.49. Care este unghiul dintre planele de polarizare a doi 
nicoli, dacă după traversarea luminii prin nicoli, intensitatea ei s-a micşorat 
de 4 ori ? Se va neglija absorbţia luminii prin nicoli. 


Răspuns. «= ză 


Problema 10.50. Ce grosime are o lamă de cuarţ birefringentă, tăiată 
arale] cu axa optică, care introduce o diferență de fază x între undele 
traordinară și ordinară emergente, dacă indicii de refracție au valorile 
= 1,9442 şi n, = 1,5533 pentru A = 5000 Å? 
A 
; 2(ne — No) 
Problema 10.51. Un fascicul de lumină liniar polarizată este incident 
pe un cristal de spat de Islanda în așa fel încît planul de oscilație face ia 
unghi de 20° cu secțiunea principală a cristalului Să se calculeze gradul de 
polarizare al fasciculului emergent, 
Soluţie. A, = A cos 20°; A, = À sin 20%, 
Il, — I,  A*(cos120” — sin? 20°) 
a Lark le A*(cos? 20° -+ sin? 20°) 


Răspuns, L = = 2,747 -10 m. 


= 0,7. 


IV. GRAVITAȚIA 


11, TEORIA GRAVITAȚIEI 


Breviar 


Legea gravitaţiei a lui Newton dă expresia forței de atracţie care se 
exercită între două corpuri. Presupunindu-se că aceste corpuri sint reduse 
la două puncte materiale situate la distanţa r, unul faţă de celălalt, această 
forţă este dată de: 

MMe 


deac a a (1) 
m, şi m, fiind masa gravitațională a primului, respectiv a celui de-al doilea 
corp, iar G este o constantă universală care depinde de sistemul de unităţi 
ales pentru a exprima pe m, şi m, (în S.I., G = 6,6782 (31)-10-11 N-m?*-kg-2). 

Legea atracției universale a lui Newton a dus la dezvoltarea rapidă a 
mecanicii cereşti, al cărei obiect era de fapt, după Poincaré, verificarea 
acestei legi. | / j- 

Legea lui Newlon se poate scrie și sub forma : 


F =m,VU, ; i ia i (2) 


unde 
U Ge Spre (3) 
r 


distanță este teorema lui Poisson, rA EES P | 

i AU. =4xGugiza aaa asul aneges ar (4) 
nde y este densitatea de masă. - ET 0 Î5TRB NAE : 
Începind cu anul 1850, datorită lui Le Verrier, este pus în evidență 
primul dezacord dintre teoria lui Newton și experienţă (avansul de 38 secunde 
de arc pe secol al mișcării periheliului planetei Mercur în raport cu datele 
furnizate de teoria lui Newton). Ulterior, Newcomb ş.a. constată şi 
alte dezacorduri dintre teoria lui Newton şi experienţă. Încercările de a da 
explicaţii newtoniene ale dezacordurilor dintre experienţă şi teorie nu au 
reușit. În plus, după elaborarea teoriei relativității restrinse (1905), se constată 
că legea lui Newton nu satisface exigenţele teoriei relativităţii restrinse, ea 
fiind invariantă faţă de transformările lui Galileo Galilei, şi nu față de trans- 
formările lui Lorentz, TR KT t | PES S 

Pentru a se obține o lege relativistă a gravitației, un prim indiciu este dat 

de dinamica relativistă a mediilor continue, în care uc? este legată de energia € 
(componenta unui tensor simetric de ordinul doi). Deci, potențialul gravita- 
țional va trebui să fie reprezentat de un tensor de al doilea ordin, în care 
potențialul newtonian, U, să fie una din componentele sale, 


"este potențialul gravitațional. Echivalentă cu legea lui Newton de acțiune la 
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În 1916, Albert Einstei n a stabilit expresia relativist 
taţiei din extensia principiului relativității. Aceasta poartă numele de teoria 


ă a legii gravi- 


relativității generalizate. Bazele fizice ale teorici relativităţii generalizate sînt 
constituite de principiul relativității generalizate (principiul de covarianță a 
legilor fizicii) şi de principiul de echivalență. Principiul relativităţii generali- 
zate afirmă că toate legile fizicii sint invariante fală de orice sistem. de referință 
şi principiul de echivalență, că masa de inerție și masa gravitaţională sint con- 
siderale ca două manifestări ale aceleiași proprietăţi a universului real, un sistem 
de referință neinerţial fiind echivalent cu un anumit cimp. gravific, După 
teoria gravitaţiei a lui Einstein, universul fizic real este un univers cuadridimen- 
sional, cu determinantul fundamental (g) negativ și astfel înctt tensorul său per- 


manent de al doilea ordin Riemann- Christoffel, [Ry — d Ju R], este proporțional 


în orice punct, cu tensorul unitar. mixt impuls-energie, Uy, în acel punct, coefi- 


cientul de proporționăliiate fiind ‘o constantă universală. i 


„ adică, un univers 
Cotatii ts DII A lad 303 
în care 


(5) 


i 


explică avansul secular al periheliului planetelor, deviația luminii în apropie- 
Tea marilor concentraţii de masă şi deplasarea către roşu a liniilor spectrale 


PROBLEME sit a 

„Problema 11.1. Să se. calculeze forța F, de repulsie, care se exercită 

între două particule « care se află la distanța T = 10713 in. Se aminteşte că 

particulele œ sînt nuclee de He, constituite din doi protoni şi doi neutroni. 

Să se compare forţa electrostatică .F, ċu^forța de atracţie universală Fe. 
i i 10- 

Se 


ăn 


cunosc: sarcina electronului, e = 1;6-10-10 (ORES FI F-m; 


7 A. GEI tote! G 1 iutiHtotab {} LE inan to MYA J 
6,64:107 Nm? Kgră sala 50 consideră masa, protonului egală cu masa 
tronului, m = mp X Mi Z, Manm hanier lees g n gb 
AR a E dab o ură OAR nt | Mdh (Ami 
soune De = A A ( a) S 01810-1 N: E TA eei 
Dia Areta 91 Airera E sei TENE nd OARRA 


Ri 


iz 


M orius HERY IGA fi it fi 4 WED HGS 
97410727 N; mn Fhag lli1 088, siot ii i RI 
ce ea r E E 7 PR faigs foita aa plain 


“Problema 11.2, a) Să ge căldulăze” Viteza unui satelit pe o orbită, cit 
culară, la foarte joasă altitudine, în jurul ecuatorului terestru. b) Care este 
Viteza unghiulară a acestei mişcări relative lu un observator terestru ? c) La ce 


altitudine poate să „orbiteze“ un satelit pentru à părea că este imobil faţă de 


un observator terestru ? Raza d dz èste R = 6400 kin, şi accelerația 
gravitaţională la suprafața Pămtntu PAASA TU oreo tu taltueato: 
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| i s} 
Mri CURSA Li 


: f < Mm R°? 
Soluție. a) Fog = G= = m9——, M fiind masa Pămîntului, m — 


2 


pă pă 
masa satelitului, r — distanţa de la masa m la centrul Pămîntului Şi-g — 
accelerația gravitaţională la suprafaţa Pămîntului. Dacă h este altitudinea 
la care se află satelitul, atunci r = R + h şi rezultă : 
RE v? 
mg —— = m —, 
(Rh?) Rh 


adică ; 
v= onan = VIR, pentru A & R. 
R2 
b) Din relaţia mg —— =mo?’(R + h), rezultă : 
) t IRH E ( ) 


R g 1/2 
o = — | ——j| 
Rh | R+ i 
c) Viteza unghiulară de rotaţie a Pămîntului este : 
2 


E 8.l0;erad!/s. 
24.3600 


Satelitul va apărea staționar, dacă w = op = 8:10 rad/s, adică 


h 3 g 
1+—] = > 
(aa) ara 


de unde rezultă: R + h —4-107 msauh = 3,36.107 m. 


Problema 11.3. Se presupune că repartiţia masei Pămîntului variază 
“astfel: este uniformă în partea sferică a Pămîntului, pe raza R, = 3 000 km, 
> situată în interiorul Pămîntului, unde densitatea este egală cu 9p); de aseme- 
„nea, este uniformă în restul Pămîntului, avînd densitatea egală cu Se. Raza 
“Pămîntului este R=6 400 km. Se cere să se găsească cîmpul gravitați- 
onal în interiorul și în exteriorul Pămîntului. 


Soluţie. Din figura 11.3,a se observă că pa =Po pentru r<R, şi e=58 
pentru R > r >R,. Aplicînd teorema lui Gauss, se obţine următoarea expresie 


Ẹ 
pentru cîmpul gravitațional, într-un punct în care r< Ri: Ue 


Fig. 11.3 


4r 
(ia Aa 


În punctul M, unde R > r> R, avem: Arr? U(r) _ An Rp, + 
3 


$ R — 
— Rp, adică U(r) = z ardoak z Pentru r> R, avem: 4zr? U(r) = 


zi ` 
dz dr a 
miza pat PRR pa e adică trap) a co i At apa eee aaa 
3 3 3 II p 


În figura 11.3, b s-a reprezentat U(r) = U(r) + U(r) + U(r). 


Problema 11.4. a) Să se arate că traiectoria unui mobil ale cărui coor- 
donate sînt xv =a cos 0, y = bsìin ð, z =0, unde 0 =0((), este o elipsă. 
Care sînt coordonatele focarelor F şi F’? b) Ce condiție trebuie să satisfacă 
accelerația a pentru ca momentul cinetic în raport cu F să fie constant ? 
Să se determine în acest caz relația dintre unghiul 0 şi timpul t. Se vor lua în 


calitate de condiţii iniţiale, (0)=0=0 şi = = o. c) Să se calculeze 
1=0 


u 


timpul T necesar mobilului M pentru a parcurge elipsa. Presupunind că 
acceleraţia ar fi centrală şi invers proporţională cu pătratul distanţei de la 


$ g ` = SA ` à < 
mobil la focar (« =-~ J, să se arate că există o relaţie universală, valabilă 
= 


pentru toate traiectoriile posibile, între durata T a unei evoluții complete 
a mobilului și semiaxa mare a elipsei. 


Solulie. a) Traiectoria se află în planul 20y, 2 + 5 130 fiina 
a a 


ecuaţia elipsei de semiaxe a şi b. Poziţia focarelor pe axa Ox (fig. 11.4) este: 
OF =0F =c: Ve =b.. 
b) Fie FM x d = const. sau 7 X ð = const. Atunci, rezultă : 
z 45 ir REPERE aeg E LE 
az XOD-A+FX 4950) adică RR i 308 Deoarece F#0 sali Z 0, rezultă 
ai at ate in ai 


15 i a 
TRE (mişcarea este cu acceleraţie centrală). La t =0, avem: t =0, 


` 


20; E) a(S = boxi Scriind | că FM x = const. şi 
tta : ; : 


dt di dt, $ 
| ; O TAVI (de dy $ 
omponentele pentru FM şi öfiind FM(wı+ c, y); ð sT Tu se ajunge la: 


(a cos 0 + DR — b sin 0 = bala + c) sau (acos ®-+ od cos 0- 


i b sin 0-a(— sin 0) s = tola + ce), adică (a +e cos 0)a0 = (a + Adi 


În urma integrării : a0 + e sin 0 = c(a + o), Deci, t = e(0). 
c) Fie T timpul necesar pentru parcurgerea elipsei : T = Poza) ~ Noa = 
= Fu ud ÎS. a Folosind condițiile iniţiale asupra accelerației, (Dao = a 
o(a + c) 
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» 


ikaka E R 


8 x 
Fig. 11.4 Fig. 11.5 


iz dð Y 
()20=0; d LAEN de =| —a cos 0| — = — aog, se stabileste ci: 
ql? dt } Ji=o 
3 
ao = z Deci, —— = Si 
(a + c)? (27) g 
lui Kepler privind mişcarea planetelor. 


. Aceasta este aşa-numita a treia „lege“ a 


Problema 11.5. Un mobil, de masă m, descrie o traiectorie sub acțiunea 
unei forțe centrale F, îndreptată către punctul fix O (figura 11.5), F = 
ag ee a) Cunoscînd expresia accelerației normale a, în coordonate 

T : 
polare, să se stabilească ecuaţia conicii pe care se mişcă punctul M. b) Să se 
determine natura traiectoriei, pornind de la consiliu iniţiale (OM): = To 


Şi (Vio = Vo: 
2 2 2 
Solutie. a) v? = (ae) +r S. =) e Deoarece 3 = 
T 


dt? di? dt 
dr dus, „40 d?r 
= —— — = — rup — = — Cue rezultă : v? =c?2(u ug 2). Deci : aa = — 
i aia DT o (u? ue 3). sii 
d0 Y dr dar „d0 46 E 
—r |— |. Ţinînd seama de — = — Cup; — == Cup — şi —=Cu,re- 
r J di TE ara ape 
Zultă: a, = —C?u?(u + ug), C fiind constanta ariilor. wer trntctoriei 
va fi: — Cu? (u + u) S de unde se obtine cca e va E cae . Aceasta, 


după integrare, conduce la ecuaţia unci comice u = aa cos 04B sin 6. 


b) Forţa derivă din potenţialul U= ei lea Teorema energiei cinetice. se 
ST: ` r 

Mb h = 1 ma — my, Daos r poate deveni” infinit; 
To. tă 


. 1 2 
serie : — mv’ — 
2 Ip Ey 


traiectoria este o hiperbolă, m +2 Dacă vaca ba traiectoria este: o elipsă. 
To To 


s a Paanu naa in EA ria Ü ' ERAEN a 
Pentru 4 = 2%, traiectoria este o parabolă. În cazul în care forța este repulsivä 
at d To : Sapp 5 v A 


tot timpul s > 2 -E- și traicetoria nu poate:fì decit o hiperbolă, 


To 


pe Problema 11.6. Pentru a tra- 
versa Pămîntul se sapă un tunel 
(figura 11.6,a), în care o particulă 
de masă m poate aluneca fără 
frecare. m se reperează prin ab- 
scisa OM =x (figura 1146, a). 
a) Să se exprime forța F là care 


a b masa m este- supusă atracției 


Fig. 11.6 terestre. Se dau: masa Pămin- 
tului, M şi raza, R. b) Să se 


determine componenta F, a acestei forțe după axa z'z şi să se sta- 
bilească ecuaţia de mişcare a lui m. c) Să se calculeze perioada mișcării în 
funcție de accelerația gravitaţională g la suprafața Pămîntului. 

Solutie. a) Dacă M’ este masa sferei de rază T, teorema lui Gauss permite 


A zi Ca mM SE = Tg 2 Fă 
să se scrie (fig. 11.6,5): F=G z . Pămîntul fiind omogen, M’ = Mi - 
Deci: F asg DM 

R3 T 
T mM : a 
DRAS E coso m F, =—G TL Ecuația de mişcare, 
j z : 
m si = Tg x, conduce la: x S EM = 
dt? R? 3 R? 


c) Deoarece g = 


GM 
TE 


= T —- = = 0, adică ecuația mişcării pendulare, 


de perioadă T = 27 R Rezultă T= 82 minute. Se observă că T este inde- 


pendentă de tunelul ales și de masa m. Se poate afirma că timpul T este cel 
efectuat pentru a face un tur în jurul Pămîntului, la suprafaţa sa. Atunci, 


d=9= 


v? g 


= o Rişi astiel, aek- 2a 


Problema 11.7. Se cere să se studieze mişcarea unui punct material sub 


A : = T : 3 
acțiunea unei forțe centrale, F = F—, care trece mereu printr-un punct fix 0. 
Tr* 


La t =0, avem r =T, şi V = Vvo. 
Solutie. Deoarece forţa F= PL) trece printr-un punct fix O, miş- 
r 


carea este plană, deoarece î x F =0 şi deci, FX P = const. (în raport cu 
punctul fix 0). Considerind coordonatele sferice x = rsin0 cose; Y =T 
sin $ sin ọ, z =r cos 0, mişcarea plană este caracterizată prin 9 =0, 
adică: zr =rsin0; y =0, z=rcos0. În planul 202, componenta vitezei 


pe direcţia lui Ș este r şi are proiecţiile : r sin 0 cos e; rsin 0 sin e; T cos 0, 


iar componenta vitezei pe direcţia eLp este 1 = ro şi rO cos 0 cos; 


TÔ cos e sin 9, —r0 sin 0. sînt componentele pe (v, y, 2), Pentru e = 
avem D, — F 0 cos 0, vy -0; Va = —r0 sin O. Deci, viteza este dată de expre- 


sia: 


450 


d = rp + rde pan € 


Prin derivarea lui ð, rezultă accelerația ; 


ă = (r — ro?)p + (2ro + roye. 
Ecuația mişcării punctului material va fi : 
m[(r — r6%)p + (2r — rd)e] =F, 
care se descompune în: 
m(r — r0’) = F 


şi 
270 + r6=0. 


Din ecuaţia (5b) rezultă integrala ariilor: 


6 =C = |Z X Dlo = Tob. sin (Fo, Do). 


(3) 


(4) 


(5a) 


(5b) 


(6) 


Tinînd seama de (6) şi că r = gean r:= 0 aii ( Ci AC el lac. por = 
dð d0 dð r2 "000 TA G 
a ecuaţia (5a) conduce-la așa-numita ecuaţie a lui Binet; 
r 


EA =] g? o 0). 


EIEE Ny 
Integrînd ecuația (7), se obține ecuația traiectoriei, 


pen G G 


Introducind expresia (8) în ecuaţia (6), se obţine timpul : 


t ZL (rao. 
C 
TȚinîndu-se seama de legea atracției universale, 
$i Mm ` BA Í 
P=—G— i 


unde 


(7) 
(8) 
(9) 


(0) 


a 


(12) 


Integrala generală a ecuaţiei “diferenţiale liniare de ordinul al doilea 


(11) este; 


LR + A cos (0 — &), 


Can 


a3) 
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A şi a fiind constante de integrare, determinate de condiţiile inițiale, Ecu- 
ația (13) este ecuaţia unei conice cu un focar în O, Se știe că o conică cu un 
focar în O şi avînd excentricitatea e are ecuația de forma: 


> a SOIA De ve e (14) 
R pE Sp 


Comparind ecuațiile (14) şi (13), rezultă: 
C2 


e = pA = — A. 15 
l aM (15) 
Din (6) se determină C și luînd 0, = 0, (15) devine: 
ai ră FHA cosa. (16) 
Top 3 i í 


Unghiul 0—a =$ se numeşte anomalie adevărată. Unghiul dintre 
viteză și vectorul de poziţie este dat de: 


dð 1 - 
teit D) =r: í 17 
RI) dr Ar sin (0—a) (2 
Pentru 0 =0, (7) „devine : je 
Sa E d). (18) 
T, E o rite A 


0 


Ecuațiile (16) şi (18) permit. să. se determine A şi q. Asttel, rezultă : 


2 22 2/02 
Toe Ace tace (19) 
$ Ca A E e Do) Cio: C 
Din (19) rezultă : , TR Ra si 
TR 
M2G2 2M 
e? — = L, 20 
( i 3 C2 e 0 ori fise ( ) 
laţie din care rezultă excentricitatea conicei. Funcţia potenţială fiine 
og gpa E (21) 
5 : ; 


înd prin H constanta din ecuația energici, integrala energiei (ţinina 
„că sistemul de forţe este conservativ) ne dă: 


= = a a n, (22) 
m pe 
Astfel, rezultă : v 
B e aa ca ie aa e iy ia) 
„Sati 4 : > iai] în i își dp iF i 47 PS ta 
Deoarece | 
de Ca aaa (24) 
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Da 43 


AN 


A 
e 


rezultă 
HG: 
G? M? 
Din (25) rezultă că dacă HM <0, traiectoria 
este o elipsă ; dacă H =0, traiectoria este o para- 
bolă şi dacă H > 0, traiectoria este o hiper- Fig. 11.7 
bolă. Ținiîndu-se seama de (24), rezultă că forma 
curbei depinde numai de re şi vo şi nu depinde de unghiul (fo 5). În cazul 
unei mişcări eliptice, notindu-se cu a semiaxa mare, rezultă : 


(25) 


p = a(1 — e?) 


sau 


Din (9), rezultă timpul şi din (14), 


Să = sin (9 — «)dð (26) 
m p 
şi Ts 
oT 
cos (0 — «) e Dai). (27) 
Deci : i 
rd: = = sa di eee (28) 


3 Aer 


Deoarece p = a(l — <7), rezultă: 


er — (p— r) = [eral ie Dr (el. (28) 
Din (9), se obţine: RS R 
E a rdr ; 2 

|5 ae — (ar? c3 


Se ia semnul (+) cînd r crește dela a(l — =) la a(l -+ e) şi semnul 
(—) cînd r descreşte. Se introduce parametrul u prin substituţia a — r= 
= a cos U, sau Si Si 


pa a( — e cos Ay pă (30) 


unde u variază în acelaşi sens cu 0. Să considerăm C — 0, adică 0 şi u 
sint crescători. Se presupune (figura 11.7) u =0, cînd mobilul trece întiia 
oară prin virful A al elipsei (punctul cel mai apropiat de focar: 0 =a). 
Acest punct poartă numele de periheliu (în cazul sistemului planetar), iar 
punctul A’ se numeşte afeliu, Se observă că: ` ` 


e cos (0 i'a) = bu | Trd s (31) 


sau Seciu a aie 


cosum E 
atleta ve ut oi 
]—s COSH 


cos (0 — 0) = 


adică 


0—a l-+e u 32 
tge — |tz: ( ) 
; 2 Ez : 2 
De asemenea, observăm că dacă 0 < u < n, atunci & sOsa+z şi 
dacă m < u < 2r, atunci «+m <0 < a + 27. Dacă 0=0, u<0 $i — ih 
este: dat de: 
uo 1 ea. & 
tg — = — tg—: 33 
E 2 |: + e & 2 (33) 
Din relația (9), se obţine: 
a 
t = al A (1l— cos u)du (34) 
MG 
Uo 
Dacă se notează cu 
=ü 
ta = a|) i fa — e cos u)du (35) 
us 


momentul în care punctul mobil trece pentru prima oară prin vîrful elipsei, 
atunci 
1 | MG 
— | (t — ta) = u — e sin u. (36) 
a a 


Ecuația (36) se numește ecuația lui Kepler. Această ecuație permite să 
se calculeze u ca funcție implicită de timp. Perioada unei revoluţii, T, este 
dată de u = 2m sau de t = T 4 lą. Atunci, rezultă: 


T2 D 
pies i 07) 4 ; (37) 
a? MG 


Din cele prezentate rezultă legile lui Kepler. Ecuația (14), completată ‘cu 


2 A 
ai = e, a — Taci ist HCL si pi = ag 2MG 


PERII: < 0, 
M?G? Fa 


ue prima „lege“, conform căreia planetele descriu în mişcarea lor în 
Soarelui elipse. Teorema ariilor, dată de relația (6), care ne spune că în 
tea de timp, vectorul de poziție descrie o arie constantă, conduce la a 
a „lege“, care afirmă că: aria măsurată de vectorul de poziție al planelei, 
"față de Soare ca pol, este proporțională cu timpul în care s-a efectual mișcarea. 
"În fine, relația (37) este o expresie a celei de-a treia legi: pătralele timpurilor 
unei revoluții complele sînt proporţionale, la diferite planele, cu cuburile semi- 
azelor mari, De fapt, aceasta este marea descoperire a lui Newton că legile 
lui Kepler sînt consecinţe ale mişcării centrale sub acţiunea unei forțe 
atractive invers proporționale cu pătratul distanţei, 
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Problema 11.8. Să se arate că în c 


azul unui univers lorentzian, aproape 
static (v < c), la care corespunde dS? = 1 + 2) c AP— (da2-+ dy2+ dz2), 
c 


unde V = V(x, y, 2) este finit, legea de gravitație a lui Newton apare ca o 
aproximație a legii de gravitație -a lui Einstein. 


Solutie. git fiind sensibil constantei, derivatele lor parţiale, paran- 


tezele și acoladele lui Christoffel sînt infinit mici. Neglijindu-se infiniţii mici 
de ordinul al doilea, se obţine: 


ð G ð v 
R= |P (1) 
0av | v 22% | o 
iar, datorită valorilor aproape constante ale lui (gu), rezultă: 
Să) = EHI pentru o =1, 2,3 și Ey EIAN 
G G 4 4 


Atunci (1) devine: 


ð fuy 2 fuy 2 fuy 2. a) 
Re Că = e2 pdi e e 
sa spele 3 cala] 
— | Dj Dia e a vaga (2) 
2 | 2zk0z OTKLONA oxt ox” oxor” 
Deoarece gi! nu depind de zt = cl, avem: 
1 (40gaa a E, ogag AV 
Rog => DS | pe Iti Ceata EA, (3 
44 2 ( 3x2 ôy? Oz È iz ( ) 


Atunci, legea de !gravitaţie a lui Einstein se scrie : 
1 EnG 1 47G 
Ry — 9 R = — SU (4a) sau Ru — 3 wR = — a Uam (4b) 
e 


că 
unde A] SEG U'şi U =U}, 
c n aie iis 


E a aia EI ai Rt 


universul considerat fiind aproape static, 


(UZ, Uz, U3) < Ui = pc, 3 (5) 


p fiind densitatea elementului de material. Ca atare, Uau =U = ge? = poc? 
și legea de gravitație a lui Einstein devine: 


1 8rG 
RAS mai e e e se aa 6 
44 Iza Po A (6) 


Ținîndu-se seama de (3), rezultă : 


AV =4mp.G, (7) 


adică, formula lui Poisson (u = Po), care se obține plecînd de la legea de 
gravitație a lui Newton, 


* Charles Platrier, Mécanique rationnelle, tome 1, Dunod, Paris VI, 1954. 
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Într-adevăr, legea lui Newton “se poate scrie sub forma 
F = m, grad U, (8) 


“unde 
Uau, 
r 


Considerind că masa m, este conținută în volumul ØO limitat de supra- 
faţa X şi aplicînd teorema lui Gauss referitoare la fluxul forței care traver- 
ssează suprafaţa X, rezultă : 

PY: ün AS =47GY mi (9) 
2 î 
Astfel, 


fya aS =$ |F| cos Ts a) daS =$ |F] dS, = SIZIP aQ, (10) 
> > >> PP: 


y fiind definit prin |7 | = | VU | = G 2>. 
a 


Deci : 
f va dS = Gm, faQ = 4nrGm (1) 
2 G z oes e a a me zi = 3 
Pentru distribuții continue : ; 
areg ; ; ; i PAESE 
yn AS = AzG po AD. (12) 
zii i i Dig Fa Sira 
Aplicînd teorema lui Gauss, 
Dao dana, 
rezultă ; e sE i = eset È 4 
VY = AnGpo-. (13) 
Ţiniînd seama de faptul că 
= VU, 
conduce la; 
AU = AnGeu, (14) 
aţie identică relaţiei (7); aint ; 
RI E OBR și ri i 
Re bri Fema n His i 


Ih $ PAES mi St E E A „a 


V. FENOMENE FIZICE CUANTICE 


12. ORIGINILE TEORIEI CUANTICE 


Breviar 


Fenomenele fizice descoperite la finele secolului al XIX-lea și începutul 
secolului al XX-lea, care au dus la necesitatea unei teorii cuantice, pot fi 
clasificate în : 

— fenomene în care schimbul de energie dintre substanţă și cîmpul 
electromagnetic are loc în mod discontinuu (radiaţia termică ș.a.) ; 

— fenomene în care se manifestă proprietăţile corpusculare ale radiației 
electromagnetice ; 


— fenomene în care se manifestă proprietăţile ondulatorii ale micro- 
particulelor și 


— fenomene care pot fi explicate pe baza cuantificării unor mărimi 
fizice, în cazul sistemelor fizice cuantice. : RS EE 

Toate încercările făcute de Kirchhof f, Wien, Boltzmann, 
Rayleigh şi Jeans pentrua explica radiaţia cavităţii corp negru nu 
conduc la rezultate teoretice în concordanță cu experiența. Max Planck 
reuşeşte să stabilească (către finele anului 1900) forma funcţiei universale 
wolo, T), 
W? ho 


Tec? | (a) | : o 
exp — 1 
| B 


făcînd ipoteza că schimburile de energie dintre un oscilator liniar şi cîmpul 
electromagnetic are loc în mod. discontinuu, adică, energia  oscilatorului 
liniar este cuantificată. Albert Einstein demonstrează formula lui 
Planck (1), pe baza teoriei atomice a lui Bohr şi a principiului  echili- 
brului statistic detaliat, introducînd noţiunea de emisie indusă. TE 
Analiza fenomenelor fizice în care se manifestă aspectul corpuscular al 
radiației electromagnetice (efectul, fotoelectric, efectul Compton ş.a.) şia 
fenomenelor fizice în care se manifestă aspectul ondulatoriu al microparticu- 
lelor conduce la existența unor relaţii de legătură între mărimile (p, £) 
care caracterizează entitățile fizice din punct de vedere corpuscular și mărimile 
(k, %), care caracterizează entitățile fizice din punct de vedere ondulatoriu : 


pë Dem ai BaS 4 s (2) 


wo(o, T)= 


Și 
d = ho. (3) 
Relaţiile (2) și (3) au formă cuadridimensională : 


[ e] = ai la a] n 4) 


[d 


Legătura între cele două aspecte ale radiaţiei și ale particulelor, ondu- 
Matoriu şi corpuscular, este o legătură statistică. Astfel, probabilitatea de a 
localiza fotonul într-un punct este egală cu intensitatea undei luminoase în 
acel punct, calculată cu ajutorul metodelor opticii electromagnetice. De 
asemenea, probabilitatea de a localiza un electron într-un punct este dată 
de unda de Broglie asociată stării respective, 

Experiențele de bombardament electronic 
stabilesc existența nivelelor de e 
clasică a lui Niels Bohr 
milor în atom, 


al atomilor şi de spectroscopie 
nergie ale electronilor în atomi. Teoria semi- 
explică structura nivelelor de energie ale electro- 


1 1 Zani 
A E (5) 
2 (Are)? M ne | 


Tără a reuşi însă să explice intensităţile liniilor spectrale. 
Fenomenele fizice amintite, împreună cu alte fenomene cu caracteristici 


contrare doctrinei clasice, au condus la elaborarea unei teorii fizice coerente, 
mecanica cuantică. 


PROBLEME 
Problema 12.1. Care din următoarele funcții pentru densitatea spectrală 
a radiaţiei corpului negru sînt consistente cu legea lui Wien : 


a) alo, T)=Ao*(n o — In 7) sine i 
0) 


b) 


: EA) 
EERS F TOT = GPI Cos == 
O 10) = o [or oerT]o se 


ian 
wlo, Pa o? 


T Dra 
wlw, T)=Ao'(In o — lu T)/sint — = Ao i 
9 sin? — 
ak 
F 


este consistentă cu legea lui Wien; 


b) wla Di our cds 
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mu este consistentă cu legea lui Wien; 


= W) 
c) wlw, T) = ou oTo = w exp — 
T 
este consistentă cu legea lui Wien; 
4 
H 0) 0) 
d) ww, Thm Howo 
J; Ti 


este consistentă cu legea lui Wien. 


Problema 12.2. Cunoscînd densitatea de energie a radiației unui corp 
negru la temperatura T,, să se determine densitatea de energie la tempera- 
tura Ta, utilizînd legea lui Wien. 


Soluție. Pentru o anumită frecvenţă w, şi o temperatură Ts din legea 
lui Wien, rezultă: 


o 
wln Tiı)= a 5) | (1) 

tE AR 
La temperatura Ta, corpul emite radiaţie cu frecvenţe W2, astfel încît : 

Oa O 
Faza! stai (2) 
: Tie T, 
Se poate scrie de asemenea : 
3 (> : 

Oa Ta) =— 3 B 3 
w| 2 2 2 rf a A ( ) 


Din (1), (2) și (3) se obţine: 


oe (Tee T,). 


1 


Problema 12.3. Un disc plan, de diametru D (D fiind mic), primeşte 
zadiaţie de la Soare, sub incidenţă apropiată de normală. Una din cele două 
fețe ale discului este orientată spre Soare. Se presupune că- discul este plasat 
în vid, departe de alte corpuri, temperatura sa fiind uniformă la fiecare 
moment. Se admite că Soarele radiază ca un corp negru la 6 000 K şi se va 
nota prin R emitanţa sa. Diametrul său aparent, văzut dintr-un punct de pe D, 
«ste mic şi va fi descris prin 2a. Să se calculeze temperatura de pe disc în urmă- 
toarele cazuri: a) discul emite și absoarbe ca un corp negru, prin fața 
expusă Soarelui. Se va lua 2« = 10-2 rad; b) aceeaşi întrebare ca în (a), 
presupunînd că radiaţia cade oblic. Se va lua cosinusul unghiului de incidență 
egal cu 0,25. | 


Soluļie. Fluxul energetic trimis de o suprafață în spaţiu este O = R-S. 
În cazul Soarelui, de rază .R, care. emite ca. un, corp negru; S = 4rR? şi 
R = aTi (o= 5,672.10- W-mT?: K). Fluxul ce traversează o porţiune de 
arie s dintr-o sferă de rază r este: MERG 


ds Bo 
pia) Tamany = sataTă, 


469 


PT SR Bee E T. 


deoarece 


Discul de arie s la temperatura T radiază ca un corp negru, emitanța 
sa fiind R' = oT™*, La echilibru, fluxul primit și fluxul pierdut sint egale : 

a) în cazul incidenţei normale, s = S, rezultă Sa?0T* = SoT, de nnde 
T? = VaT =426 K; 


b) s = S cosi; deci, Scosia?0T4 = SoT'4; de unde 
7” Ea Y/cosi Te 2300 K. 


Problema 12.4. Se consideră două surse-corp negru de radiaţie termică. 
Una din ele are temperatura T, = 2500 K. Să se determine temperatura 
celeilalte surse, ştiind că lungimea de undă corespunzătoare maximului 
puterii emisive este cu AA =0,5 um mai mare ca lungimea de undă cores- 
punzătoare primei surse. Constanta lui Wien, b, este 2,886-10-2 mK. 

bT: 
b+ T.AA 


Problema 12.5. O cavitate cu volumul Q = 1 dm? conţine radiație ter- 
mică cu temperatura T =1 000 K. Să se determine : a) căldura specifică Co. 
b) entropia S a radiației. 


Răspuns. T, = =1 750 K. 


Solulie. a) I= oze = oTt, unde a = li 
Deci, 
4074 
dpi 290 
a zy 7 Fay pei C. 5 Up p 
şi S Eà , T = 
6.3)... e pie etape 27 pete 
că, Te as ods Canis RES simat dos 
oT Jy rTCS EIIbiont sie SIRON 
T 
Ss _165T%0 10-71, 
36 
unde ' 
ES W- E di AGTE 
A E EET Rae 


Problema 12.6; Luminanţa energetică a unui corp negru este de 3 W-Cm~?. 
Să se determine lung'inea de undă corespunzătoare maximului puterii awe 
a corpului, Se cuncse: b = 2,886:10- mK şi o =5,760510 Wm™> RA. 


Răspuns, R = aT! şi AP = b, de undek = Je = 34 um, 
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Problema 12.7. Presupunînd că la temperaturi înalte, substanţele ur- 
mnează legea gazelor ideale, să se afle temperatura la care presiunea radiaţiei 
este egală cu presiunea hidrogenului gazos, care are densitatea p = 104kg:m- 
Şi ai cărui atomi sînt complet ionizaţi (plasmă fierbinte), 


Solulie. Presiunea gazului este: 
Po = INg ae kT, (1) 
A 


unde N, este numărul lui Avogadro, iar A este masa atomică a hidroge- 
mului. Factorul 2 provine din luarea în considerație a. disocierii. Presi- 
unea radiației este: 


1 
PSA 
3 
Ținìnd seama. că 
4 
BI, 


unde I este puterea emisivă totală, iar c este viteza luminii, se obţine : 


pe =E T E A 


deoarece din legea Stelan- Boltzmann : 
E: 


Din egalarea relațiilor (1) şi (2) se obţine : 


d 3 /ookpeN. 
F T; n = 1,87 -10 K. 


20A 


Problema 12.8. O mică bilă de cupru, cu diametrul d = 1,2 cm, se află 
într-un recipient în vid ai cărui pereţi sînt menținuţi la o temperatură apro- 
piată de zero absolut. Temperatura iniţială a bilei este To = 300 K. Asimilînd 
suprafaţa bilei cu un corp negru, să se determine timpul în care temperatura 
sa scade de n =2 ori. = 

Răspuns, L = (n? — 1): LORRA D 

180o T} i-a ii 

Problema 12.9. Pornind de la legea radiaţiei: termice a lui Planck, să 
se determine lungimea de undă pentru care densitatea spectrală a corpului 
megru atinge un maxim la 6000 K, 

hot 1 
i P A e RE it ue See 
Soluție, wlos T) = a E aaa aa i a N 


Pentru ca w(w, T) să atingă'un maxim, se pune condiţia: 


Pier: 0, Si ah j ANEN. 


Notiînd As = v, din (2) se obţine: 


| 


m 


B 
5 — t = 5e, (3) 
Ecuația transcendentă (3) se rezolvă pe cale grafică și se obţine: 
Umar 5. 
Se deduce : 
Amaa = 4.840 A. 
Problema 12.10. Să se arate că dacă se cunosc valorile experimentale 
ale lungimii de undă Àm corespunzătoare maximului distribuţiei densităţii 
de energie emise de un corp negru (legea lui Planck) și a constantei o din legea 


lui Stefan şi Boltzmann, se pot calcula valorile constantelor lui Planck, h, 
şi Boltzmann, kp. 


Solutie. Legea lui Planck în funcţie de lungimea de undă A se scrie: 
Srch 1 

w (à, T)= — 5 > he 

e kr — 1 


Căutăm minimul funcției : 
1 PN | | he | ) 
— = FERD — 1|. 
183 Snch Akg T 


he hc 
5A f1 = lagn] ` 
: ka. kT. 


„ obținem ecuaţia: | 
i b e pa Ig 


| Obţinem : 


h 
Notind cu y= £ 
Akg T 


B g 
y. 
1 = e7”) == 
(1 07) = 
care, după o rezolvare grafică, conduce la soluţia : 
he 
Im = 4,97, sau Am = 0,201 3 (1) 
CB 


Aceasta este expresia legii lui Wien. Expresia constantei o din legea lui 
Stefan şi Boltzmann este : 
sărit el i (2) 
15 cana 
Din (1) şi (2) rezultă expresiile celor două constante: 
15 Cu ra 15 (AIA 
ope SO Sa LC al, şi la curea A ` 


Deci, cunoaşterea lui o și Am, pentru o temperatură dată, permite 
determinarea lui kp și h. 
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Problema 12.11. Cu ajutorul unui aparat se poate măsura raportul 


tna(0) 
m| 
+) 
unde «aa este densitatea spectrală de energie din legea lui Planck. Să 


se calculeze temperatura T în funcţie de xv. Să se calculeze pentru 2, =0,8 um 
(principiul unui termocalorimetru). 


Soluţie. Ținînd seamă de expresia legii lui Planck, 


dhe 
00/2} (| =) 
es, pp E ei TR. AE NNE ea 


x 
23 h 3 

A e] he Jz ; [ee] E ii) 

= ka K Ta XokaT. ) 
E E | he ] 
= —| 1 + exp , 
: A :¿ LħksT 4} 
i i - a pe 


de unde rezultă cais asepe 


= log(32x — 1), 


MksT 


iar pentru temperatură; 


he ae a 177400 
kalos(522 = 1) 1og(23 - iay 


Problema 12.12. a) Să.se arate că Senei: spectrală a radiaţiei, dată 
de formula Rayleigh-.leans, violează legea Stetan- Boltzmann şi legea de depla- 
sare a lui Wien. b) Să se explice cum formula lui Planck pentru densitatea spec- 
trală a radiaţiei remediază „catastrofa ultravioletă“..c) Să se deducă constanta 
Stefan- Boltzmann utilizînd formula lui Planck. d) Să se arate că din formula 
lui Planck rezultă „legea“ de deplasare a lui Wien şi să se calculeze constanta 
lui Wien. Se cunosc: 


c = 2,997925-108 ms; ñ= 1,0545919- 10 i ‘S; 
kec 1,380622-10 JERS 


Soluţie. a) Tinînd seama de formala „pas -Jeans, 


neri 1) E zi i but, a e 


se obține: 


(e 


Y’ i 
pera dwie oiha aT, 
mâct sait VA A 


AR n 0 e 20 ka 0 i 
do met 


Re 


w(w, T) nu are nici un maxim, fiind o funcţie monoton crescătoare de la 0 
(pentru œ = 0) pînă la o (pentru o -+ œ ). 
b) Pornindu: se de la formula lui Planck, 


u) ħa) 
wlw, T) = —— FR, 
í ) n?e? exp ho 2s] 
kgT 
se obţine: 
h a 3d k ă v d: 
af moio =f a e)n 
Tc exp | z] Teny explz]—1 
kg 
0 
x? exp [—2] : S- Eo 
c) e dr = zexp [~q] + exp[ 22] Hn] dr= 
1 — je] ; 
4 
0 i a í 
1 1 1 T 
=6|=—+— += +... =6—. 
E daa ) 90 
Deci : 


2 74 
ser ape IE = CEB 
15 ch 
2 4 
8 Sar e dee ka 
4 60 ceh? 
d) Deoarece md = wodo, formula lui Planck se poate scrie şi sub 
fòrma- : [a Sta See are ote ENESE zisa tes: 


= 5,66961-10-3 W-m=.K-. 


Punind condiția 


20 _0, 
CA 
rezultă : 
50 — expl—y]) = y, 
unde i 
he 
TARE. 


Notind y = 5 — æ, atunci 5 exp [5] exp Œ = xa find un număr mic, 
expz x1 +z şi se obţine: 


Pa stii, E = 0,035, iar Yo aN a wt = 4,965, 
grSi] N | 
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; hc 
Din y = yp = ———-, „legea“ de deplasare a lui Wien este: 
Amkal 


l 
i TEE 


= b = 2,901 :10-? mK. 


K BYo 


Problema 12.13. În concordanță cu teoria lui Planck, energia unui osci- 
lator poate fi reprezentată prin expresia: €, = nħw, unde n este numărul 
de cuante. Să se calculeze energia medie a N oscilatori, pentru o temperatură 
dată T. 


Soluție. Utilizind distribuţia canonică : 


0% 


Cn ~ nħo 
) Ön exp = | ) nħo exp(— ) 
krT. J kgT 


Ce DE e eee e 0 E pe ce a atita, (1) 
(eee es, PIETRE ERE 
kg kT 


Pentru calculul sumei- din (1) se obţine: 


ha 


LO A Ra (2) 


Avînd în vedere că un oscilator are trei grade de libertate, pentru 
sistemul de oscilatori se obține : 


ho 


ho z 
exp —1 

[er] 

Problema 12.14. Se presupune că un atom, aflat în cîmp electromagnetic, 
suferă o tranziţie din starea energetică d, într-o stare energetică superioară ĉe» 
în cursul căreia absoarbe un foton. Acest atom poate emite la rindul său 
fotoni, emisia avînd loc și în absenţa unui cîmp exterior. Se notează cu B 
coeficientul lui Einstein (densitatea energo-temporală a probabilității de 
tranziţie indusă), care descrie absorbţia fotonului, prin B' coeficientul de 
emisie indusă (emisia indusă şi absorbţia au loc în prezenţa unui cîmp electro- 
magnetic) şi cu A coeficientul Einstein de emisie spontană. a) Să se serie 
ecuaţia care dă viteza de absorbţie a fotonilor în tranziţia ı — da. b) Să se 
scrie ecuaţia care dă viteza cu care atomii emit fotoni în tranziţia da > ĉi- 
€) Să se scrie condiţia de echilibru termic între atomi şi fotoni. Să se găsească 
expresia densităţii de energie wo. d) Legea lui Wien impune între densitatea 
de energie mo şi frecvenţa œ o relaţie de forma: a = Dot-f(o, T). Să 
se deducă noua formă a densităţii de energie şi să se compare cu formula lui 
Planck, 


(Vine) = 3N 


Soluţie, a) ax = BN,ww, unde N, este numărul de atomi din starea 


energetică €, și mu densitatea spectralo-volumică a energiei cîmpului electro- 
magnetic pentru frecvenţa corespunzătoare tranziţiei (tam este proporţional 
cu numărul de fotoni din unitatea de volum). 
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aN’ s i A E a EEI 
b) — = BN + AN., unde N, este numărul de atomi din starea 


at 
energetică d. 
7 iN” s 
c) La echilibru termic, a i şi „deoarece B =B, BN imo = 
di di 
Unk 3 , A a 1 Bik A ; 
= ANa BN wwo adică: wo = —:——— ~ -La echilibru. termic; 


io (N/N) — 1 
conform distribuției canonice RARS rR e canonică, deoarece A 
atomi şi fotoni există un schimb de energie), 


arf- JEEE u A de ja i 
Min Vl En $ Bi exp[ħo/ksT]—1 


d) D co pararca relație (f) cu cea ‘dini enunț rezultă că: £ = Do? 


: aos l De 
şi atunci: adi =- —— 
Y apni T] =j 


Problema 12.15. Să se :calculeze “energia einetică: dè”recul a unui atom 
cu numărul de masă 50, cînd el absoarbe un foton cu energia de 3 eV. 


Solutie. Impulsul de recul“ al. a Omauitii trebuie să fie egal cu impulsul 
fotonului incideni : E ez 


S care redă bine legea lui Planck. 


13 3 
il lr ; 
IIS „ISIS í SIE e 3 Cc ia i ma ao : 


Energia de recul a atomului, va fi: 


A pai m -== 9,7-10- eV. 

„Problema. 12.16:- Un flux monoeromatit,,« de raze. y:este trimis, „asupra 
unei plăci metalice. subțiri, aflată î în vid,-şi. extrage electroni. care sînt supuşi 
acţiunii unuj cîmp magnetic uniform B. Să se determine energia €, frecvenţa 
şi lungimea de. undă: a radiaţiei incidente, cunoscînd :; raza -de curbură R a 
traiectoriei electronilor într-un: plan perpendicular pe B; lungimea :de undă àe 
corespunzătoare energiei necesare eliberării electronului din metal şi constar- 
tele he, me, €. Se va'considera cazul nerelațivist. Se vor face calcule PANAS š 


B =15: ToT R = 0,1 m; ie 015 A. 


~ “ Soluţie. 


E ii a) 
r è = A $ Ke Li zi zi è 
| Viteza electronului se; deduce „din relația. 
v= EBR = 27.10% mjs; i (2) 
Me i i Ă A AESA) 


Introducing (2) în (1) rezultă; 


n natoa 165.100; y, E agan jo TO Ca (PR A 
Ama 
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Problema 12,17. O celulă fotoelectrică este alcătuită din doi electrozi, 
unul fiind iluminat cu un fascicul de lumină monocromatică cu lungimea de 
undă de 185 nm. Un curent fotoelectric apare cînd între cei doi electrozi 
se aplică o tensiune de 0,4 V din exterior. Cunoscind că diferența de potențial 
de contact exterioară dintre electrozii daţi este de 1,81 V, să se determine- 
lucrul de ieşire pentru electrodul iluminat, 


Răspuns. 9,29 eV. 


Problema 12.18. De pe suprafața unui catod de Li, sub acţiunea unei: 
cuante cu lungimea de undă A = 342 nm, este extras un electron. Acesta 
descrie un cerc, cu raza R = 1,2 cm, într-un cimp magnetic perpendicular, 


H = 


Să se calculeze energia cheltuită pentru a Sl ta electronului respec- 
tiv, cunoscînd lucrul de:extracţie 2y = 239 eV. =? 


Răspuns. Din legea conservării energiei rezultă : 


i 
, Sieb a ge: a 


{ 
să vea 3 rey , „i 4 detir 


Viteza electronului se obţine” egalind forţele Lorentz şi eE ; 


moi WÄ = 09 Bo ee anad 


“evB = 
r 
Scoțind viteza și înlocuind: în d) ‘se obține : 


LE glet = Die ea eV, 

RÉ 32me Hok? ASST gurtdsri 
“problema 12.19. Pragul fotoelectric al. unui "fotocatod. din cesiu, este. 
ituat la lungimea de undă 2, = 650 nm. Se dirijează pe fotocatod un fascicul 
“de lumină monocromatică, de lungime de undă A = 500 nm şi putere 1 WwW. 
a) Să se calculeze: «) energia cinetică maximă a îgtoelectronilor emişi şi 
să se compare viteza lor cu viteza c'a luminii ìn- vid; B) lungimea de undă 
asociată aceslor electroni, în funcţie de energia lor” proprie şi “ae energia lor 
cinetică. b) Să se determine potenţialul electrostatic ice trebuie aplicat. foto- 
electronilor pentru a anula energia lor cinetică. €) Care este randamentul 
cuantic al fotocatodului, ştiind că fotocurentul are valoarea Z = 16,1 mA 
(randamentul cuantic reprezintă raportul dintre numărul electronilor emişi 
și cel al fotonilor incidenţi) ? i 


rE 


Soluļie. a) 4) e = ho — ħo = n) ALAA 
3 NESNA 
În cazul nerelativist: 
x PT. ; fut ESS manitor 


Se poate deci serie: ` 


T i as haloun 48 eF 
2 OEI 
me 


numeric se obţine: 


L — 1,28+10-2. 
c 


Viteza electronilor fiind mult mai mică decit viteza luminii în vid, se 


justifică utilizarea mecanicii clasice. 
h ——— 
B) à =—, unde p = 2m2.. 
p 
Rezultă : 


c) Numărul de electroni care alcătuiesc curentul F este: 


I-l 
a 


n= 


$ E E a str zh = 
Într-o secundă, n =—. Numărul fotonilor incidenţi într-o secundă se 
e 


obţine ştiind că O =Nho =N £, Randamentul cuantic este : 


Problema 12.20. Un foton, cu energia de 0,5 MeV, este împrăștiat 


Compton sub un unghi de 60. Să se calculeze çnergia fatonului. împrăştiat 
şi energia electronului împrăștiat. Ri 


Solutie. ; A as ra e 
he 


i 1 2244840-105%m şi AX =0,0124 A. 
0,8101 


Energia fotonului împrăștiat este : 


De si PEM Letca ral e nat Sati MAN, 
A d t- AA 


Energia electronului împrăștiat va fi: 
Vo = 0,167 MeV, 


Problema 12,21. Razele y cu energia de 7 MeV produc o pereche po- 
Zitron-electron, Presupunind că pozitronul şi electronul sînt emiși în aceeași 
direcţie cu razele y, să se arate că este imposibil să se conserve atit energia 


«cit şi impulsul în acest proces, fără ca oa treia particulă să preia o parte din 
impuls, 
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— 


=~ “IA 


Soluţie. Presupunînd conservarea ener- pă B 
giei, fiecare particulă va avea energia cine- 
tică egală cu 2,989 MeV. Din 


p? = 02 — mic? = 11,989 MeV/c 
Și 


p = 3,473 MeV/e < 3,5 MevVle. 


Problema 12.22. Iluminînd suprafața Fig. 12.24 


unui anumit metal, succesiv, cu lumină cu 

lungimile de undă A, = 350 nm şi à, = 540 nm, s-a găsit că vitezele- 
maxime corespunzătoare fotoelectronilor diferă de n = 2 ori. Să se determine 
lucrul de extracţie. 


Răspuns. 


Lox ch ( pm ji = 1,9 eV. 
Ai n —1 


Problema 12.23. O celulă fotoelectrică, funcţionînd în regim de saturație, 
este iluminată cu à = 0,30 um. Sensibilitatea spectrală este J = 4,8 mA/W. 
Să se determine randamentul cuantic. 


Răspuns. 
he 


p == = 2.10. 
e) 

Problema 12.24. Se cere să se calculeze în cazul efectului Compton = 
a) viteza electronului de recul; b) forma diagramei energetice pentru elec- 
tronii de recul. Se vor efectua calculele atît în cazul nerelativist, cit şi în cek 
relativist. JA 

Răspuns. A. Cazul nerelativist. a) Pornind de la ecuațiile- 
(fig. 12.24): ; 


Aan 0 = —nwsinoe; - (la) 
e Sogi - F 
Ao cae 0 + naas pa Ida (1b) 
e Pe c” 
E SE ați Fan 
ħoss = ħo + = mo?, à (e) 
se obţine: 
ho i 
Vo — y=- (l — cos 0), (2a) 
s Mat? 1 s 
Deoarece 
Sa e 
y 
rezultă 3 : si 
Kh e 1a- ON (2b) 
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Din (1b) se obţine: 


i 1 ghy c hy 0 
Sin p =—— — sin 0 = —— n — 2 sin — = 
mv c c 2 


(9 
hy, sin— 
2hv sins 


I 


Deci : 


cos Q siai 
MoGHi it ai 3 
1 vâh2 x 
b) :2im =p mur = 2— z Cos? e. 
B. Cazul relativist. Se consideră relaţiile. (la), (1b) şi 
f 19 > 353 > 2143 PR de bi a PE | Sida | 
ea 3 zi 2 Kagol {i a 4 E, HAO f 
viizistYyo = MCh Is ada 
TERIS ki SD DARO [a Var NOE Ia Me A auai 
din care rezultă : -TRG 
hy an i i 
A do = ~ (li Cos 0) £ 
Ga i 
0 
sau 
| : > hyâ LE me 
vo — y = ———— (1 — cos 6), 
mac? 


în aproximaţia v = v. > 
PELA AH r$ A ` ` ` 

a) Se observă că se obține aceeași expřesie a lui v (în aproximația 

v X v) În cazul în care nu se poate face această aproximaţie, din (1d) rezultă : 


2 
b) ein = in — 
ja: 1+2 rsin? — 
i TT. 
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Pentru a introduce unghiul e (car 


N . . J} Lă 
se determină experimental), se ţine seama "ho 
de relația : 

| 0 
lp p 3 cp =. 
va 2 
mac? | 
2.95 Vp 20 Papi 
Problema 12.25. Un foton, de frec- „E Vmc'rpe 


venă w întilneşte un electron presupus 
liber şi în repaus, de masă mo. După 
ciocnirea elastică, fotonul diluzat, de 
frecvență vo, se propagă într-o direcție care face unghiul 0 cu direcţia Oz 
a fotonului incident ; electronul se deplasează cu viteza 7, care face unghiul ș 


Fig. 12.25 


cu axa Or. Puninda = Ni „să se calculeze : a) 4) variația relativă a lun- 
mc? 
SX 3 ENEN : E O 
mii de undă a radiaţiei, ae II în funcţie de unghiul de difuzie O şi de 
^0 
raportul æ ; să se deducă lungimea de undă a fotonului emergent, cind difuzia 
se face la 90° ; B) energia fotonului difuzat în funcție de 0 şi a; y) să se exprime 


tgọ în funcție de 6 şi a; să se calculeze e pentru 0 = 90°. b) a) Să se stabi- 


v 
lească relaţia dintre unghiurile 0 și e în funcție de parametrul ĝ ES: Ce 


devine această relație în cazul cìnd viteza de recul este mică față de viteza c 
a luminii ? B) Punînd t = tg ọ/2, să se arate că t verifică o ecuație de ordinul 
doi, unde 9, 8 şi a sînt date. j 

Soluļie. a) a) Ecuațiile de conservare ale impulsului, proiectate pe axele 
Ox si Oy (fig. 12.25) şi energiei sînt: Cocora 


A SRODA + pcos ọ, (1) 
c c 

yo : 

0 =— sin 0 — psine; (2) 
c 

lvo + Moc = hw t vV mes pe. E ENESE A 
După ridicarea la pătrat a relațiilor (1) şi (2) şi adunare se obține: 
pc? = h(x} — 2vovo cos 0 + vo): (4) 


Comparind (3) cu (4), se obţine: 


l — cos 0) = mc E F a . © 
Din relația (5) se obţine: 
X =N h . 
IT A ne i= 0 6 
s raul cos 0) (6) 
Puninda = —Î— în (6) rezultă: 
Mocho ia ; : 
A ca ca pi 
— = e(l — cos 0), 7) 
mal ) ( 


În cazul particular 0 = 90°, se obţine: N =?4(! dă a). 


31 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 


B) Lungimea de undă a fotonului difuzat este dl + a(1 — cos 0)] și 
deci, energia sa va fi: 


4 he i anc? i 
A l-ai —cos0)! 
y) Se vede ușor că: 


Ţinind seama de (7), din (0) se obține: 
v= yy — Av = vo l-ka(l—'cos0)]. 
Utilizînd (10), relația (1) se scrie: 


p cos ọ Si OA +a). 


Scriind relaţia (2) sub forma : 


p'sin i =h sin 0, 


după împărţirea ultimelor relaţii membru cu membru se obține: 


biggz SN al ats tul ctg: 
i ideii Reole fa, „Ella Idila 


Numeric, p = 3%. 


(8) 
(9) 
(10) 


(11) 


b) «) Dacă m este masa relativistă a electronului de recul, legea de conser- 


vare a energiei se scrie : 
o hyg + me = hw H me 
sau i > 


D miey po i ni “ma. 
G 


Comparînd (12) cù (1) şi punind p = m$c, se obţine: 
n: (1 cos 0) = (m — m)e + mpe cos e 
c jo 5 


sau 
aci 
TE a 


Relaţia (2) se scule și sub forma ; 


pp Zo! sja È = mer 
c 2 


0 mo 9 
2 sin Sco — hany Pa c sin e. 
ă s eey Li ẹ 
Prin împărțirea lui (18) la 614) se philaa i 
TE TE it -5 ! 


(4) 


Pentru cazul în care viteza de recul a electronului “este mult măi mică 
decit c (B< 1), se obţine; 


p 


(9) j 
lg— > ct — —. 
5 i 2 sin q 


à NS i gr. ii , 
B) Punind tg ọ/2 = şi banstormind tg B și otg o în funcție dest se 


obţine: 


Ea, ale) in 
a -l (A) 
Sa 


3 


21 


gap, de pisu 2 i 
1---—|E +2tg—ti— |1— >| =0. 
| E3 29 2 
Problema 12.26. Să se determine o expresie; a variației energiei unui 
foton într-un proces Compton. 


sau 


Solutie. 
man e 3, me OTA) 
NEN NEAN Ao 
1 — cos 
m,e ( ?) hè. 
=h = = cass) = 
>a PNAN r “Modo 


Problema 12.27. Un foton, cu lungimea de undă? = 6,1 nm, este difuzat 
sub un unghi drept de un electron liber aflat în repaus. Să se determine : 
a) pulsaţia fotonului difuzat; b) energia cinetică a electronului de recul. 


Răspuns. a) o îi e A Anat = 5,3-10% rad/s. 
arin > Ssnasilaai a2 „bt 
1 
D F = 60 keV. 
A -a j 


TEUS 


i 


Problema 12,28. Un foton, cu energia e = 1,00 MeV, este. difuzat de un 
electron liber, aflat în repaus. Să se determine energia cinetică a electronului 


de recul, dacă variaţia lungimii de undă a totonului datorită difuziei reprezintă 
n = 20%. vii 


Răspuns, ` 


pd NS OMAV, 
9 kon 


Proble 12.29, Un foton, cu energia Rn = 250 keV, este dluaat sub 


un unghi 0 = 120° de un electron liber, aflat iniţial în repaus. Să se determine 
energia fotonului diluzat, 
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Răspuns, 


host sia a ae =0,144 MeV. 


[i ho iad 
1 -} 2 Sin 3 
Problema 12.30. Să se determine lungimea de undă a razelor X, știind 
că energia cinetică maximă a electronilor liberi este e mas = 0,19 MeV. 
Răspuns, 
a ) 
= [ji aut apa 1]= 37 pm. 
„me 


de max 


Problema 12.31. Un foton, cù energia ħw =0,15 MeV, este difuzat de 
un electron liber, aflat inițial în repaus. Rezultă o variaţie a lungimii de undă 
AA = 3,0 pm. Să se determine unghiul sub care este expulzat electronul 
Compton. 


Răspuns. 


Problema 12.32. Un foton, cu energia de n =2 ori mai mare decit 
energia de repaus a unui electron, suteră o ciocnire cu un electron liber, aflat 
în repaus. Să se determine raza.de curbură a traiectoriei electronului de 
recul, aflat într-un cimp magnetic B = 0,12 T. Presupunem că electronul 
de, recul se deplasează perpendicular pe. direcţia  cîmpului. - j 

Răspuns Ké enegs: St intii i asioată k gb Jgs 

| pen ie) toaca ca 
ce e DEE SR 


isi d) 


EADS Jiri 
34-10 m. 


Problema 12.33. Se realizează o ciocnire Compton între un foton avînd 
lungimea de undă 2o, care se propagă după axa Oz spre z pozitiv, şi un electron 
care se deplasează spre x negativ, avînd.o energie cinelică d.e = 0,5 MeV 
în referenţialul laboratorului (S). Să se calculeze : â) lungimea de undă A 
a fotonului în reterenţialul (S) legat de electron ; b) direcţia fotonului emergent 
în referenţialul laboratorului (Se), cînd în referenţialul (S) difuzia se face 
la 90 ; c) lungimea de undă a fotonului emergent în sistemul laboratorului (S): 
d) pierderea de energie cinetică fiu — Com în (So), în cursul ciecnirii, în 


A ho 0) CRN, S 
funcţie de a = i si d m DA Se vor face calculele considerind lungi- 
2 2 
moc mc 


mea de undă Compton A = 0,024 À, do = 0,1 À şi mec? =0,511 MeV. 


Soluţie, a) Energia cinetică a electronului în (So), înainte de ciocnire este: 


t 


Cein = mer (i A 1). k 4 
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nnde 


b zi l 
€ | Cein 4+- Ji 
myc? 


Frecventa fatonului în referențialul (S) al electronului se obține din relația : 


JE 


(efect Doppler longitudinal). Deci: 


A aaa 0027 A, (2) 


d) Dacă în referențialul (S), după ciocnire, unghiul de difuzie este 0, 
în reterențialul (S) al laborator ului, unghiul de difuzie este 04, dat de relaţia : 


Sos 0, oh pì 
i — B cos %~ 


vos 0j= 13) 


care se obține seriind relapa ue transformare pentru cumponentele ky ṣi koz 
ale cuadrivectorului de undă. Din (3) rezultă: 


cos 0 FB 


cos 0, = —. 
1— B cos 0 


(4) 
Pentu cos =0 se obține: € 
cos 6, = B, 6, = 38: 
c) În referențialul (S), totul se petrece ca şi cum electronu: in repaus s 


cioeneşte cu un foton cu lungimea de undă À, > ut de (1). După ciocnir 
fotonul are lungimea de undă 


Înlocuind (2) în (5) se obține: 


IA TON 
xal irt i arie 


br SER 


Pinind seama de efectul Doppler, frecvența fotonului difuzat în (S) este 
legată de frecvența sa în (Sa) prin relația : 


Pentru eos 0, = P, rezultă: 
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VIB 
i e INI 5 ; 7 
X =N Aa 4 (7) 
Din relaţiile (6) şi ES se obţine: 
=li — B+ ay = Bî] = 0,022 A. 
4) Legea de conservare a energiei în (Se) se scrie: 
Ros + (mac? + etn) = hoo + (Mac? + eta). (8) 
Pierderea de energie cinetică datorită ciocnirii este : 
Coin — Veta — hop — hos ; 
sau j : 
Lein FOF Cas = mc? (x GE a) = 0,425 MeV. 
Problema 12.34. Un flux de radiaţie monocromatică, avînd A = 9,12 Â, 
este :difuzat de atomii de hidrogen. a) Să se calculeze lungimea de undă a 
fotonului difuzat după o direcţie care face unghiul 0 = 90” cu direcţia de 


propagare Oz a fotonului incident. b) Să se calculeze energia cinetică fu 
a electronului proiectat pe o direcţie ce face unghiul e cu Oz, în funcţie de 


h 
a -2 , unde A este lungimea de undă Compton A al Să se dedacă 
m0- Gis £3 fa ag i 
o relaţie între 0 şi ọ. Se va considera cazul elativisti tea tătar ia 


Soluție. a) După difuzie, lungimea de undă a fotonului este A” astfel că a 


X — a = (= cos) = 2h ee (1) 
mec Cs, ăi: ü : : 
Pentru = 90°, se obține :; i 
Nen A = o, 122 E 
Py Relația a) se mai scrie: era ae zac voal : 
dă y iri fongii 3 n să (2) 
1 + a(l — cos 9) 
h 
unde « = za, Energia cinetică a electronului este : 
mec ERIE pN ai 
(1 — cos 0) 
L= a(1 — cos 0) ` 
Scriind relațiile de conservare a energiei şi ale anasa (proiectate pe axela 
Oz şi Oy) şi utilizînd (3) se obţine, după eliminărea lui 3 Pa: o in 
REF! : Ai Ai gA Pirog F 


= h(v, — vw)=hy - | B 


2 
l+ tatge 
Introducînd (4) în (3) rezultă : nhas a 


ain = hyer M, 
1+2 FU Fa) te e 


(4 


1 —.cos 0 = 
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<+ 


Expresia (4) se mai scrie: 


ctgo =— (1 + atg. 


Problema 12.35. a) Să se demonstreze relația generală ce dă numărul 
de undă pe centimetru de radiație emisă de atomul de hidrogen uşor, cind 
electronul trece de pe nivelul n pe nivelul n’. b) Să se calculeze lungimile de 
undă în aer uscat la 15°C și sub presiune normală ale primelor patru raze din 
seria Balmer (H,, Hg, Hy, Hs) şi să se determine limita seriei. c) Care sint 
potenţialele de rezonanţă şi ionizaţie ale atomului de hidrogen uscat ? Se 
cunoaște Ry = 109678 cm-!. 

: me 1 - sait 

Soluţie. a) En = — ————"* — , unde n este întreg. Conservarea energiei, 

Sre n g 
la trecerea de pe nivelul n' pe nivelul n (n' < n), se scrie: 


Hanai s mé (1 1 ; 
| Na (ae a) 2) 
8zesli” | n? n? 
E 1 ESF 1 1 = EE 
b) v =— ; rezultă: v = — — — J, 2, este lungimea de undă în 
„2 2 
de n n 


vid. Într-un mediu de indice N, lungimea de undă va fi: Are Astfel, 

pentru H, rezultă : “e = 15 233,1 cm- şi pentru Hg rezultă : Ve = 20 564,6 cm"; 

pentru Hy rezultă: % = 2303214 cm”: şi pentru Ha rezultă: Ye = 24 372.9 

cm-!. Pentru limita seriei n = ©, deci e r cm! şi AÀe=3 646 Â. 
me (1 1 1 

aà n Sa mal er ie aie E al de unde V, = 

a = = 10,198 eV; V, -i = — 12,087 eV. Potenţialul de 


e 
ionizaţie V, este. potenţialul care face ca electronul de sarcină e să treacă 


din starea n =1 în starea n =œ, unde este separat de n=1, prin: eV, =€, =hcR, 


şi rezultă V, ja CR 98 ev. Energia de ionizaţie; corespunde. energiei 


limită din seria kyman. 


Problema 12.36. Radiațiile electromagnetice monocromatice, emise în 
vizibil şi” în ultřavioletul apropiat de atomul de hidrogen, constituie seria 
Balmer. Lungimile de undă ale acestor radiaţii verifică relaţia : 

Me i VOR) mu PI i 75 mi Zi 


ZN A 


n2— 4 


unde 4 = 3 645,10740 :m. a) a) Să se indice valoarea cea mai mică posibilă 
a lui nṣi să se deducă lungimea de undă a radiaţiei electromagnetice respective. 
B) Care sint numerele de undă și lungimile de undă ale radiațiilor vizibile 
din acest speotru, dacă el este limitat în partea ultravioletului de lungimea 
de undă), = 4 000'A! b) Să se calculeze lungimea de undă limită, pentru n 
tinzînd la infinit. Să se deducă energia fotonului corespunzător.  . = S 


487 


Soluție. a) æ) Lungimea de undă fiind o mărime pozitivă, n nu poate 
avea decit valori întregi, definite prin relația n? — 4 > 0, sau n > 2. Vatorii: 


minime a lui n (n = 3) îi corespunde lungimea de undă: 
9 
A Ze: A = 6 561 -10-0 m. 


8) Radiațiile vizibile au o lungime de undă mai mare decit A, fiind carac- 
terizate prin numere întregi n, astfel încit: 


nè 


A ze maraga d > A , 
PTE 4 í 
de unde 
n? < SEI LEI = 36. 
A SE ho 


Deci, 3 < n € 6, adică n =3, 4, 5, 6 şi se obțin patru radiații în do- 
meniul vizibil, notate cu Ha, Hg, H şi Hs şi ale cărcr lungimi de undă sînt = 


— pentru n =3, 
rzi = 6561:10- m (Hy); 


— pentru n =4, 
A = 4860-10 m (FI); 
— pentru n =5,. 
A = 4 340-10 m (Hy); 


— pentru n =6, 
A= 4 101+10-% m (Hp). 
b) Dacă numărul întreg n tinde la infinit, lungimea de undă 
i E : i : = EEN saună $ 
gi E tinde spre % = 3645-10-10 m (radiaţia H din ultravioletu? 
n? f ; aA a 5 5 
apropiat). Fotonul corespunzător acestei radiaţii are energia E= Rus —34 eV. 


| 13 si 


Problema 12.37. Să se afle domeniile de frecvenţă corespunzătoare seriilor 
speetrale ale atomului de hidrogen. 


Răspuns. 


ji Moca? (1 1 1 1 
Ymi II Cp mi = = 3200108 e d 
4 bah oon, 2h ( nene (E a RE 


10% vmta [Hz] 10% vase [E] to Av {ita} 


2,463 

0,512 0.309 
Paschen ; / 2 ORL ta ALTE 
Brackett ; 0,074 0.434 
Piona e oosa a a __0.098 
| Pikering i i PET TE Pee şi 0.087 
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V 


o ada a a 


Problema 12.38, Să se arate că viteza v a electr. nului pe cea mai mică 


2 


orbită a lui: Bohr este A şi 'să-se exprime ca o fracțiune a vitezei luminii 
TE 


Se v N iA dei A 3 
în vid, c. Ce reprezintă raportul —? Este rezonabil, în primă aproximaţie 
€ 

să se neglijeze efectele relativiste în teoria atomului de hidrogen ? 


Sotuție.. Ţinindu-se seama de condiția lui Bohr, mr?a, = nħ, unde 


n= 1; 2 3.» „şi de ecuaţia care leagă atracția Coulomb de forță centrifugă, 
} e re, rezultă : 
Ane ri ; i 
4 2 
Ta = ice n? rr, 
| age me i 
ån E0 h 
unde r, = a este prima rază Bohr. De- asemenea, se știe că d, = 
m 
kelemen y 
CICA 
ARS 2 N n? 
iese mes 
é rT A 
47 E0 2 h? 
za e? p? 
Ținind seama de — = m — , se obţine: 
ÁT Eo T? F 
j} | e TE 
A AT o myo Are h z 
p e 1 AEN. ; 
Astfel, — = ——— =a = (constanta structurii fine). Ținînd seama 
c AT E hc 137 


de valoarea lui a, se justifică neglijarea, în primă aproximaţie, a efectelor 


“relativiste în teoria atomului de hidrogen., 


Problema 12.39. Considerăm atomul de hidrogen format dintr-un nucleu 
fix, în jurul căruia se roteşte un electron, într-o mișcare circulară şi uniformă. 
a) a) Aplicînd prima condiţie de cuantificare Bohr, să se arate că energia 


; k 
sistemului nu poate avea decît valori discrete, de forma : Ca = ză B) Săse 


arate, cu ajutorul celei de-a doua condiţii de cuantificare Bohr, că tranziţiile 


între diferitele stări staționare ale sistemului sînt însoţite de. un spectru avînd. 


numerele de undă :— = R Laa 


narek 
leze valoarea constantei lui Rydberg. Se cunosc : masa 
electronului, m, = 9,109- 10-® kg, sarcina electronului, 
e=1,6021 10" C, constanta lui Planck, h=6,6255-10-* 
J's, viteza luminii c = 2,9979-10% m*s=1, (freo) = 
= 8,9876-10° m.F-1, b) Știind că centrul de inerție 
rămîne fix şi admiţind că şi nucleul descrie un cerc, 
în acelaşi timp cu satelitul său (fig. 12.39); œ) să se Fig. 12.39 


. y) Să se calcu; A 
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arate că în acest caz, pentru constanta lui Rydberg rezultă! o corecție de 
R 


forma: Rg = —————-; B) să se calculeze lungimile de undă extreme ale 
1+(m/M) A 
seriilor Lyman (n=1, k=2, ...), Balmer (n=2, k=3, ...) şi Paschen 
(n 9 ki); Y) să se calculeze deplasările izotopice observabile între 
aceste lungimi de undă şi acelea corespunzătoare spectrelor de deuteriu și ? 
tritiu. Se cunosc: masa protonului, m, = 1 836,1 m,; masa neutronului, 
Ma = 1 833,6 m,; energia de repaus a electronului: yy 0,5110: MeV ; 
energia de legătură a deuterunului, dp = 2,224 MeV; energia de legătură S 
a nucleului de tritiu, y = 8,482 MeV. | 
Soluţie. a) a) Forţa lui Coulomb echilibrează forţa aja -= Lia = 
a 
LT ande kadja noia a oe EA e onl (fig. 12.39). 
a E 
Energiile cinetică și potenţială ale electronului sînt : 
ke? 
cin eTa 
2a 
şi 
TEE > 
a 
şi energia totală va fi: f 
Ce = bein + U. = 
2a 
Aplicăm prima condiție de cuantificare a -lui Bohr: 
T i 
fm? d= 2m mva = nh, è > 
0 E o: Hg 
de unde AI LOTOB tin ai Jigi sa iu xi 
> n r; uro i 
Anomkel vata) REEL cmaideuată f 
şi 


ioi di 2, miei ii 
RaR A a, 
unde n este un număr întreg. ; ; s . 
B) Aplicăm a doua condiţie de cuantificarea lui Bohr : fiecare electron, 
i trecerea de pe nivelul k pe nivelul n (k > n), emite o cuantă de energie 
hy = Zk — 2m căreia îi corespunde numărul de undă: 


t-s 


(aa E O Ra 
a c he 15i nè ke X 
de unde | E E al ; 
poe A miket 
Ie à 
y) Valoarea lui R este: St 
a R = 1,0974. 10%. m Zh 
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b) «) Centrul de inerție al sistemului rămîne fix și fiecare particulă descrie 
cîte un cerc. Conform figurii 12.39, putem scrie: 


Pentru fiecare particulă (electron și nucleu), forţa lui Coulomb echilibrează 
forţa centrifugă : 


ke mv? MV? 


= — 


(a+ A) a A 
Prima condiţie Bohr se scrie: 
T T 
l mo? dt + | MV? at = 27 (mva + MVA) = nh. 
d 


Energiile cinetică şi potenţială devin : 


F ke? 
AGR A) 
şi 
USE ke 
a+ A 
iar energia totală va fi: 
ke? 1 27? mk? e 


Constanta Rydberg devine: 
moa = = 10968107 m=: 
1+— 1+ —— = 
M 1836 


8) Lungimile de undă ale spectrelor vor fi pentru seria Lyman : 


A 


e»prins între 2, = 1 216-10=° m și Aœ = 912-102 m; pentru seria Balmer: 


i oss (so) 107 m=, 


A _1,0968(î—-1 ). 102 m-a, 
A 4 É 


cuprins între à, = 6 565-10-1° m şi Ace = 3 647 -10° m ; pentru seria Paschen : 


1 1,0968 a a -107 mo, 
A 9 K 


emprins între A, 2 18 750-101 m Și Am = 8 206-100 aa. | 
+) Calculăm masa deuteronului. Energia sa de legătură corespunde la : 


dn p 44% 
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şi masa sa va fi: 


Mp = 3 670,3 Me. 


Energia de legătură a nucleului de tritiu este: 


jar masa sa: 


Vom calcula lungimile de undă ale spectrelor deuteriului și tritiului, cu 


ajutorul noilor constante : 


şi 


r hr 16,6 Omi 


mp = 5 496,7 m.. 


Rea eR 
PAYERS 
3670 
Ry = a 1 
Jpiyia 
i 5497 


Atunci deplasările izotopice vor fi: 


1 1 e 
ANDRE) i | Ea ep ie 20| 3 e MT 
ei asa z) 3674 . 
şi sA 
i 1 ENE 
PAnR eee a a Es 
za doz 7) 2757 


După efectuarea calculelor, se oyini rezultatele rsi 


— seria Lyman: 
şi 


pentru deuteriu ; 


pentru tritiu ; 
— seria Ballmer: 


și 

pentru deuteriu ; 
Și ce AM iti 
pentru tritiu ; a 
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A = —2,38:10-% m 


iK 


A = —0, 33. 10-20 m 


YA 
f} 


Aro = —0,25, 10720 m, 


AN = —0,44 -10719 m 


Aa = — 0,33+10714m 


A = —1,79.19-10 m 


Aha = 0,99:19-9 m, 


"Aha 3 1,92+10-10' in, 


— seria Paschen: 


AX, = —5,11-10-109 m 
şi 
Aa = — 2,23-10-* m, 
pentru deuteriu ; 
A, = —6,80:10-% m 
şi 
Aha = — 2,98:10- m 
x pentru tritiu. 


Problema 12.40. a) Să se găsească lungimea de undă a radiației emise 
de atomul de hidrogen la trecerea electronului de-pe nivelul excitat n =2 
pe nivelul fundamental n = 1. b) Știind că timpul de viață mediu al stării 
excitate este t = 10% s, să se calculeze numărul de rotații efectuate de elec- 
tron în jurul nucleului pînă la reîntoarcerea pe nivelul fundamental, c) Ce 
scădere a temperaturii ar trebui să sufere o moleculă de hidrogen pentru ca 
pierderea de energie cinetică a acestei molecule să fie egală cu scăderea ener- 
giei atomului în această tranziţie ? 


Soluţie. a) Lungimea de undă a radiaţiei emise este: 


A = — > 
W 
unde 
bo — ei 
o z - 
h 
şi 
A gt 
Va == RE 4 . 
j 8Sh?eân? 
T Rezultă că: > 3 
H Sh: 2 > - £. A Lia ea i í 
am = 1,21-4027- nistţaatoa” înin ratio s dă 
„met 1—— do T ESY T TA asc iz HÉ misi „ză 
= sae a dau : : Ra = EA 
ELE arie Sohe er epica RSA 
E Această radiaţie corespunde domeniului ultraviolet, deci seriei Lyman. 
b) Pe nivelul excitat, n =2, electronul are c viteză va Eae e 


Ahsa 
= 1,1-10, mjs. În timpul + cît durează starea excitată, el descrie“ o` orbită 
de rază r; = 2 r; = 4 -0,53 -= 2 I2 Å 29,12:10%0m-şi un drum E = vpt = 
= 1,1-10%-10% = 1,1-10-2 m, corespunzător unui număr ķkde`rotații, ta 
Va i iată 


| 2 = 8,27 rotații. 
27ra 


c) Energia cinetică a unei molecule de, hidrogen, la temperatura T, estes 


posg 
Croes 
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Pierderea de energie de către această moleculă, la o scădere a temperaturii cu 


AT, este: 
Ad, = aAT =b — ói 
şi atunci 
AT a Ca rd) = 79000 K. 
3kp 


Problema 12.41. Considerăm un model atomic, compus dintr-un nuclea 
punctual N, de masă M şi sarcină pozitivă Ze, în jurul căruia gravitează un 
electron A, de masă m și sarcină — e. a) Presupunem că nucleul N este fix, 
astfel încît electronul descrie o orbită circulară cu centrul în N şi de rază r. 
a) Să se exprime energia totală Z a sistemului nucleu-electron (în cadrul 
mecanicii clasice) în funcţie de Z, e, r și de permitivitatea e a vidului. 
p) Pentru interpretarea spectrului din seria Balmer, Bohr a introdus condiția 
de cuantificare a momentului cinetic al electronului, L = ni (n întreg). 
Care sînt în acest caz razele r, ale orbitelor posibile ale electronului ? Să se 
calculeze valoarea a, a primei orbite a atomului de hidrogen. v) Să se deducă 
energiile 2, posibile şi să se regăsească formula lui Balmer. ò) Ce - corecție 
trebuie adusă energici atomului, dacă nucleul nu mai este considerat fix și 
electronul descrie o orbită circulară al cărui centru G este fix (G este centrul 
de inerție al sistemului nucleu-electron) ? e) Care sînt energiile de ionizare ale 
atomilor de hidrogen, de heliu ionizat Het (Z = 2) şi de litiu ionizat Lit* 
{Z= 3)? b) Să se exprime, în funcţie de h, m, e, e, Z şi n, lungimea de 
undă asociată electronului din modelul propus. Se vor face calculele pentre 
viteza şi lungimea de undă asociată electronului din atomul de hidregen, 
aflat în starea fundamentală. c) În starea fundamentală (n =1, l=0) 
a atomului de hidrogen, funcţia sa de undă asociată are expresia : 


Ņ(r) = C exp E a) 
ris Co 
Să se determine constanta C și valoarea medie a distanței nucleu-electroa 
şi a energiei potenţiale V(r). = 3 
Soluţie. a) a) Conform legii lui Coulomb, asupra electronului A acțio- 
nează forța de atracție electrostatică: 
, 1 Ze 


Anen Ia 


unde i este versorul direcţiei NA (fig. 12.41), Deoarece electronul a 
descris o orbită circulară, cu o viteză constantă v, forța F are rol de 
forţă centripetă : 


cz dai) 1 Ze? M 
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r 


Sy 


"y 


pe tronul < 0 
=, ` N 
S NY Ra 
/ E A E == -7E 
| Af-e.m) Emisia unui foton de 


energie ha= | E 


Fig. 12.41 


Energia totală a electronului, deci și a atomului deoarece nucleul N este 
presupus fix, este: i 


o= Ocin + UE p i — 2 Veta E beim 


adică 


Sreo r- aD 
Observăm că energia atomului este negativă, ceea ce este efectul condiţiei 
ca orbita să fie circulară (sau, în general, eliptică) într-un cîmp de forțe 
central. Dacă energia ar fi pozitiva sau nulă, electronul ar descrie o hi- 
erbolă sau o parabolă. 

6) Momentul cinetic al electronului față de nucleu este : 


L = mor. 


Condiţia de cuantificare a momentului cinetie se scrie : 


L= moir = n. 
ops 27 


Atunci vitezele posibile ale electronului. vor fi: 


v=n 


2rmr 


ş i 
Înlocuim această valoare în relația (1) și obtinem + 


n2h2 Ze? 
ae 3 


TINT €o 


de unde razelefposibile ale orbitelor electronice sint i 


h2e9 i 
r, = n? ——— (n întreg), 3 
zmZe? ( 6) 


Indicele n al razei r indică că aceasta nu poate avea decit o suită de valori 
discrete, definite de numărul întreg n. Pentru Z=— 1, modelul considerat esta 
cel al atomului de hidrcgen neutru. Raza a, a primei orbite a acestui 
atom (Z =1, n = 1) este: 

Rea 


= 0,53-10-% m. 
nme? 


de e 


y) Relația (2), care exprimă energia atomului, poate fi transerisă cu 
ajutorul relației (3): 


Ze? - mZe? 1  Z*mei 
metis Be ee 219 eat aro ai 2 > (4) 
Sreo nhs n? 8h2e2 
E e Zune sote i paliere bit iai E 
Dacă notăm Rz = Ta — , şirul de valori discrete ale energiti atomului 
ee E 
se exprimă prin relaţia : 
? 
a 
: E 


Dacă n şi Ep sint două niveluri energetice posibile pentru eleetron (presus 
punem n > p), trecerea electronului de pe nivelul n pe nivelul p este 
însoțită de emisia unei radiații, de frecvență cop, în aşa fel încît: 


3 e e SOD NAS 
unde zi 
i TEAR 
n nè 
şi i 
óp == ai 
p? 
Atunci, 
En EE Up Ji 1 Pi 


[i 


Lungimea de undă a radiaţiei emise este: 


2nc © 2ach  -nip? 
Wnp Rz N — R: 
Pentru p =2, această expresie capătă forma; 
Ă n? S 
A- = oii A 


n2—4 


Anp = 


496 


„a 


ude 


T Ach 32ched 
; S Rp ezma 

În cazul atomului de hidrogen, Z = 1 și 2, = 3645-10-10 m. Am regăsit for- 

mula lui Balmer : radiaţiile din seria Balmer corespund la tranziții între ni- 

velurile de energie definite de numerele cuantice p = 2 și n > 2. 


è) Notăm: 
GM =X 
Şi 
GM =x (fig. 1241,c). 
Centru! de greutate G al sistemului electron-proton este definit de relația z 
M-X + m-z=0. 


Observăm din figura 12.41,c că: 


+r = Mm =GM = GM =a X.: 


Atunci, 
M Taau a Meam > Mem 
T X t— X r 3 
de unde 
mM 
MI = 
M+m 


Observăm că raza r a orbitei este înlocuită prin 7 şi energia atomului se ob- 
ține inlocuind masa m a electronului prin masa redusă mM/(M + m) a, 
sistemului nucleu-electron (mai mică decit m). Conform relaţiei (4), energia, 
atomului devine: 


Ei tă VALI mM 1 
ş Sh? m+M nè 
sau ph E dp tă $ 
Lă 3 M n 
Cn da A — 2 
m 3 
1 pe 
SE ep 


Dar, M > m şi atunci: 


zl aa) 


Rezultă că dacă ţinem seama de mişcarea nucleului trebuie să facem. o 0o» 
recție relativă Adn 
Ön ; 
cleu fix. Această corecție este de ordinul lui 0,05%, pentru atomul: de li= 
drogen. Ea este suficient de mică pentru a putea fi neglijată. 
e) Energia de ionizare este energia ce trebuie dată unui atom. pentnu a-t 
smulge electronul periferic, adică pentru a-l deplasa din starea fundamentală, 
la infinit. Conform relaţiei (5), această energie este egală cu & = ħw = 


mee A E a 
= — a nivelurilor energetice obţinute pentru. un. nu~ 


82 ~ Culegere de probleme de fizică — cd, 130 
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172 
= Rafar — =i Send = 13,6 Z? cV. Pentru atomul de hidrogen neutru, 
13 00 Shek 
Z = l şì & = 13,6 eV ; pentru atomul de heliu ionizat, Z = 2 şi d, = 54,4 eV} 
pentru atomul de litiu ionizat, Z = 3. şi 2ı = 122,6 ev. 
b) Conform relaţiei (1), viteza electronului pe orbita de rază r este: 


Z 1/2 
v = e| ——] . 
ATremr 


Ìnlocuim pe r prin valoarea dată de relaţia (3) şi obţinem : 


Zeal 5 
==. (3) 


Va 
2he n 


Lungimea de undă asociată electronului aflat pe orbita a n-a este: 


În cazul atomului de hidrogen (A, viteza electronului în starea 
fundamentală (n = 1) este: EHHA 


2 


= 2,2-10 IN AS să 


- vı = 
Co 
Această viteză fiind mult mai mică decit viteza luminii, este justificată 
scrierea ecuaţiilor în cadrul mecanicii nerelativiste. Lungimea de undă aso- 
ciată este egală cu: 
2h?e 
Ar = — = 3,332 10710 m, 
i Szopa „mei j 3 
c) Probabilitatea de a găsi electronul în volumul cuprins între: sferele 
cu centrul în N şi de raze r şi r + dr este egală cu | V |? dz, unde dr este 
volumul elementar cuprins între cele două sfere (dr = 4mr?dr). Condiţia de 
normare a funcţiei de undă se srcie : RO 


Toor e 
Oe 
adică 
æ exp = =] 4xr? dr= 1. 


(o 
Integrala este de tipul: 


| ep [— pla? dr = ză a 
0 


RIGA 
adică, a 
fef A dr = ai! 
ao (2/00) 


și din condiţia de normare rezultă. căt. 
G = (ra), 
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Valoarea medie a distanţei. nucleu-electron este: 


œ œ 


(ry = (ig T|V|? dr =47C? | exp e = re dr = 0,8+10-2 m. 
dA 0 


do 


Se observă că valoarea medie <r) este diferită de valoarea cea mai proba- 
bilă a, a razei orbitei. Valoarea medie a energiei potenţiale este: 


<U> =f ff Ubia 


unde 


Ujer 
z ATE 
şi atunci, 
22 = 2 ` e? 
ra paie = A [exe | Zrar = < 
Eo do 4755000 
0 


Valoarea medie a energiei potenţiale este egală cu energia potenţială a siste- 
mului, în cazul în care electronul gravitează pe orbita de rază a, (raza ceas 
mai probabilă). În cazul numeric considerat, 

CU) = — 27,2 eV. 


Problema 12.42. Să se calculeze potenţialul de ionizare al atomului de- 
hidrogen. 


Soluţie. Prin definiţie, potenţialul de ionizare este dat de lucrul mecanic 
© necesar pentru a deplasa electronul de pe orbita sa la infinit: 


he 1 1 
CV somiz = Lioni = hy aa = ter 5 r; = , 
de unde 


heR (1 1 
Vion: =—|— — —]. 
Č NNA mès) 
În cazul considerat, n —1 şi m = co, deci 


hcR 


Von: == = 13,6 V. 

Problema 12.43. S-a efectuat o experienţă în care s-a trimis un fascicul? 
de raze X, sub un unghi de 14°, pe un cristal de sare, avînd constanta reţelei; 
egală cu 2,81 Å. Maximul de difracție de ordinul întîi s-a obținut pentru o~ 
tensiune de 9 100 V, aplicată electrozilor tubului de raze N. Să se calculeze- 
valoarea constantei lui Planck. 


Soluție. Maximul de difracție de ordinul întii s-a obținut pentru o ten-- 
siune V, dată de legea conservării energiei : 


eV = niist 
PA 


Şi o lungime de undă dată de legea lui Bragg: 
A = 2d sin 6. 


Din cele două re 'ații : 


eVA ___2eVd sin 6 = 662-10 J-s, 
c c 


t= 


Problema 12.44. Un flux paralel de electroni accelerați !' tensiunea 
continuă V = 25 V cad, sub incidență normală, pe o diafragmă cu două 
fante paralele, aflate la distanţa d = 50 um. Să se determine distanţa dintre 
maximele vecine ale unei figuri de difracție, obținută pe un ecran aflat la 
distanța 1 = 100 cm de planul fantelor. 


Răspuns, 


T f 4.9 
e e m. 
d, /2meV 2 

Problema 12.45. Un tun electronic trimite electroni monoeucrgetici pe 
fața unui monocristal de Ni. După direcţia care face un unghi 0 = 55 cu 
normala pe față se observă un maxim de reflexie de ordinul patru, pentru 
o energie a electronilor 2, = 180 eV. Să se calculeze valoarea corespunzătoare 
distanței dintre planele cristaline. > 

Răspuns. 


pe = Eee ea =0,21 nm, unde k =4. 


Jam, cos 3 


Problema 12.46. Să se calculeze unghiul sub care Davisson şi Germer 
au observat reflexia Bragg a electronilor de 54 eV (= 1,67 Å) pe un cristal 
de Ni cu constanta reţelei d = 2,15 Å (se va folosi n — 1). 


Răspuns. sin 6 -> = 0,3884 şi 0 = 23%, Aceasta înseamnă că unghiul 


dintre fasciculul reflectat şi cel incident este de 20 ==465. 


lare. Se obţine un maxim de intensitate de ordinul întîi, pentru direcţia 0 = 0,. 
Să se calculeze distanța d dintre planele reticulare ale cristalului. Se cunosce : 
9, = 58251) = 1,54 A. b) Davisson şi Germer au trimis un fascicul de electroni, 
cu energia cinetică Ce = 48 eV, pe suprafața unui monocristal de nichel. 
= Uncilindru Faraday, legat la un electrometru, a permis măsurarea intensității 
electronilor difractaţi. Ei au obţinut un maxim de intensitate,după direcţia 
0, = 72" faţă de normala la cristal. Să se calculeze lungimea de undă asociată 
electronilor ; a) teoretic, folosind formula lui de Broglie; 6) experimental, 
cu ajutorul formulei lui Bragg. c) Într-un microscop electronic, fasciculul 
de lumină este înlocuit cu un fascicul de electroni acceleraţi la tensiunea de 
40 kV. a) Să se găsească puterea de rezoluţie teoretică a microscopului, lun- ` 
gimea de undă a radiației presupunîndu-se egală cu lungimea de undă asociată 
electronilor. B) Fasciculul de electroni este limitat de o deschidere de 10-° rad, 
pentru a evita aberaţiile, Să se calculeze ciştigul realizat la limita de rezoluţie, 
faţă de un microscop ce foloseşte lumină vizibilă. 
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Soluţie. a) Razele X suferă o 
difracție pe atomii M din planul reti- 
cular (P) şi pe atomii M' din pla- 
nul reticular (P') al cristalului 
(fig. 12.47). Razele difractate inter- 
feră constructiv după direcţiile de 
reflexie geometrică (unghiul de inci- 
denţă egal cu unghiul de reflexie), 
dacă diferenţa de drum intre. razele 
R, şi R, este egală cu un număr Fig. 12.47 
întreg de lungimi de undă. Această 
diferență de drum este: A = AM’ + M'B =2MM' sin 0 = 2d sin 0. Rezultă 
că după direcţia 0,, definită de 2d sin 6, = kì (1), apare o interferenţă 
constructivă, fasciculul difractat prezentind un maxim de interferență. Din 
relaţia Bragg: d =0,91-10-—+ m. 

b) a) Lungimea de undă asociată electronilor este: 


h 


7 
4 ——Z— 
A = : 


Pp 


Energia cinetică em =48 eV este neglijabilă față de energia de repaus 
m? =0,51! MeV. Fiind în cazul nerelativist, deci : 


aa aia a 
3 2M? Letn 


$) Înlocuind în relația Bragg (1), k =1, obţinem: A = 2d sin 6, = 
= 2:0,91-10-10-0,941 = 1,73:10-10 m. Concordanţa între . cele două valori, 
teoretică şi experimentală, ale lungimii de undă, cu o eroare de 1,3%, dove- 
deşte că experiența lui Davisson şi Germer verifică ipoteza lui de Broglie. 
y c) a) Energia cinetică a electronilor accelerați este : en = (m — mac? = 
eV. Energia cinetică 2. = 40 keV nu mai este neglijabilă faţă de energia 
e repaus. Vom considera cazul relativist : 


MoV 


- (oz 
c? 


“Lungimea de undă asociată electronilor va fi: 
; h K0 jepe Nano e grasi 


A = 
P MoV, 


unde i 
a aje = 
moaca Ep rin 
: ti mc? 
Atunci, 


= he 
Pece i aeae 
~ Canl + 2maci | Sen) 


6) Lungimea de undă asociată electronilor este de 10° ori mai mică decît 
cea a luminii vizibile, dar fenomenul. de, difracție limitează puterea de rezo- 


= 6:10 m. 
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luţie la valoarea : 


0,6 
8 = i 
- n sinu 


unde n este indicele de refracție al mediului din faţa obiectivului, iar u semi- 
unghiul făcut de fasciculul incident cu axa microscopului. În cazul micro- 
scopului electronic, deschiderea obiectivului este n sin u = 109," de” TOF 
ori mai mică decit pentru microscopul obişnuit. Puterea de rezoluție reală 
a „microscopului electronic este de 10%/102 = 100 ori mai mare decit ced a 
microscopului clasic. 


Problema 12.48. O sursă Zn% emite un spectru de electroni de conversie, 
reprezentat în figura 12.48; u. Schema de dezintegrare este una din cele dou% 
reprezentate în figura 12.48, b. În tabelul de mai jos, se dau energiile radia- 
țiilor X pentru ?Cu şi Ge. 


6——Â 


Z Ka (keV) | La(kev) 
»Cu 29 8.06 0,93 
Ge 32 9,89 1,19 


Contorm legii lui Moseley, energia pentru fiecare serie se poate scrie sub forma = 
6 = a(Z — b)’. Să se determine constantele a și b pentru fiecare serie. Să se 
deducă care din cele două scheme de dezintegrare este cea corectă. Să se calcu- 
leze lungimile de undă în vid ale radiaţiilor emise. 


Solutie. Folosind valorile energiilor din tabel, se poate scrie pentre 

seria Ka a atomilcr de “Cu și 2Ge: ~ 

„8,06 = a(29 — 0), 9,89 = a(32 — d, 
de unde a = 1,02-10-2 şi b = 0,85. Atunci, Ca) = 1,02:10-2 (Z — 0,85) 
Pentru seria La: 

0,93 = a(29 — b)" 1,19 = a(32 — d), 
de unde a = 1,76-10-* și = 6,04, deci : 

iIa = 1,76:1072(Z — 6,04). 
Pentru a determina care este atomul emițător trebuie să se scrie că: 
Ad =% — 6 = 8,64, 


adică : Ro ciat 
1,76-10-2(Z — 6,04)? — 1,02-10=?}(Z — 0,85) = S,64, 


bE=8.65 keV RE 
poraa A 
To 
şi 6e 
7 d 
Fig. 12.48 
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unde Z = 31,6, deci s 
internă este al atomului de galiu. Atunci : 


pectrul electronilor de conversie 


6 = 9,25 keV = 1,48:10-5 J 


şi e 
š 2rc ch g C 
À Tim ap = 1,34*+10 10 m, Fig. 12.49 
2 = 1,095 keV = 1,75.10-1 J 
şi 
N gich = 11,35:10-2 m. 


Problema 12.49. a) Un fascicul subțire de raze X, avînd lungimea de 
undă à = 1,54 Å, este trimis pe suprafața unui cub de NaCl (fig. 12.49). 
‘Ce relaţie trebuie să existe între lungimea de undă À, distanţa d dintre planele 
relației cristaline paralele cu suprafaţa C a cristalului şi unghiul ð făcut de 
fascicul cu această suprafaţă, pentru ca radiația cu lungimea de undă à să 
fie reflectată selectiv ? Să se calculeze valoarea minimă admisibilă pentru 9, 
ştiind că ionii Cl- şi Na+ alternează în reţea la distanța a = 2,81 Å. b) Se 
înlocuieşte cristalul de NaCl cu. un cristal ale cărui plane de reţea sînt separate 
printr-o distanță d' necunoscută, ce se măsoară cunoscînd unghiul 0 cores- 
punzător unei reflexii selective de. ordinul K, pentru fluxul cu à = 1,54 Å. 
Unghiul 9’ este determinat cu o incertitudine de 6’. Pentru ce valori ale lui 9 
se obţine cea mai bună precizie pentru d' ? De la ce unghi precizia rela- 
tivă este mai mică decit 10-2 ? Știind că d! este aproximativ 3,1 A, să se deter- 
mine cea mai mică valoare a lui K, care corespunde la cea mai bună precizie 
asupra lui d’. SO AI 

Solufie. a) Relaţia cerută este formula Bragg: 

2d sin 0 = KA. a) 
Cea mai mică valoarz a lui 0 se “obţine pentru K =1 Şi d = sin 0 = 
= 0,273, deci 0 = 15°50’. S3 ai ai rao 

b) Din relația (1), se obţines. 


at 
= 


sad cos 0 Afua 2sin:0'-Ad' 0, ca ci emidar 
sau LEE a PE ne cre ut să i ; zi 
Ad | __ A 
d tg 


Lă 


sia | Ad 
Cea mai bună precizie se obţine pentru 0” == . Pentru r 
obţine 0 > 58. Pentru K întreg, K =4 dă 0’ > 58, 


Problema 12.50. a) În experiența lui Davisson şi Germer, fasciculul 
electronic (V = 54 V) este difractat de un monoecristal de nichel. Unghiul 
făcut de fasciculul incident cu cel reflectat este de 447, iar distanța dintre 
plane de 2,15 A. Să se calculeze lungimea de undă a fasciculului electronic. 
b) Mărind diferenţa de potenţial acceleratoare, Ponte a obţinut pentru di- 
fracţia electronilor pe oxidul de zinc următoarele lungimi de undă : 0,0972; 
0,1046; 0,1150; 0,1210 (în Å), corespunzătoare tensiunilor acceleratoare 


[< 05, se 
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(în V): 15 710, 13480, 11 150, 10 190. Constituie aceste valori o verificarte 
precisă a relaţiei lui Bragg? 


Rezolvare. a) A = 2d sin 0, unde 0 := 22%, deci: 
A = 1,612:10-20 m. 
4y ] ] 
A at lo SE ta CL E BRL ae 
1—0,489:10-% V / eV 
2Em9 Vi 1-+ j 
| 2mc2 


obţinută în cazul relativist, ar trebui să se obțină valoarea de 12,27.10-10. 
Calculul dă valorile: 12,28; 12,23; 12,22: 12,27, ceea ce arată că relaţia 
Bragg este verificată cu o precizie de 0,3%. 


Problema 12.51. Să se determine nivelele de energie ale oscilatoruluă 
armonic unidimensional, utilizînd! teoria lui Bohr. 


Solulie. Energia oscilatorului armonic unidimensional este: 


SSA mor? mo? 
A II a IA 1 
2m y 2 2 d 


unde w este frecvența oscilaţiilor și A este amplitudinea acestora. Din 
relația (1) rezultă: ea de E 


Substituind x = A cos ș și ţinînd seama de condiția de cuantificare 
$p dz —nh, se obţine; i amh 


mA?oT = nh, 


de unde rezultă amplitudinile oscilaţiilor permise, - 


a pe bati, 
I-ai = MO 
Înlocuind A2 în (1) rezultă: 
În = NAO: 


Problema 12.52. Să se calculeze lungimea de undă de Broglie cea maè 
probabilă a moleculelor de hidrogen care se află în echilibru termodinamie 
la temperatura camerei. . ; 


Soluție. Se scrie funcția de distribuție a moleculelor după lungimea de 
undă de Broglie, Conform relaţiei 


f(v) dv = =~ o(à)dà, 
unde 
i, mu? 
v) = Cv exp|— ——|do 
fo) paz te) 
este funcţia de distribuție a lui Maxwell după viteze, rezultă : 
27° l 


A m AN OR 
P) i | mky TA” 
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Din condiţia ce: = 0, rezultă A cea 
dA 
amai probabilă : 


= nh 
TYR A. mkaT 


Problema 12.53. Să se găsească, în 
aproximaţia cvasiclasică, expresia nive- 
Murilor energetice ale unei particule aflate Fig. 12.53 
în cimp gravitațional uniform, dacă miş- 

“carea sa este limitată inferior de un plan perfect reflectător (fig. 12.53). 


A = 0,09 nm. 


Soluţie. Energia potenţială a particulei are expresia : 


U(z) -| 


co, pentru z < 0, 
mgz, pentru z > 0. 


“Unul din punctele de întoarcere este în z =Q, iar al doilea se găseşte din 
«condiția ca 


«deci 


Membrul drept al condiţiei de cuantificare a lui Bohr, egal cu (ntz). 


«ste modificat, deoarece la introducerea acestei condiţii s-a presupus că energia 
potenţială poate fi dezvoltată în serie după puterile lui (z — a) şi (z— b), 
unde 2, = aşi z, = b sînt punctele de întoarcere clasice. Ca urmare, în expresia 
«vasiclasică a funcției, în cele două puncte de întoarcere apare faza 7z]4, 
adieă funcția y are expresiile : i 


t 
c sal A T 
Ve 2 Š sA 


a 


şi din condiţia ca aceste expresii să coincidă în domeniul a <z < b, 
armează că : 


b 


A E 2 savt (1) 


h 


i a 
În cazul considerat, unul din punctele de întoarcere se află pe peretele vertical 
de potenţial (z = a =0), astfel că în prima expresie a funcţiei Y nu apare 
faza 7/4. Rezultă că expresia (1) devine: 

b 


pp atata | 


a 
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sau 


h 


' , n4 2 
— z = |n H4- — - 
TI? | 7)” 


a 
Se înlocuiește impulsul 


p = 2m U) =/2m(6 — mgz), 


iar limitele cu a=0 şi b = SRI “Deci ; 


16 

Ia ER 
(ae ga a dz (i -p a) 5 j L 
6 


ii : E URZ AU) x 
Făcînd schimbarea de variabilă -97 _ sin” u, integrala devine: 


€ n 
mg ao: 
| Jm — mgz) dz = 2a 2m maf cos? u sin u du |= Ë 
70) A 3g m 

0 = 20 

Relaţia (2) devine: 

(E 2, | 57 În i) aie 
Bia îi io Bu pios cre idulăgo:ininate pb sau 4 i ua poah, 


de unde t ís a } FECHE gpt Z Mi ISRO: Ji H Di 


G) Sir S Îi o e Sr A Ai í ada 
LEU, = f dee) 5 


Distanţa dintre două ; niveluri vecine (An = 2 va fise 


sb i a a -z 


aE af Sp ci ibid 


Dacă 4 
trdni- SAE ba 
OT = ir = = ho. 
í g JA mdy 
Se observă echidistanța nivelurilor energetice cvasiclasice. 


1i Problema 12.54. Să se găsească, în aproximaţia cvasiclasică, dependența 
de intensitatea “cîmpului electric a proba- 
„„bilităţii ca electronii să părăsească un metal, 
la' temperatura obișnuită şi în prezenţa unui 
cîmp electric exterior (autoemisia electro- 
nică), Potenţialul, în apropierea suprafeţei 
metalului "și în prezenţa cîmpului electric 
Fig, 12.54 are forma dată în figura 12.54. 


Soluţie. Probabilitatea ca electronul să părăsească metalul prin efect 
tunel este dată de transparența barierei : 


Tai 
4 = 
D = G exp | — al! V2m(U — du] 
EAT 
Aa 
Se observă că E 
U = U, — eEz 


şi 
x, x, 3 . io 
ei ai piata th G 1 
| Jamu — 0) da = | K —eEr— 8)2m dx = — ți a 
el: 
Ti TA oirra yan 
Eti ee (U — eEz, — Ga); 
Dar, 
„Er O 
Jite an a cae T 
TSN za ip „o Eta =b sa 
astfel A TORGER opine 
Ta i ii 
ja = air (Ups pat 
Basie i > ji = i Cta fa 
şi 


li hogi 
Dă za Gică luai 02 a ee OREI 
o sseni 22 pnl o, o] 


Se observă că transparența barierei creşie odată cu valoarea intensității 


energia cinetică 2. pe un metal. Aceşti electroni pătrund adinc în metal şi 
sint supuși unui potenţial —V,, astfel încît PUCE) = 0, pentru x < 0 (electronii 
în vid); U(z) = —Vo, pentru z > 0 (electronii în metal). Electronii sînt 
difractaţi și se poate observa experimental lungimea lor de undă asociată. Să 
se calculeze această lungime de! undă în funcţie de energia incidentă Ecim 
presupunînd că energiile sînt suficient de mici pentru a aplica aproximațţia 
nerelativistă. rqe briqat algama a tă 
Solujie, Nolînd cu A lungimea de undă, asociată electronilor în vid şi 
cu p impulsul acestor, iar cu >, şi respectiv, p’. aceleaşi „mărimi corespun- 
zătoare electronilor din metal, ştim CAREL Nu 
A yapanga. 
Hogei MĂ pă i p NOREEN 
A ad Zi À iHa Ai tip? p? NER He. 
Din teorema conservării energici, den = 2 = Po — Vo, rezultă că: 
REA 2m am, ER ; 


T e 0 ape sa pèr amVu VĂ A HAKER UA SA PRR AR, 


T La i 3 ovta RY 
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sau 


13. MECANICA CUANTICĂ 


Breviar 


Mecanica cuantică este o disciplină fizică în sine, avînd ca scop formularea 
corespunzătoare a legilor de bază care guvernează comportarea lumii micros- 
copice. Ea se ocupă, deci, cu descrierea proprietăţilor şi comportarea particu- 
lelor elementare, a nucleelor atomice, atomilor, moleculelor și, întrucîtva, 
a sistemelor atomice mai mari, cum ar fi cristalele. 

Teoria cuantică se bazează pe o serie de axiome sau postulate stabilite 
şi testate prin experienţe care se referă direct la microfenomene. Aceste legi 
de bază ale microfizicii au fost descoperite și fundamentate în perioada anilor 
1900—1930. 

Limbajul matematic cel mai potrivit pentru formularea schełciuluš 
teoriei cuantice este cel rezultat din algebra liniară. 

Primele două, postulate ale mecanicii cuantice se referă la observabilele 
unui sistem fizic cuantic, acestea fiind mărimile de o importanță fundamentală 
într-o teorie fizică. Primul postulat afirmă că : toate mărimile fizice observabile 
corespund la operalori hermilici și numai valorile măsurabile ale unei observabile 
fizice sînt diferitele valori proprii ale operatorului corespunzător. De aici rezultă 
că în mecanica cuantică, conceptul de observabilă este mult mai mult raportat 
la procesul de măsurare, față de cazul fizicii clasice. Se înţelege că în mecanica 
cuantică, ne restringem la operatori hermitici care au o serie completă de stări 
proprii. Din punct de vedere fizic, din acest postulat reiese cea mai remercabilă 
trăsătură a fizicii cuantice, anume că, în general, o mărime fizică observabilă 
nu poate lua valori arbitrare (de exemplu, faptul experimental al niveleler 


cuantice). 

Ținindu-se seama de primul postulat, acum se pune problema : cum facen 
ca un operator să corespundă la o carecare observabilă fizică şi cum se specitică 
operatorii de bază ? La această întrebare răspunde al doilea pcstulat al me- 
canicii cuantice, care afirmă că : oricare mărime fizică clasică poate fi conside- 


rată a fi construilă din perechi de variabile conjugale canonic, „deoarece variaţia 
Li 


acţiunii unui sistem clasic se exprimă prin òS pa pð — Dà] 


A 
Ținînd seama de aceasta se postuleaz că operatorul corespunzător unei observabile 
se obține prin înlocuirea variabilelor canonice clasice cu operatorii corespunzălori 
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lor, tar peniru loale perechile de operatori ai conjugatelor canonice de bază czist& 
urmăloare)e reguli de comutare Heisenberg : 


lgo q]=0; 


[Pi Pi] =0; 
AA À 
[pis qe] = T Òir- (1) 


Se observă că al doilea postulat ne arată cum se construiesc operatorii: 
asociaţi cu observabilele fizice din operatorii observabilelor conjugate canonic 
de bază şi determină în mod unic operatorii canonici de bază prin con- 
diţia (1). 

Este evident că, în continuare, se pune întrebarea : cum se reprezintă în 
mod explicit operatorii care corespund observabilelor fizice? Deoarece o 
observabilă fizică cuantică se reprezintă printr-un operator, pentru ca acesta 
să aibă sens este necesar să acționeze asupra unei funcţii de undă. De aceea, 
înainte de a arăta cum se reprezintă în mod explicit operatorii care corespund 
observabilelor fizice cuantice, este necesar să arătăm cum se poate specifica 
la un moment dat starea unui sistem fizic cuantic. Răspunsul este dat de al 
treilea postulat al mecanicii cuantice, conform căruia: starea unui sistem 
fizic cuantic este caracterizată ezausliv printr-un “vector al spațiului Hilbert, 
asupra căruia acționează operatorii variabilelor corespunzătoare. Măsurarea 
adevărată a unei observabile fizice este efectuată asupra unui vector de stare aë 
sislemului corespunzător unui vector propriu al mărimii observate, adică, asupra 
unui vector de stare care aparține la o valoare proprie observată a abservabilei 
măsurate. Din acest postulat reiese că un sistem fizic cuantic se află fie într-o 
stare proprie specifică faţă de proprietatea unei observabile date, fie într-o 
stare oarecare. În primul caz, starea sistemului va fi caracterizată prin vectorul 
propriu YV = o, aparţinind la valoarea proprie observată a, a operatorului A, 
adică : 

A Qn = (Pa: : | (2) 
ni in al doilea caz, se postulează că starea sistemului este caracterizată 
printr-o suprapunere liniară a stărilor proprii ale lui Â, aceasta rezultînăd 
din presupunerea că vectorii proprii ai unei observabile formează o serie 
completă, adică, orice vector p poate fi exprimat în funcţie de vectorii pro- 
prii O ai observabilei hermitice Â. Deci, în cazul general, se pune (prin- 

cipiul suprapunerii) : ; 
Y zi Da Capu (3) 

n 


und. 


Ca = (Pn p= S pipo. (4) 

Al treilea postulat ne arată că imediat după măsurarea unei oarecare 
owservabile fizice, putem fi siguri că starea sistemului, corespunde precis 
vectorului propriu asociat cu valoarea proprie măsurată. Prin introducerea 
principiului suprapunerii, se deschide posibilitatea pentru a cunoaşte tră- 
sătura earacteristieă teoriei cuantice, așa-numita proprietate de interferență 


a stărilor. Din acest postulat rezultă că nu toate observabilele fizice pot fi 
măsurate simultan. Condiţia necesară și sulicientă a măsurabilităţii simultane 
a două sau mai multe observabile asupra unui sistem cuantic este aceea ca 
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operatorii corespunzători să comute. Astfel; pentru un sistem dat, va exista 
intotdeuna o serie maximală de operatori care comută şi măsurătorile simultane 
ale acestei serii maximale de observabile independente, efectuate la un moment 
dat, poartă numele de măsurătoare mazimală. O măsurătoare maximală de 
acest fel duce la cantitatea maximă de informație care se poate obţine asupra 
sistemului cuantic cercetat. Dacă seria maximală constă din observabilele 
A, As, ... Ân ale căror valori proprii sînt a, Ga, ..., Gu, atunci, starea 
sistemului se va nota prin: 


F = Qan an -ran = | Aa Aa eee CED p (5) 
iar o. stare arbitrară se va exprima ca ọ suprapunere liniară : 


pe. D DA 20. au DY rc) 


sumarea avind loc pentru toate valorile posibile - ale şeriei- notate cu a,, 
as sssini: ; : 23 i 73 

„Din cele expuse pînă acum nu este suficient de clar cum vă fi specificată 
matematic precis ostare. De asemenea, în multe cazuri, alegerea seriei maximale 
mu este unică. Acest lucru este rezolvat de faptul că pot exista diferite repre- 
zentări între care există o strînsă legătură prin transformările unitare. Pot fi 
diferite motive pentru a trece de la o reprezentare la alta. Adesea, motivul 
principal este: că ecuaţiile importante (cum ar [i ecuaţia valorilor proprii 
ale energiei a lui Schrâdinger ş.a.) devin simple într-o anumită reprezentare 
sau un anumit operator poate fi reprezentat cu ajutorul unor matrice dis- 
crete în locul uneia continue ori viceversa etc. Se aminteşte că asocierea unui 
singur vector de stare, pentru un sistem fizic, acoperă doar cazul stării pure. 
În multe cazuri de interes deosebit, informaţia despre sistem poate fi incom- 
pletă. Atunci, trebuie asociat un set de vectori de stare cu probabilităţi diferite. 
Se spune că avem de-a face cu o stare mizlă. Revenind la stările pure, amintim 
că se ia o astfel de reprezentare în spaţiul Hilbert încît să fie satisfăcută con- 


diţia de normare : SE: 3 
(, H= fiy a0 =1. 7 


Problema construcţiei reprezentărilor explicite pentru operatorii care 
corespund diferitelor observabile fizice este rezolvată prin tipul spaţiului 
Hilbert pe care îl folosim şi prin reprezentarea vectorilor de stare. Astfel, 
există metoda lui Schrödinger care foloseşte un spațiu Hilbert con- 
tinuu înfinit-dimensional, în care vectorii de stare, (de exemplu, pentru un 
sistem de puncte 'constînd din n particule) se pot exprima fie prin V= 
= (£1 Yai, oaza => ZnYnZn), caz în care variabilele canonice de bază se 
reprezintă prin E 

2 iale a E ERP SRI IE 

í t Y= Yp 7 D Pzi TR » Pr iay: 
Le prin, 9. = W(Pz,PoaPz PaaPuPza e + Pr,Pu,Pz caz în care variabilele cano- 
nice de bază se reprezintă prin 


BABAHA apti pi goi A pl IN, NA 


laee 


ATI NITA d 
Paj Pap Paj Pup Pap™ Pai Tim mi sum OPER geci N TF 


“A doua metodă este cea dată de Heisenberg, care foloseşte un spa: 
tiu “Hilbert diseret şi infinit» dimensional. Atunci, diferiţii operatori pot 
fi reprezentaţi prin matrice infinit-dimensionale, dar. discrete. Astfel, în 
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mecanica cuantică, avcm teoria ondulatorie a lui Schrödinger 'și mecanica 


matriceală a lui Heisenberg. 

Urmează, acum, să cunoaștem cum să prevedem, prin calcule, rezultatele 
unei anumite experienţe. Această problemă este clarificată de al patrulea 
postulat al mecanicii cuantice, conform căruia : dacă, în momentul măsurării, 
vectorul destare al sislemului este unul din vectorii proprii ai observalilei măsurate, 
atunci rezultatul măsurării va fi cu certitudine valoarea proprie corespunzătoare. 
În cazul general, cînd sistemul se află într-o stare oarecare, măsurarea unei 
observabile fizice nu duce cu certitudine la o valoare definită. Se poate: obţine 
oricare din valorile proprii posibile, dar cu probabilităţi diferite. Valoarea 


a 


medie a rezultatului măsurării lui Á este dată de expresia : 
CAdy= (p, Âp) = (VIA | Y= f Y* Âg do. (8) 


Această axiomă, care furnizează cea mai importantă legătură între 
teorie şi rezultatele experimentale, reflectă caracterul statistic inerent al 
teoriei cuantice. Se observă că dacă y —o,, atunci <A e, = da Şi dacă 'y 
este o stare. oarecare, {A >) =J; |C,|?a, condiţia de normare fiind X, ICal=1, 

T 


n t ‘ 
Pa = |Cal” = |(ọn, Y)|? reprezentînd probabilitatea de a obține valoarea 
a, într-o “singură măsurătoare. În cazul în care încercăm să obținem, prin 


măsurare, informaţii asupra valorilor a două observabile Âşi B incom- 
patibile, necomutative, este respectată relaţia de incertitudine a lui Heisenberg: 
Ia $ 

AA-AB >~; ;. (9) 
unde (AA)? = fuy*(Â — CA 940 şi (AB) = fyt By ao. 
Astfel, există următoarele relaţii de incertitudine Heisenberg particulare : 
X AT- Apa: a Ay: Apr > ig MAp an Ati Ag Si id PETES 
2 4 2 2 i asa Dle ra 
„Pînă acum, ne-am ocupat de studiul proprietăţilor: de bază ale sistemelor 
cuântice, evidențiind, în special, principiile care ne dau posibilitatea să de- 
terminăm - observabilele ‘măsurabile ale“ sistemului, ! Se pune, mai departe, 
problema aflării la un moment dat a stării unui sistem care se schimbă în 
timp, condiţiile iniţiale fiind date. Deoarece mărimile dinamice care pot fi 
observate sînt valori medii ale diferitelor observabile (8), cînd sistemul evo- 
luează în timp aceste valcri medii se ver schimba. Ţinînd seama de (8), există 
trei formalisme pentru a descrie evoluţia în timp: 1. formalismul în care 
forma operatorilor rămîne neschimbată şi vectorul de stare se schimbă în 
timp (formalismul Schrödinger) ;- IT. formalismul în care forma operatorilor 
se schimbă în timp, dar vectorul de stare rămîne constant (formalismul 
Heisenberg); III. tormalismul în care atît fcrma operatorilor cît şi a,vecto- 
rului de stare se schimbă în timp (formalismul Dirac- Tomonaga- Schwinger 
sau formalismul de inleracțiune). Ecuația de. evoluţie a vectorului de stare, 
în formalismul Schrödinger, se obține ținînd seama de al cincilea postulat 
al mecanicii cuantice : în'decursul evoluției interne în timp a unui sistem cnanlic, 
norma sistemului nu se va schimba, (Y(1), (0) = (W(lo), W(lo)). Există e familie 


a operatorilor liniari temporali ai dezvoltării, TCU to) care este generată de hamil- 
ERA, E teii asa m isa m A cea te see abea i i irefer bsi AEA 
toniana sistemului, T(, 1 — ô) = 1 — fi 3-0, Ecuațiile de evoluţie în 
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cadrul celorlalte două formalisme se obţin avînd ca bază formalismul Sehră- 
dinger, Ecuațiile de evoluţie sint date în tabelul 13.01. 


Tabelul 12.01 


Starea inițială Evoluţia în timp a sistemului ANE TAA (efectuarea 
(pregătirea sistemului) (acțiunea unei perturbații Sail Aia 4k alua sis- 
exterioare) 
A) SEE A(t) = At) 
Kid 2 240 + Rgh = 0 HO A Yh) 
Ri ee 
d 4 ? A y 
CAD) =W) AWD) ELA) = KA), + ( i =) CAD) = (WO, AKD) 
Kid a a WO = plo) 
dÅ; DN > A 
. SS = (A, A 7 
IL 4 Ati) 7 a + 7 [ ul A(D + A(l) 
KAN) = (Whe) ADL) RR SACA) = (Hlo) Ato) Dh)) 
NEZAN AN. 
NA +A, 
W ma AO MrR O=O VAD FU) 
4H S 
dă a i A Ar Al) 
Al LAr OARA, : 
(to) T E m Ar 


LAY) = (Wl), Au) ZA = (p). A40V40) 


Notindu-se cu ẹ(t) şi (t), vectorul de stare și respectiv, operatorul unei 
observabile fizice în formalismul Schrödinger, atunci în formalismul Heisenberg, 
Valt) = TU, UD şi Anl) = T(t, ÂT, h), iar în formalismul de 
interacţiune, Va?) = R(t, DYH) şi Âli) = Rl, DAHR, t), operatorii 
temporali. T(t, to) şi R(fo t) avind următoarele ecuații de evoluție în timp : 

ARUNA pi 
e ARERO 1) 0, 
i ôl 
wespectiv paste 

P t 5 D A AN 
Laua = Riho: NØ 0: 
i é 


Se înțelege că la f= lp avem: 


p(t) = Yall) = Vr(to) şi Alh) = Aal) = Allo) 


În cazul unui sistem cuantic de n particule identice, este necesar să se 
«considere și al șaselea postulat al mecanicii cuantice, care afirmă că : pentru 
orice sistem de parlicule identice sînt realizabili numai acei vectori de stare care 
sint fiecare [le complel simetric, [ie complet antisimetrice în toate perechile variabi- 
delor particulelor, Conform acestui postulat, în natură nu există decit particule 
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wa 


identice pentru care vectorul de stare este” antisimelrie şi particule identice 
pentru care vectorul de stare este simetric, Particulele descrise de un vector 
de stare antisimetrice poartă numele de fermioni, se supun statisticii Fermi- 
Dirac şi au spinul semiîntreg, Considerăm un sistem de fermioni conținînd f 
particule d, d, ©. sr, fiecare putindu-se afla într-una din stările liniar indepen- 
dente g, Bo: O stare anlisimetrică particulară a sistemului poate fi re- 


prezentată prin: 
Yala“) Polg)... Polg) 
] 9 9 
Väs EA A E “Ti Ha pel). pold) . (10a) 
Va(4”) pola)... Polg) 


Din (10) rezultă principiul de excluziune al lui Pauli : dacă un sistem de particule 
idenlice esle descris de veclori de stare anlisimetrici, 'alunci fiecare stare indivi- 
duală poale fi ocupată de cel mult o parliculă. 

Particulele descrise de un vector de stare simetrie poartă numele de 
bosoni, se supun statisticii Bose-Einstein și au spinul întreg. O stare simetrică 
particulară a sistemului poate fi reprezentată prin: . 


VE pe e na (03 Pe o A DI Pat). „Va(47), (11a) 


e 

unde P simbolizează permutarea expresiei ulterioare Și ASE ee LEI Eee aa ep 
Jin na. .na! 

Ni, Nae.» Ng fiind numerele cu. care stările neidentice sînt ocupate 


(na ke Ne. Se =f). 


Cea mai generală stare antisimetrică este: descrisă de: 
y S ra : 


pila n E 20 Cable: noa (10b) 
e PS s Bad $ i rr $ 
iar cea mai generală stare simetrică prin : ; 
i VĂ CL at n at (11b) 
OX, By...) 


Spinul intrinsec al unei particwe nu are analog clasic. Se introduce prin 
postulatele: . : 


é % š i . 
ENFI 412 PF: HUR 


1° spinul este reprezentat printr-un. operator hermitic, S, ale cărui com- 
ponente satisfac! relaţiile: de comutare: pt nio e hoos] LAN 


sI DIHA Aif a Athe i ți dai Ă 5 < 
fri 25 pa [Su SI] = iñ S, ; ERN (i Îi k= Zu, 2) , aa? 
în ordine ciclică (12); ; o a E A T 


© 2 valorile proprii ale lui SE 'sînv s(s + 1)? unde sei valorile proprii 


s A A K 
ale unei componente a lui $ (de exemplu, S+) sînt msh, unde |m,| < s sau 
m= t~: 

2 


y Tois g 


Plecind de'la aceste postulate este elaborată teoria lui Pauli a spinului 
electronului, Teoria cuantică relativistă a electronului, elaborată de Dirac 
în 1928, conduce la o ecuaţie care satisface toate cerinţele relativiste şi care 
implică existența spinului intrinsec al electronului, De asemenea, aceeaşi 
ecuaţie conduce la existența momentului magnetice propriu al electronului, 
existența pozitronului și structura lină în spectrele hidrogenului. 
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PROBLEME 


Problema 13.1. Să se scrie expresia funcţiei 
de undă a unei particule de masă m, care se mișcă 
în potenţialul unidimensional arătat în figura 13.1, 
pentru cazul în care energia particulei £ este mai 


= mică decit înălțimea U, a barierei de potenţial, 


Soluţie. Ecuația lui Schrödinger în domeniul 
I (x < 0) se scrie: 


Fig. 13.1 


d?0, 2md 
=) | 
At ape Pi d) 
iar în domeniul JI (x > 0): 
d202 2m 
= F= (aU). 2 
E (2) 
Se introduc notaţiile : 
2M6 2m(Uo—€) 
RU i RI 3 
1 E ȘI K2 ne (3) 
în ecuațiile (1) şi (2): 
d*o, m r 
EEA + kor =0 (1) 
d202 fete k ii 0 (2) 
da? e ii i 
Soluţiile acestor ecuaţii sînt: 
Pa = C, explikaz] +C, exp [—ik,z]. (2 < 0) (4a) 
şi 
Qa =C; exp [kx] + C, expl—kzz] : (& > 0). (5a) 


Primul termen din relația (4) reprezintă unda incidentă de la stînga spre 
peretele barierei de potențial, iar al doilea termen unda reflectată de acest 
perete. Primul termen din relația (5a) nu îndeplineşte condiția de mărginire 
pentru ọ şi rezultă că C, trebuie să fie nul. Se presupune funcţia ọ, astfel 
normată încît coeficientul G, al undei incidente să fie egal cu unitatea. 
Atunci ; 
ei(7) = exp[ikiz] + C: exp [—ikuz] (2 < 0) (4b) 
și 
Pa(7) = Ca exp [—haz] (2 > 0). (5b) 


Pentru determinarea constantelor C, şi Ca se foloseşte condiția de conti- 
nuitate, la granița (x= 0) dintre cele două domenii, pentru funeţia de undă şi 
derivata ei de ordinul întîi: 


TERE c pa(0) m pa(0); qı(0) agl pa(0), (6) 


adică i ' tii ' 
i] H Gi a Ca Ki iki baas IRC si kG (7) 
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Deoarece aceste ecuaţii sint neomogene, sistemul are soluții pentru orice 
valori ale lui Ri şi ka Aceasta înseamnă că spectrul nivelelor energetice ale 
particulei este continuu, Rezolvind sistemul (7) se obţine: 


Hik 2ik 
Ce se Au zf ik șir Cea para Se dune (8) 
kay — il kı — iki 
Se observă că 


ICI FIDE OI 
adică inlensităţile undei incidente şi reflectate sint egale (reflexie totală). 
Densitatea de probabilitate de localizare a particulei în domeniul al doilea 


este egală cu: 
40 MmU. —e) 
le:(2)]? = exp E 2 =a] (9) 
0 


Această densitate de probabilitate scade de e ori față de valoarea maximă 
46|U, (în 2=0) la o adincime de pătrundere în domeniul al doilea de ordinul: 


= Ca AB te vecta e În cazul-limită Uj= o, 9(0)= 0. În domeniul I: 
2k a VENUS) 


(x)= 2i expli arc gi sin | ku — arc is) (10) 
ks i Ra 

În concordanță cu rezultatul obţinut mai sus (reflexie totală pe peretele de 

potenţial), funcţia e, are forma unei unde staționare, fiind proporţională cu 

sin (kx — ò). În plus, densitatea fluxului de probabilitate, J:= J, = 


iħ (oe dei dei | date 
Ea Qi — Pi —]=0, ceea ce confirmă din nou reflexia totală. 
2m dx dz 


Problema 13.2. Se consideră groapa de potenţial (fig. 13.2) definită 
prin: U(x) = U, pentruz <0, U(a) = Opentru0 < x < a, U(x)= U, > U, 
pentru z > a. © particulă de masă m are energia € (0< < U,). Să se 
determine forma generală a funcţiilor de undă în fiecare din cele trei 
regiuni și nivelele de energie ale particulei în groapa de potențial. 


„Scluţie, Pentru cele trei regiuni, ecuaţia Schrödinger atemporală se 
Scrie ; 


d? 
z<0, (a U.)qi=0; 


da? 
d: 2m8 i 
Osere Aa A 0 
da? a hè e ip ti 


i d? b’ 2m, i i 
2> a, DEED = Uiga 0. 
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Notindu-se cu 


apa amd, k V/2mU; p J 2mU, 
AT PROD A E e a er CI 


= 


Na V 2m(U,—6) X, N 200) 
az Cetea L] Pee PT E Er. 


ecuaţiile (1), (2) şi (3) devin: 


q? d’o d? s 
aT mpa Eea, Tr io =0 
Şi au soluțiile : 
Pı = A exp [haz], (3) 
P2 = B sin (kx + o), (4) 
Ps = C exp [— X,t]. (5) 


Continuitatea funcţiei de undă e şi a primei derivate e impun continui- 
7 


tatea derivatei logaritiice iy. în 2 =0: gi0) 2 (0), de unde 


alteia Ape Batut reia 350 coterb zi 1507 1 (O)irrtop(0) 
of at 20 (e Xi —k ctg ai; (6) 
în x 2 SOE RO care dă: 
Pa(a) ps(d) i 
k ctg-(ka + a) = —y%». (7) 
Ținînd seama. e relaţia trigonometrică TOS şi utilizînd (6) 
i z geie 
se obține: ais tiu eta St 0 23705 SOIA iet 
Har Hor ast Sin e e ee m Í (8) 
JE Fa kı 
Din (8) rezultă: 
să k a TA Aa 
safari, a = arc sin Zi are sa U; (9) 
Din relația (7) se PA ; , 
ogi 3 h (kag a) = n ag TEAS 
y keys ka 
de unde | 
ji k "a 
æ = — ka — are sin— = — ka — are sin DA (10) 
por taia A 
rgalină na relayi O și (10), se fie la: 
i PED A 
nm = ka are sin E -+ aro sin Aai (11) 


REL pi ka 
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Soluţiile ecuaţiei (11) se obţin intersectînd dreptele de ecuaţie: y =n — 


c 5 1 k c 
— ai cu curba definită de relația : f(k) = [are sin aT arc in) , 

T T 1 k, 
unde n = 1, 2, 3... După determinarea valorilor posibile ale lui k, se de- 


termină valorile lui 2. 


Problema 13.3. O particulă de masă m se deplasează în lungul axei Ox 
în trei regiuni unde energia potențială are valorile următoare : U(x) = œ 
pentru z < 0, U(2)=0 pentru 0 < 1< a, U(£)= U, pentru a<r<a+b, 
U(2)=0 pentru a+ b< r<2a-+b şi U(x) > © pentr x> 2a + b. a) 
Să se scrie funcțiile de undă ale particulei în regiunile 1, 2 şi 3. b) Să se 
scrie ecuaţia ce defineşte valorile posibile ale energiei £ a particulei şi să 
se rezolve grafic această ecuaţie pentru datele numerice: a = 0,4 pp a 
=6,6-10-% J-s; Us =0,2 eV; e=—1,6-10—2 C; m = 51072 kg, tinind 
seama că b este foarte mare. c) Considerînd că energia particulei este 
mult mai mică decît Up, să se deducă valorile posibile ale lui să 

Solutie. a) Ecuația Schrödinger scrisă în cele trei regiuni are soluțiile : 
Pı =A sin kr, unde k E 
pym). 

ħ 


b) Condițiile de continuitate pentru ọ(x) şi 


3. Q2 = B exp [kız] + C.exp [—huz],- unde 


Pa = D sin (kx). 


se scriu: în z =a, 
= Dita 2 

A sin ka=Bexp [kıa] +C exp[— k:a], kA cos ka =k,(Bexp [k,a]— C exp [—k, a]); 

în z=a+bd, B exp [k (a+ b)]+-C exp [—k (a+ b)] =D sin ka, kı{B exp [k,(a+ 

+b)]—C exp [— k(a+b)]} =— kD cos ka, de unde rezultă ecuația : 


k 1 epia], 


tg ka= — — z () 
a knep 
Dacă b este suficient de mare, încît k,b>1, relaţia (1) se scrie: 
îs a -Eat exp [—k,b]). 
1 
Neglijind’ exponențiala, se obține: = 
EF pa E Iei (2) 
wett kı a 
relație independentă de b, Relaţia (2) se poate serie: 
ka are ta|— =) + nm, (n întreg). (3) 
m à k OEE EAUS { pi Atert 
Deoarece | 7 i 


: d 1 4 rE A Ak i $ 
O U 1 F ctg ka JEF R Jan, ideii ii 


Hi 
7 


y din (3) se obține: 
en 


ħk 


ka = nr — arc sin . (4) 
/amU, 


n i 
l Accasla este o ecuație transcendentă, care 
| determină pe k în urma intersecţiei dreptei 


y = ka cu curba y = nr — are sin č 
0 xX 2mU, 

ami, Rezolvarea grafică este dată în figura 13.3. 

Ă c) În cazul < Us, ecuaţia (4) se reduce la 

Fig. 13.3 ka = nm, obţinindu-se pentru energie valorile : 


222 
DEN p26,82:10-2 J, 


Lei 


2ma: 
care este cazul: unei particule închise între doi pereţi infiniţi. 


Problema 13.4. Să se calculeze coeficienţii de transmisie şi reflexie 
pentru o particulă care intră într-un potenţial unidimensional, de forma 
celui din figura 13.4: U(2) =0 pentru v < 0, x > aşi U(z) = — U, pentru 
0szrsa. 

Soluţie. Se notează cele trei domenii, în ordinea creşterii lui x, cu I, H, IH. 
Ecuația lui Schrödinger în cele trei domenii se scrie : 


2 
ua pa 0, (2) 
` do k $ 
CEL aggio, 8 
ir | is $, $ moa 
unde, [2 = 13 m 
şi 
palete Um, 
forza 


he 


Dacă particula se mișcă în sensul pozitiv al axei x, în domeniul III există 
doar unda transmisă, deoarece amplitudinea undei reflectate la infinit este 
nulă. Se alege amplitudinea undei incidente egală cu unitatea şi soluţiile 
celor trei ecuaţii sînt: 


Ut) 


ga = exp [ikiz] 4 
+A exp[—íikıx] (x <0); 
ga = B exp [ikaz] + 
+C exp [—ik,x] (0 < zsu); 
qs = D oxp [ilz] (x > a) (0) Fig, 13.4 
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= 


Constantele A, B, C, D se determină din condiţiile de continuitate pentru 
funcțiile de undă şi derivatele lor la frontierele x =0 și a =a: 1 + A= 
= B+C, h(l — A)= k(B— C), Bexp lik:a]--C exp [~ika] = D exp [ikia], 
Ra(B exp lìksa] — C exp [—ik,a]) = k, D exp[ik,a], de unde 


ai 2ki(ki -+ ke) exp [—2ik:a] ; 
(ki + ka)? exp [—2iksa] — (k, — ky 
Ca 2Kki(ka — kı) 
(kı + ka)? exp [—2ik:a] — (k, — K)? 
pi 4kıka exp [—ik,a] 
(kı + ka)? exp [—iksa] — (ka — k,)? exp [ika] 
i 
(ki — K3) (exp [2ikaa] — 1). 
CR FR) exp [O 2iksa] — (ki — k)? 
Coeficientul de transmisie T este egal cu raportul dintre densitatea fluxului 
de probabilitate pentru unda transmisă şi cea pentru unda incidentă: 


Ji 
unde 
ih 2ps ĉi) RI DP 
J; a RE 3 1 | = —— 
7 AE da ap Oyon ; m 
şi IEE 
T lee 
m 


Atunci, T = |D|?. Coeficientul de reflexie, R, este definit ca raportul dintre 
densitatea fluxului de probabilitate pentru unda reflectată din domeniul 1 
şi densitatea fluxului de probabilitate pentru unda incidentă: 
i e Pia. ne 
i J, 
unde 


pi 2 hale 


m 
şi atunci: a 
- la PEA EO EN 
Rezultă că: 
Arkh Sinai 


| TOR H (KE K8)? sin? Kia 
și Hioni ah i e aa P m cb 
pei o a ei) miki) baie ab apela inna 
E E ARN (R9 — M) sin ha! 
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Se observă că este verificată relaţia 
R+ T=1. Din expresiile lui R şi T 
se vede că pentru particulele a căror 
energie respectă condiția ka = nr 
(n = 1, 2, 3, ...), groapa de potenţial 
este total transparentă (T = 1, R = 0). 


Problema 13.5. Să se arate că 
pentru orice barieră de potențial este 
Fig. 13.5 îndeplinită relația : 
R+T=l1, 
unde R este coeficientul de reflexie şi T coeficientul de transmisie. 


Solulie. Se consideră o barieră de potențial unidimensională, de o formă 
oarecare, ca cea din figura 13.5. Particula cu energie £ > U, (U, este înălțimea 
barierei) întilnește bariera venind de la stînga. Atunci, pentru v = +o 
există doar unda transmisă (din condiția de mărginire a funcției de undă) : 


. 1 
Ps = A exp [ikat]; unde Fe meee — UP? şi pentru-z-— — oo; superpo- 
ziţia undelor incidentă şi reflectată dă: ọ, = exp [ikc] + B exp [ik], 


1 ; 
unde k, = P ONIRE Pentru a demonstra relația cerută, se foloseşte legea 
SpA z ; n i E ea a 
conservării numărului de particule (ecuaţia de continuitate): — |o? + 
ei 


ăi — ih 
+t div // =0, unde —— z vo — oyp") este fluxul densității de pro- 
m 
babilitate. În cazul staționar considerat, (3/21) |o]? = 0, astfel că div J =0 


şi în cazul unidimensional, —— 


= 0, sau J = J, = const. Din legea conser- 


vării numărului de particule rezultă că densitatea de flux J = J+ este aceeaşi 
pentru -orice x. Se calculează J pentru xs > Ho- şi v—ə— o: J(+o) = 


i 


ih PE = fa A|”. 4 A RA dpi 
= — o3 SEE pp = şi J(— o = EC IE — = 
2ml*? ax ox m ( ) 2m iz da x aa ) 
= i (1 — |B|?). Egalînd cele două expresii se obține : 
m 
ko 2 : 2 
LARA |B} =1. 
e, = 


Primul termen din ultima relaţie reprezintă raportul dintre densitatea de 
flux J din unda transmisă și unda incidentă, adică coeficientul de transmisie T, 
iar al doilea termen, raportul dintre densitatea de flux J pentru unda retlectată 
şi unda incidentă, adică coeficientul de reflexie R. Am demonstrat relația: 
RA Pl, 

Problema 13.6. O particulă de masă m se atlă în interiorul unei cutii 
paralelipipedice cu laturile a, b, ¢, avînd unul din colţuri în originea siste- 
mului de axe Oxyz și un alt colţ în punctul de coordonate a, d, c. Particula 
este supusă unui cimp de forţe ce derivă din potenţialul: U(z, y, 3) =0 
în interiorul cutiei şi pe feţele laterale și U(x, y, 2) = œ în afara cutiei. 
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a) Să se calculeze valorile proprii ale energiei totale 2 a particulei, presupu- 
nind că funcția de undă este egală cu produsul a trei funcții independente, 
fiecare din ele depinzind doar de o variabilă : (x, y, z) = X(x): Y(y):-Z(2): 
b) Să se calculeze modulul vitezei v al particulei nerelativiste în funcţie de 
dimensiunile cutiei şi de numerele cuantice ng, My. n,- Să se arate dacă o 
particulă închisă într-un spațiu tridimensional poate fi în repaus. c) Să se 
calculeze viteza şi energia unui proton, aflat în starea fundamentală în 
nucleul atomic. În acest caz, a = b =c — 10-14 m. 


Soulie: a) Particula aflată în interiorul cutiei se află într- 


potenţial tridimensională infinită şi funcţia sa de undă satisfac 
Schrödinger : 


o groapă de 
e ecuaţia lui 


dto 090 o 2m8 


1 
az? ôy? 02 pEr E 


Se rezolvă -această ecuație prin metoda separării variabilelor : 
= X(x)- Y(y)-Z(z) şi ecuația lui Schrödinger devine : 


dX g Y dez 


o(z, Y, 2)= 


YZ—— IL NZ XY — = — F XYZ, 
dz? dy? E dz? 
unde 
Poa Aos 
Re 


Se împarte ecuația prin produsul, XYZ : 


2 2 2z 
1a l ai) palete 


Deoarece fiecare membru depinde de altă 


variabilă, egalitatea are loc doar 
dacă fiecare din aceştia este constant : ; 


ES e 
Kedr E 
Asemănător, S 
KEEF i GRAI: aurie Eune T 
lasa să (Aid piatra apei 
Way N i iza Jae 
şi as a: 
EAE 
AEZ mă, 
unde 


RZA RF A kt, 
Soluţiile acestor ecuații vor fi: 


X(2) = A, sin (kz he), Y(y) = Aa sin (kyy -H e), Z(2)= As sìn (k3 + Qa). 
Soluțiile matematice ale ecuației sînt: p, y, 2) = A sin (katto) sin (kyt 
T ọa)sin (k,z + Qa); unde: A'm AAAs. Deoarece particula nu poate părăsi 
cutia, rezultă că funcțiile proprii sînt identie nule în exteriorul cutiei şi 
condiţiile de continuitate pentru funcții se scriu: gl% =0, y=0, z=0)= 
=ọ(x =a, y = b, z =c), care înseamnă: Pa a = Pa =0 şi sin ka =0, 
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n 
sau k; = 


aT 5 Nyt ; NeT 
y sin kyb = 0, sau or sin k,e = 0, sau k,= ——, unde 
a c 


Ne Ry Şi N, sint numere întregi. Funcţia proprie asociată particulei devine : 
IA) 
Q(7, yY, 2) =A sin | = 
Valorile proprii ale energiei sînt: 


= a) sin (ZE y) sin (ne) 
t| sin |—— y] sin zI. 
b c 
hèk? h 


a hêr? (in? n2 n 
8 re eir k2 k2 2 EE eE pia ki A y 
2m Tecla Jant 2m iona) © 


b) În mecanica clasică, energia totală a particulei este egală cu energia 


ERAS | 
sa cinetică 5 rw, deoarece energia sa potențială în interiorul cutiei este 


nulă. Atunci modulul vitezei particulei este v = (28/m)"/?. Ținînd seama de 
relația (2) se obţine: 


ai (Cp a A 
Je AES 
q2 p2 c? 


Deoarece nz, Ny şi n, sînt numere întregi nenule, v 4 0 şi se observă că o 
particulă închisă într-un spaţiu tridimensional nu poate fi în repaus. 

c) În starea fundamentală, energia: particulei este minimă şi starea 
particulei este caracterizată prin numerele cuantice : 


Na = N} = N = 1. 
În plus a = b =c şi viteza protonului va fi : 
3ni 


= 
atacă m,a 


= 346-107 m/s. 


Energia protonului va fi: 
Da ceea 
pe Si 00 10 J. 
2ma: 


Problema 13.7. Două particule identice, de masă m, se pot deplasa în 
lungul axei z şi interacționează între ele cu o forţă elastică. În plus, fiecare 
dintre ele este acționată de o forţă elastică cu o constantă de elasticitate 
diferită de prima, avînd punctul de aplicaţie în originea axelor de coordonate. 
Să se determine nivelele de energie și funcţiile de undă proprii ale sistemului. 


Soluţie, Energia potenţială a sistemului se scrie : 
I k 
U(z, 2) = ati Hai) t T (Tı — Ta)’, 


unde k și k, sînt constantele elastice ce caracterizează cele două ìnteracțì- 


uni, Introdueind coordonata centrului de masă e o şi coordonata 


relativă g m 2, — 1 se obține ecuația Schrödingor atemporală : 


N dp m de Mat aţa 
PS he i E — ne —— = 00, 
a a Mea odă A dc 
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in 
rde Af = MWt Şi M “ga (MASA vedusă), o = l gi co yei Se 


sepan vartabilele, puntăd p = ADA) şi se obtin două ecuații unidimen- 
Sonale pentru oscilatori armonici : 
Mp, Mo 
TIM a! 


Nae Mai, 
-—— Le — 21 ~" Cala: 


A Gifu 


Ta 
á 


2u dt 2 
Netig 
Ne Di 
i= Va: ÎN) ue ut, aa 


paa analogie cu problema 13.8, se scrie soluția pentru funcțiile proprii : 
EAN u? 
Paa = C apf ($) Ha (È) ap z Ha À), 


uade An este polinomul Hermite. Nivelele de energie ce corespund acestor 
Machi siat date de: 


fun = (n + ze -+ (n. + ho 


Problema 13.8. Să se determine nivelele de energie ale unui oscilator 
armonie tridimensional, care are energia potenţială dată de expresia: 


ED RECON ERP kaz? 
U m + — — 
"2 2 ze 2 


Setuie, Ecuația Schrödinger atemporală se seric : 
Rè ka kay? kaz? 
ZSA = i a o mo 1) 
2m tA ja pu 
Punind ẹ(x, y, 2) = Pi(0)ea(Y)eas(2)şi substituind în (1), se obține după 
împărțire la e: 


(> a met a ia LPA i Tar) 
Pı 2m dr? 2 Qa 2m dy? 2 
2 2 
i rr 2) ee, (2) 
unde i ; 
i ESL (i en 1 2, 3), 
yiii SM i 


Fiecare paranteză din (2) este egală cu o constantă, Se notează cele trei 
constante cu dp Esn Ca și se observă că: 


d s} da + ba = 6, (3) 
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Se ştie că în cazul oscilatorului armonic liniar, valorile proprii ale ener- 
gici şi funcţiile proprii sînt date de expresiile : 


1 
În -|r + a ho şi ọn = C exp s | H,„(£), 


mo 2 
E = t| — 
h 


Şi Ha(5) este polinomialul Hermite de ordinul n. Din (2) și (3) se pot scrie 
trei ecuaţii în funcţie de cîte o singură variabilă. Făcînd schimbările de 


variabilă : 
mo \1/2 mo, \ 2 Mao, \ 1/2 
la MP Ea, 5 N = aon d G == poa 5 
Î ħ 


se pot generaliza rezultatele obținute în cazul oscilatorului armonic liniar, 
astfel că expresiile energiei proprii şi funcțiilor proprii sînt : 


Jl A 
poa e (n. e so + (n. za ses =: (+3) hoi (4) 


unde 


oes L E ae | Hp, (E Eni) Hn, (©), 5) 
unde Es 
Pn, = C, exp S a HE), 
unde 


d exp tI --— 
O EEE ee amar și... 6) 
este polinomul Hermite de ordinul n. Din condiția de normare 


+o : - 
| lpn) Paz = 1, 


1 1/2 
Goa Oa 
= zh E 


astfel că funcţia de undă normată se va serie: 


rezultă : 


Au, aED E SS nat 


(z, Y, 2) = (hr) [muta nn, Ina lna DR 


Problema 13,9. O particulă de masă m'se mişcă pe un cere de rază To 
într-un cimp ce derivă dintr-un potenţial cu simetrie radială. a) Să se determine 
valorile posibile ale energiei cinetice den și ale momentului cinetic E al parti- 
culei considerate, b) Să se serie funcţiile proprii ale ecuației Schrödinger 
atemporale, 


>A 


Soluție. a) Ecuația lui Schrödinger este: 


Ag + 


2m 
a — U)p =0. 


Datorită simetriei radiale, se poate scrie laplaceianul în coordonate polare r 
şi 0, în plan: 


di :3(+08 1 9*p , 2m 
— — rr az — +— (2 — U) =0. 
r A = b TAO ONE i i 
; ERE pe 1 99 
Deoarece r = ro = constant, şi energia cinetică Von = 0 —U, Te rr 
73002 


2m x 2 21h2). si pdl a 2 
t-a done =0. Se notează cu K? =: (2mdesarâ/h2) şi ecuaţia Zr Fko =0 
are soluţia: (0) = A sin (k0 + a). Mişcarea avind loc pe un cerc, (9) = 
= A sin (k0 + a)= A sin [k(0 + 27) + a)], adică k =n, unde n este un 
număr întreg. Atunci energia cinetică a particulei are valorile : 


Ön = nie 


Lă 
2 
2mră 


n = 1; 2, 3, ... 
Momentul cinetic al particulei este definit prin relaţia : 


252\1/2 
L = Top = To(2mdom)/? = n = nh. 
„A 2mrâ 
b) Funcţiile de undă asociate au expresia: 
p(0) = A sin (K0 + a) = A sin (n0 + %), 


unde A este constanta de normare, 


2r 
A? | sin?(n0 + a)d0 = 1 
o i A 
şi de unde în 
1g 


m12 A 


A = 


Deci, e rs 
(0) Bal ata (nd 
Ta d: meu a tintei a uiter 


Problema 13.10. Să se găsească valorile proprii ale energiei unui giroscop 
cuantic, a cărui energie este egală cu 


oboi al pp 
d 7J, (Li +- LÌ) + JJ, Li 


unde J, și J} sînt momente de inerție, iar Lu, La Ls componentele mo- 
mentului cinetic, ? bi AS 
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Soluție, Momentul cinetic total estes L? = L4 + L4 + L3, Ale unde 
IN L} = L — L} Valorile proprii ale momentului cinetic/total sint 
l- DA, iar ale proiecției La mħ. Atunci valorile proprii ale energiei vor fi : 


EA? 2 
E rup (L-1) + nn a 


he 
d =a— [+ 1) + m pe 
Mito 334 | Car) DU eie 204 Digli 3203 


Problema 13.11. Să se găsească funcțiile proprii ale stărilor staționare 
şi valorile proprii ale energiei unui rotator plan liber (un sistem format din 
două particule legate rigid şi aflat în rotaţie), care are momentul de inerție J 
(J = Mat, unde M este masa redusă, iar a distanța dintre particule). 

Soluţie. Dacă axa de rotaţie este Oz, hamiltonianul rotatorului plan 
conţine doar operatorul asociat energiei cinetice : 

Jo? Maw’ 


I e ă 


2 


Se exprimă energia cinetică în funcţie de componenta după axa 0z a 
momentului cinetic a rotatorului : 


La. = 2(£ x P): = 2m (2y — yz): 
Dar, t 


a ES E] H Eee dd ah (i . a 
xt =— cosol; xtv == — ow sin wt şi y=—sinol; Y == w cos ot 
2 2 2 2 


şi atunci: 
2a2m9w 


Sa aia. ȘI aMo, 
deoarece 
Maa 
O E: 3 
şi de unde 
Le TÈ 
Q = = — , 
eM J 
iar energia cinetică va fi egală cu: 
z 
Coin = 2] ` 
Dacă ọ este unghiul de rotație al rotatorului în jurul axei Oz: À 
pia & ECN 
i „de 
şi ecuația atemporală a lui Schrödinger pentru stările staţionare ale rotatoru- N 
lui se scrie; 
2 8 a £ è 
doa Ma G ay sau AANEREN E | 


2J de dpi n 


PR GET ai ar, 


Pe AEZ 


initieze 1 A 


ware are soluția 


Yml(p) = C exp [img], 
Eo 
m = | — P 
h? 


Din condiția ca particulele rotatorului să rămînă pe cerc. rezultă că: 
m =0, +1, +2, ... Valorile energiei vor fi: 
n 


mel? 

2J 
şi se observă că apare o degenerare de ordinul doi (există cite două valori 
ale lui m pentru care energia are aceeaşi valoare). Funcţiile proprii ale stări- 
lor staționare ale rotatorului coincid cu cele ale componentei după axa Oz a 


momentului cinetic. Din condiția de normare : 
27 


| C? exp [imọ] exp [—img] de = C? -27 = 1 
0 


unde 


rezultă că ) 
Seal 
(27): 
şi funcțiile proprii devin : ; A 
| 1 5 
Vn(9) fo în [imę]. 


Problema 13.12. Să se determine funcțiile de undă ale unui electron ce 
se roteşte într-un cimp central. Funcţiile de undă vor fi funcţii proprii ale 
operatorilor J? = (L + S)? şi J; = L; + S, unde L este, momentul cinetic 


orbital și 5 spinul electronului. 


Soluţie. Se vor determina funcţiile proprii corespunzătoare lui J, şi J 
Se ştie că: 


unde 


Se obţine pentru J; Valoarea : 
Eo H roa 


EEA =; 0 
$ ves t $ 
0; 7U S 


Funcțiile proprii ale acestui operator au forma : 


tia exp|i (1,3) Hio 4) 
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unde G, şi Ca, sînt funcţii arbitrare de r și 0. La deducerea lui (1)/s-a ţinut 
seama că J.V=Am,y. În continuare, se vor calcula funcţiile proprii pentru: 


b > 2 - o 3 o L: g 
Jahti Sa Ji Pl (2) 
4 B I 
"În sctierea relației (2) s-a ținut seama că 5 -2 6 şi/s-a notat L, = 


=L, + Ly L-=L,. —iLy. Ecuația. cu valori proprii pentru J? este: 


Di bim + AL, AL, 
Aa a JORI tay. (3) 
hlas ate ato le Ln hh zh 


În relaţia (3), valoarea proprie U + a a fost aleasă aftrar prin analogie 
cu cea pentru L?. Pentru ca Y să “fie în acelaşi timp funcţie proprie pentru 
J, şi J?, este necesar ca ea să aibă o formă asemănătoare cu (1). Acest lucru 
se realizează punind: 


Rr) Yu mp1 0; e) + 
Ya ge (4) 


IYn ap O, ș) 


Armonicele sferice din (4) depind de ọ în acelaşi mod ca în (1). Ţinind 
seama de relaţiile de recurenţă 
pm RAI FER DU Yi mas 
L Yra = VUF mi m T DY aa 
şi cunoscînd că 


UE m = îmyY,, m şi ILESA m = HU + DDE mo 


ecuația (3) se scrie : 


ry = PI) tt otit (mi Tin 


1 
a ao | LA my + a- m; -+ 3) IIS Aa E 


2 


El ] 
~o | E razez pe 


a [e HN +i zk FE - (m i ara 3) lb anl (5) ? 
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ic 
Stal 


Egalìnd părțile din dreapta ale ecuaţiilor (3) și. (5), se obţin două 
ecuaţii liniare : 


3 te e a 2 
rw ED EE a (mi 3 K J(+ z mp0 O) 


AE 3 
-r(e+3) ~ m + IK t+- (m + 5) -j+ n|- 0.) 


Ecuațiile (6) şi (7) sînt compatibile, dacă fC) şi g(r) diferă printr-o constantă, 
ceea ce se poate scrie: f(r) = AF(r), g(r) = Bf(r). Introducînd valorile lui fir) 
şi g(r) în (6) şi (7), se obţin două ecuaţii lini 


are omogene în A și B. Condiţia 
necesară pentru ca sistemul să fie determinat este: 


272 N 
huo- (+3) |- - eo |= o. O 
Există două valori diferite ale lui j(j ++ 1), care satisfac ecuaţia (8): 
i 1 
Jea B E A A e 


caz în care se obtine: = oare 


1 
fe aer je] Alt tă ci 
ERO J: 3 F nyai: Yomi 
PERNA ; 


pE EEEE 
v e Yn ai 
35 EA naii Î 2 
şi : ; 
islo A e 
mok S bka y 
cu 


1 a 
pe | premi, AB AL dea 
Va 1 | 


1 
tom Yom 


Funcţia Fu(r) poate fi determinată din ecuația Schrödinger radială: 
De [rara DS Ty X, =rF 
A X; paro e aa + U(r)X, = in unde =r a(r). 
m Te SE | A 


pei 


Problema 13.13. Funcția de undă a unui electron în starea 1=2, m=2 
are expresia : Wyss == C[(r) sin" 0 exp [2ig], unde G este o constantă, f(r) este 
o funcţie radială a cărei expresie depinde de numărul cuantic principal n. 


34 — Culegere de probleme de fizică — cd, 198 
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A A 
Să se arate că Yanm este o funcţie proprie a operatorilor b, şi 10 i nu oste 
funcţie proprie pentru L, (L fiind momentul cinetic), 


Soluţie,: Aplicind operatorul PA funcției Yasa rezultă: 


Debara = ih Ebe m 30 jam 
de 


R 
Whea este funcţie proprie a lui L, cu valoarea proprie 2A, 


K 2 ja 
L= =x] : ae Ag AAi ; 
sin 0 20 20/ sin? 0 d9* 


TȚinind seama că: 
2 Vaza 


ag? = —4 Yass 


și 


Ea = 2C fir) sin 0 cos 0 exp [2iș]; 


se obţine: 
Lasa e OA Yon: 


Deci, Vaze este funcţie proprie a lui L?, cu valoarea proprie GA? care trebuie 
să fie egală cu I(l + 1)ă?, ceea ce corespunde la ? = 2. Operatorul Ês are 
expresia : 

A tE 2 ð 

La = —ih|sin p — + ctg 0 cos p: —], 

| 20 de 

deci Í f Š 
Lana = ENE sin e sin 0 cos 6 — 2i ctg 0 sin? 0 cos e): 

Deoarece al doilea membru nu este egal cu produsul dintre o constantă 
Și Wn=a, aceasta nu este funcție proprie pentru Wass. 


FE" Problema 13.14. Să se determine nivelele de energie ale unui electron 
liber, aflat într-un cîmp magnetic uniform, cu vectorul inducţie B direcționat 
în lungul axei z. 


Soluţie. Se alege. un sistem cu axa Oz în direcţia vectorului inducţie B. 
Potenţialul vector A, dat de: ecuația B =y x A, are componentele: 


Az = —By, Ay = A, =0. Ecuația Schrâdinger atemporală se scrie: 
E p.— eÂ i 
cureti: ul Ņ = ev, 
2m 
sau înlocuind operatorii: 
R i a 
Niay are ea LE hiy d (1) 
2m m dx 2m 
Deoarece coeficienții nu depind de a şi z, soluţia este de forma : A 
ah sa N manti 14), 
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Substituind 4 în (1) şi făcînd notaţiile 


202 
bea ii egipt Ei (pa APEI” 
m 2m e 
se obţine: 
hi de mod 
ere e 2) 
f 2 


Făcìînd o nouă schimbare de variabilă 


relația (2) devine: 
d2f 
de? 


T (e — 5)y:=0, 


care are soluții de forma : 


EEN 
f(E) = Ce EO 


unde H, sînt polinoamele Hermite. Valorile proprii ale lui e sînt: 


1 
En = (z + 3 hoo 


unde n =0, 1,2, 


Deci, pentru un electron într-un cîmp magnetic, 
funcţiile proprii sînt : 


Paap = Cn exp [i (az + 62)] exp [— E4]: H). 


Din condiția de normare, se obține : 


Mo 
(ea 
aj Tea 


Valorile proprii ale Sera sînt : 


Cap y J npe 


Problema 13.15. Se consideră un oscilator armonic unidimensional, de 
sarcină e, plasat într-un cîmp electric constant E. Să se determine nivelele de 


energie şi funcţiile proprii ale oscilatorului. 
Suluţie. Ecuația lui Schrödinger atemporală în acest caz se serie: 


a shta Tepme a= eB la)y = ay, 


2m da? 


unde termenul —- Je; |z reprezintă energia potențială a șeilaterului datorită 
cimpului electric Introducînd variabilele : 


Tı = -o ARES = par b = Sk 


eE 
2mo? ’ 


ecuaţia Schrödinger se serie: 


My mu? a 
2m dat 2 
ecuaţie similară cu cea a oscilatorului liniar ce nu se află în cîmp electric. 
Funcţiile proprii vor fi: ' 
g3 
ESTI 
Vu = Ghe Ha(E) 
şi valorile proprii ale energiei : 


2 2 
În = (n ho el . 


2mo? 


Problema 13.16. Un cîmp magnetic uniform, de inducție B, dirijat după 
axa Oz, face un unghi 0 cu normala la planul orbitei electronului. a) Să se 
calculeze raportul giromagnetic y al electronului, definit ca raportul între 
momentele magnetic şi cinetic ale mişcării orbitale a electronului. b) Să se 
arate că momentul cinetic L al electronului, în raport cu nucleul presupus 
fix, se roteşte în jurul lui B cu o viteză unghiulară œ şi să se determine această 
viteză. Să se efectueze calculele pentru B = 0,1 T. c) Teoria cuantică arată 
că modulul L al momentului cinetic L şi proiecția L, a lui pe direcţia lui Ē 
sînt cuantificate : 


L= JUL DR, Le mit. 


Să se exprime cos 0, unde 0 este unghiul făcut de L cu B şi să se 
«calculeze energia magnetică a atomului în funcţie de m, B şi de magneto- 
mul lui Bohr, us = eâ/2m. 


Solutie. a) Electronul în mișcare este echivalent cu o spiră de suprafaţă 
S = nr”, parcursă de curentul Į = (—ev/2zr), unde v este viteza electronului. 
Momentul magnetic al electronului este: M = I- S-ū,, unde ū, este versorul 


=y evr _ 
«direcției perpendiculare pe planul orbitei. Deci, M = — du. Momentul 
p 7 EA TR e 
cinetic al electronului este egal'cu: L = mur i, şi atunci, M = R L, 


iar raportul giromagnetic al acestei mișcări va i: 


Rezultatul obţinut arată că momentele magnetic şi cinetic al electro- 
nului sint opuse (semnul minus) și se află într-un raport constant. Rezultă: 


y= —8,88+10C/xg, s 


b) Acţiunea eîmpului magnetic asupra electronului se măsoară prin 
cuplul de forţe ; 


1 2m 
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5 Ey ITS 
— == Bx L =o x L, unde o =— B. 
dt 2m 2m 


S-a obținut că extremitatea vectorului Î se rotește 
în jurul axei Oz (deoarece vectorul de rotație © este coli- 
niar cu B, adică paralel cu 02), cu o viteză unghiulară œ = 
= eB|2m. În cazul considerat, frecvența Larmor este: 


O = 0S NOESEN 


c) Conform figurii 13.16, unghiul 0 dintre i, și B este Fig. 13.16 
definit de: 
ji m, 
cos 0 == =n 
A T ERN 


Rezultă că planul orbitei nu poate avea decît un număr finit de orientări, 
definite de. numerele cuantice magnetic m, şi orbital 1. Energia magnetică 


a atomului (echivalent cu un dipol, de moment magnetic M), atlat în cîmpul 
magnetic uniform, de inducţie B, este : 


E =—M.-B cos (m— 0) =B cos 0 =m: B = muup*B, 
Am 


unde u, este magnetonul lui Bohr. S-a obținut că energia magnetică a 
atomului aflat într-un cîmp magnetic depinde de numărul cuantic m,, deci 


este cuantificată. 


Problema 13.17. Să se determine spectrul energetic al unei particule 
încărcate electric, care se mişcă într-un cîmp magnetic şi un cîmp electric, 
orientate după două direcţii perpendiculare. 
< Soluţie. Se alege axa ;z de-a. lungul direcţiei cîmpului magnetic şi axa z 
de-a lungul cîmpului electric și se consideră “potenţialul vector de forma 
Ay = Br, A; = A, =0. Operatorul hamiltonian “se poate scrie sub forma : 

A ^o A PEF 2 ^a 
H iba (Pi 7 EBI, GE) Ap pede: eEz. 
2m —2dm 2m 


Se. introduce notația : 


și atunci, 


eE paie e DANE S fi 
2m 2m B 2 B° 2m 


thig ï Į AU Ti RI F S. 
Între operatorii pa şi n există relația de comutare ; 


“Di — n pa m ineB, 
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A 2 = 
Y ~ . .. . Li A 
Astfel, se găseşte că valorile proprii ale operatorului 6, = Pa +— sînt 
2m 2m 
aceleaşi ca şi ale unui oscilator care vibrează cu dublul frecvenței Larmor, 


eB A 7 A g AN 
Cin = ha G ar z): Deoarece operatorii py şi p: comută cu %1, operatorul 

m 

A A 
5 Be pB asmi? A h N iii 
Aa = — — —— — —— poate fi] diagonalizat în acelaşi timp cu Z,. 
FN 9 7. p a ] diag : 

Spectrul energetic al particulei va fi : 


eB 1 2 19 mE 
De =at n Te a 


Comparînd rezultatul obținut cu cel al problemei 13.20, se observă că, 
cîmpul electric ridică degenerarea care apare în cazul existenței doar a 
cîmpului magnetic : nivelele energetice într-un cîmp electric depind de trei $ 
numere cuantice. E 

Problema 13.18. Starea unei particule, de masă m, aflată într-o groapă 
de potențial dreptunghiulară, este descrisă de funcția de undă y(2) = Az(a—z), 
unde a este lărgimea gropii, iar A — o constantă. Să se găsească distribuția 
probabilităților de apariție a diferitelor valori proprii ale energiei, valoarea 
medie a energiei şi fluctuaţia pătratică medie a energiei. Funcţiile de stare 
ale particulei aflate în groapa de potenţial de lărgime a sînt: 


1/2 = 
E -(2) sin 17 q, 
a 


a 
iar valorile energiei, 
z nên he 
Va Srg 
2ma 


unde n:= 1; 2; 3,.-- j 

Soluļie. Pentru a afla distribuția probabilităților căutate se dezvoltă 
funcția Ņ(x), care descrie o stare nestaționară, după funcțiile de stare va(7) 
(conform principiului suprapūnerii stărilor) : 


Y2) D HE A C. sin E, 


n=1 n=1 
unde n= 1, 2, 3, ... Probabilitatea ca particula să se afle pe nivelul ener- 
getic n este dată de modulul pătrat al coeficientului corespunzător din 


dezvoltare : 
DA i a 
DA? NRE 
=— | \ r(@> 2) sin dri. 
a a 
ò 


Valoarea constantei A se află din condiția de normare pentru funcţia y(x): 


» = Cale -=| | Vo daladaz] 
0 


f |ie)? da = A? faa — dr = l, 
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de unde 


. 1 
A? SD3 IRI E 


a 
fx? (a — x)? dz 
ò 


3 


= 
~ 


Z| 


Probabilitățile devin : 


nrar 


a 
Pa „ic | | q(a = x) sin — iz] 
aê a 
0 
şi folosind integralele 


: lez z 
[2 sin pt dx =; Sin pr — — cos pz 
p Pp 


şi 
: Da 
|e sin px dx = psi patit pig Zice pz, unde p = nz]a, 
p= p* 
se obţine că: 
60 aÈ 2. Na da? ni 2402 NEZ, 
Pa =—||a-— sin —— — — cos — — sin— + 
aê nr a nr a nêm a 
2 3 al? 3 
taea za, „20 cos PE) Sea apt 
nr a n37c a Jo aê nT 
a? 2a? 202 2 240 
+> S A S SA (E 
n EC) al el or 


Se observă că sînt diferite de zero doar probabilitățile stărilor cu n impar 
(n = 1, 3, 5, ...). Probabilitatea ca particula să se găsească în starea funda- 
mentală este : 
} 240 : 
: -22 = 0,999.) 


P= 

Se observă că pentru toate probabilitățile ca particula să se afle în 

celelalte stări rămîne doar valoarea de 0,001. Nivelele de energie ale par- 
ticulei în groapa de potenţial considerată sînt date de relaţia : 


7 x ‘n?n? ; 
2ma? 
unde n = 1, 2, 3, 4,...„iar valoarea medie! a energiei în starea nestaționară 
este : 
202 oa. SA rupere ee 
(> =N ` aPn ER AN 5 -= 2E sa 
2ma sa Te ' R- (mais: 9% ma? 


Valoarea medic a pătratului energiei este : 


; Scapi O Ome 900 N 1 N 
e) = azi Tisa e Ma 0 oa 


n=l ne 


şi fluctuaţia medie pătratică a energiei în starea nestaţionară este: 


Ag XE D= 1. 
? ma” 

Problema 13.19. Se consideră o particulă, cu sarcina q, într-un cimp 
electric uniform, de intensitate Ê = ū,E. a) Să se scrie funcția de undă 
asociată particulei în spaţiul impulsurilor. b) Avînd funcţia de undă în spaţiul 
impulsurilor, să se scrie funcţia de undă în spaţiul coordonatelor. 


p2 p2 
Soluţie. a) (p, 2) = IE + Ula) = — qE = () 
m 


2 


presupunîndu-se că particula se deplasează pe direcția Oz. Ecuația de evo- 
luție a funcției ®(p, t) se obține înlocuind în (Œ) pe z prin t = 


aota pe & prin PS 
i êp zi rat 
Astfel, din (1) se obține : 
pe Bito n-a Io 
dia ae 0 pe o i 2 
a isop Sa di Pr o e 2) 


Căutînd, pentru (2), soluția de forma op, t) = o(p) exp = zt! 
KR š $ a 


rezultă : 
E =E L A ọ(p) = e(p) (3) 
2m Rp 
„ Ecuația (3) are ca soluție pe — je 
e(p) = exp -= (e == =): (4) 
Sua a | qER( Om 


é avind o variaţie continuă. Multiplicînd pe (4) cu un coeficient convenabil, 
aceasta se poate norma în sensul funcţiilor proprii ale unui spectru continuu. 
Astfel, punînd 


_ SHN 
[e(p)la O fidea e(p), 
rezultă : ; 
+ oo A 
| S lelpiăle(p)ls dp ate — €) 6) 
b) Folosind relaţia 
; +F 3 
yq, pir] exp ISI pr] ®(p, t) dp, 

rezultă”; IA 

e ae EA 

E y(x, t) = f oo 1) exp [ze] dp (6) 
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Introducînd pe b(p, t) şi pe (4) în (6) se obţine: 


piw, t) = soo|- zei], 


unde 


E 
~ 
= 
< 
i 
E 
le] 
LE 
J 
= 
= 
=, 
= 
. 
kesi 
a 
+ 
Q 
<~ 
l 
Ed 
a 
Eo) 
| 


Een 
1 8 Da 
= 2 | cos!—|p[z+ —|—— ftd 
jel le[aiiaz) oa |? 
0 
Problema 13.20. a) Să se determine operatorul 2 în reprezentarea im- 


pulsurilor. b) Să se determine akase sale pipni Şi Hdd la Propré ale acestui 
operator. e i i 


Soluţie. a) În reprezentarea. coordonatelor, opere Beati a trece la 
o nouă reprezentare, se utilizează relatia de medie : 
Gia da oT 


unde se înlocuiește p(x) în funcție de, op). Se știe că: 


cip 
Wa) = (E) eo corean 
deci relația (1) se scrie: = a Eas 


25 Toib Ho it îkooiiilaei g [iza rafa sR E K 
(2) = [e na In be e E Pa) SU h dp dz (2) - 


pai Fi 


; pi ii 
Relaţia (2) se mai scrie: ta 


Diro 


09; 


+o t $ è 
(27 DE j ep) Îi ao d (0 du 
ea te tdi 
Sau y" TAS â de 
ga 
Deoarece | sia 
maree pi pee PE G ; 
relația (3) TE 
r09 TRNA 
a) j p Ta, do nyf 
t LIA dei S] 3 


——c0 


A 
deci în reprezentarea p operatorul x se scrie: 


A 2 
Ty == iħ ei 
op 


b) Funcțiile proprii trebuie să satisfacă ecuația : 


wð 
ih £2 = zọ(p) (4) 
êp 
şi condițiile de mărginire şi de continuitate. Se obţine : 


(p) = C exp f- s] 4 
h 


Introducînd e(p) în ecuaţia (4), se obţine valoarea proprie 1. 

Problema 13.21. Să se determine elementele de matrice, în reprezentarea 
coordonatei, ale operatorilor moment de dipol electric, 2? și p, pentru o parti- i 
culă aflată într-o groapă de potențial cu pereți infiniți, unidimensională, 

a a 
——<r<—. 
2 2 
Soluţie. Funcţiile de undă au expresiile: 


1/2 SENTE 
x) = = SID 
Pale) aua 


pentru n par şi 


| a NTL 
pa) = || 2 cos? 


pentru n impar. Elementul de matrice al momentului de dipol este: 
j i pac 


<nlezim> = ef rüm dr (1) 


aie Aj 
2 
Dacă integrandul va fi funcţie impară (ceea ce se întimplă dacă m şi n 
au aceleaşi parităţi), integrala va fi zero. Este necesar deci ca n şi m să aibă 
parităţi diferite. Se va lua n par şi m impar şi se introduce variabila 
TE 
3 i y = 
i a 
astfel că (1) devine: 


(nlezim>y = —— | [sin (n + m)y + sin (n — m)yly dy = 
d 


n+m=—l n—m=—l Aia că 
2ae | (—1) r Sad Îi aia Eh Saemn 
m? (n + m) (n — m)? T(n? — m)? 
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Expresia 


aj2 


Cn m>) = f C prpm dr 
—a/2 


este diferită de zero, dacă n şi m au aceleaşi parităţi. Dacă se iau n şi m 
pare se obţine: 


ap2 m/2 
E 4 i dec Se Ik Da (e 
Cnla?lm> =— \ xr? sin — sin dx = — | yf[cos (n — m)y— 
a a a 
0 0 
Sa:nm 


— cos(n + m)y] dy = (—1n—m/2. ni 
T? (n? — me 


Elementul de matrice al impulsului este : 
pasi 
Cnlplm> =; ps Že ar. 
i dx 
—a/2 


Acesta este diferit de zero, dacă n şi m au parități diferite. Dacă n este par 
şi m impar se obţine: 


x/2 i 
A 2 
(nlplmy = — A = - | [cos (n — m)y —cos (n-+-m)yldy = 
i 
0 
= (—1) m+ h _4mn 


wamne a 


Problema 13.22. Să se calculeze matricele coordonatei şi impulsului, în 
reprezentarea energiei, pentru o particulă aflată într-o groapă de potenţial 
dreptunghiulară, cu pereţii infiniți. 


Snluţie. Dacă se alege originea axelor de coordonate în marginea din 
stinga a gropii (fig. 13.22), funcţiile de undă 
care descriu stările staţionare ale particulei în 
interiorul gropii se scriu: 


1/2 
ZOA SIn 2 Da ta zl sa L) 
a a 
unde a este lățimea gropii. În afara gropii, V=0. 
Elementele de matrice ale coordonatei 7 
sint, prin definiţie, egale cu: ; 


+o k a i 
Tms = S Yla) zY), Jt = fit Ym adz, (2) Fig. 13.22 


Înlocuind (1) în (2) rezultă: 


mr. i NR 
Tmn =— \ TSIN ‘SIn dr = 
a a 


a a 


a a 
= -i | gx cos taiem = dz — | Z COS amn) tan) dz] = 


: [n A e E == e [1-1] (3) 


A (m — n}? (m -+ n) E z (m? — 


T 

Din relația (3) se vede că din elementele de matrice nediagonale (m= n) 
ale coordonatei sînt diferite de zero doar acelea care corespund unei diferențe 
impare (m — n), adică unor tranziții între stări cu paritate diferită. Ele- 
mentele diagonale (m = n) sînt nenule. Acestea pot fi calculate trecînd la 


mea RER : lez = 
limită : (m — n)> 0 şi înlocuind 1 — cos t S că astfel că Tmn = zm 
; 2 


PA 


Pentru găsirea matricei impulsului (Pz)mn = Pma, se foloseşte relaţia : 


y X i 
Pmn = M(2) mn = PE (En a Oan (4) 
unde M este masa particulei, iar 
nh? 
= 2 
Coe EE DRE 


nivelele energetice ale particulei în groapa de potenţial. Înlocuind (3) în (4), 
se obţine: ENS 


"aia * Ee a mn h 
pe a e aid (5) 
a m—n 


Se observă că elementele diagonale (m = n) sînt nule. 

Rezultatul putea fi prevăzut, deoarece aceste elemente reprezintă valorile 
medii ale impulsului în stările staţionare corespunzătoare, care sînt nule, 
pentru că mişcarea are loc într-un spațiu finit. Se observă că Tha = Tun Şi, 
asemănător, Pia = Pam, deci matricele sînt hermitice. 


Problema 13.23. Evoluţia în spaţiu a unei microparticule este descrisă 
de funcţia de stare Si 


za 
(2) = Cex H : 
S ENT, 
unde Az este semilărgimea funcţiei de distribuţie. „a probabilităților de 
localizare a microparticulei în spaţiu. Să se calculeze semilărgimea funcției 
de distribuţie a probabilităților de apariţie. a. diferitelor valori pentru 
impuls. ps er g? ti à Si 
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n AAEE EE P SON E TE ERNE CIAT 


Soluție. Probabilitatea ca la o măsurăt 
valoarea p este dată de modulul pătrat al funcției O(p), definită cu ajutorul 
integralei de acoperire : 


-+ 


(p) = | u(x). W(x) dz, unde Up(7) = Cz- exp = pz] 


— 


oare a impulsului să se obţină 


este funcţia de stare pentru o particulă liberă. Deci: 


-+œ 


i a? 

(09) == (& Ga X mezat s $ ze d = 
(p) 1 feo] A pz] exp | sari 
EG cal Da ea = < dz = 
Es | e| 2h? 2laz ñ )| a 


= e AJ 27 exp | r 


1 


ss E al) 


unde Ap -2 sau Az-Ap = d, care este chiar relaţia de incertitudine a luf 


Heisenberg. 


Problema 13.24. Să se arate că în reprezentare 


a Heisenberg se obţin. 


aceleași valori proprii pentru energia unui oscilator armonic liniar ca în 


reprezentarea Schrödinger. 


Soluţie. Expresia clasică a energiei  oscilatorului armonic este: 


Ep: 1 
== — + — Ke 1) 
2 m 2 i 2 
ecuațiile de mișcare în formalismul Hamilton avînd forma : 
pen i (2b} 
; ȘI Sm f 
iar în cadrul formalismului Lagrange, 
g == ob SA 
m 


În cadrul metodei Heisenberg (mecanica cuantică matriceală), mărimile pP 


şi q nu mai sînt considerate funcții obişnuite de timp, 
unde elementul de matrice Qnm este amplitudinea- cuan 


ci reprezintă matrice,. 
tică asociată tranziției 


de pe un nivel energeti 
(ca şi pătratul amplitud 
spectrale emise în cazul 
ţiile clasice de mișcare 
de comutare 


c |n> pe alt nivel energetic |m). Pătratul acesteia 
inii din fizica clasică, 9?) determină intensitatea liniei: 
tranziţiei care are loc. Introducînd matricele în ecua- 
(2) sau (3), este necesar să se ţină seama de relația 


ta pi pi daoias 4) 


1 
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ca o condiție cuantică. Dacă matricea (qnm) satisface ecuaţia (3), atunci 
această ecuaţie trebuie să fie satisfăcută de fiecare element al matricei, adică 


Gan 3P (990 m = 0 (5) 
Făcîndu-se ipoteza firească 
(nm = lam exp [i Onml], (6) 
(5) conduce la: 
(co TIR Oam) am =0 (7) 


Ca atare, toate mărimile g„ se anulează în afară de acelea pentru care 
Orm = £o. Dacă se introduce regula ca Onm = Foo să corespundă tran- 
ziţiei |n) > |n— 1> (emisie) şi ©nm = W% să corespundă tranziţiei 
In) > |n + 1> (absorbtie), rezultă qnm =O pentru m # n + 1 (8a) şi qam Z 0 
pentru m =n + 1 (8b). Aşadar, matricea coordonatelor are forma : 


0 paaral 0. 
(am) i de t Ne 0 pres (9) 


Din relaţia (2b), rezultă: Pam simta adică 


0 Coada 0 (0) 
(Pam) = im | Solo 0 difi 0 SIANSA 
0 Oaza 0 023(23 
0 =o 0 0 
=i Uio ze Qollu — lizzitenh: zii (10) 
0 (2 O. — {z3 


eloko si ei se sholle ee elle nogo lono ele oo. cc ce. 


Din expresia clasică a energiei, 2 = PD. + m?e3q?) (11), utilizind matricea 
m - 


coordonatelor (9) și matricea impulsurilor (10), se obţine matricea energiei : 


(oo 0 0 0...) 
a Di (Cin) ==UXuaă 0 i Molor T aaa 0 Osea «fe (12) 
OEN es 0 Gao qalis F assisa O 


pl sie pile) 9) e dn eds lol ee lol ot T stele d aa îs hi es ile A cele. 


Din (12) se observă că energia unei stări oarecare nu depinde de timp ( teorema“ 
conservării, energiei), deoarece. factorii temporali dispar din toţi termenii 
de “pe diagonală (de exemplu, goi explieoit] exp hont] 1, deoarece 
— o = O1). Fiecare termen de pe diagonala principală reprezintă energiile 
stărilor individuale corespunzătoare (de exemplu, elementul fum dă energia 
stării a n-a), Pentru a afla energia nivelelor energetice, este necesar să se 
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determine complet elementele matricei coordonatelor, folosind relaţia de co- 
mutare (14). Astfel: 


doo 0 DE e, 
[p q] = 2mo 0 Gudin 0 aa a e z 
0 e332 — 121412 
1 0 0 „Ei 
h 
prigi o Liza 0 + T.z (13) 


Cele două matrice din (13) trebuie să aibă elemente identice. Aceasta conduce 
la sistemul de ecuaţii: 


2o (23 — doo = A 
lofio = amo > fif) 01 (10 amui ; 
h 
Q23(32 — da = , (14) 
2M 
Rezolvînd succesiv ecuaţiile (14), rezultă : 

r 

(noni dn bn = dnns] Fr (n + Des (15) 
2M 


Înlocuind expresiile (15) în matricea energiei (12), termenul general 

de pe diagonala principală va fi: 
oi SS == moâ(qa, n+i dna, n + (n, n-am, E) -(n F o (16) 
unde 
PSD Il Pa 35 


Problema 13.25. Un rotator spațial se află în starea l =1, m =1 
“(proiecția pe axa Oz a momentului cinetic). Să se găsească valorile posibile 
ale momentului cinetic pe axa 07, înclinată cu unghiul « faţă de axa Oz, 
probabilitățile de apariţie a acestor valori și valoarea medie a componentei 
momentului cinetic L,. . 

Soluţie. Deoarece 1 = 1, valorile posibile ale proiecției momentului 


cinetic L pe axa 07 sînt: m = i = 1, 0, —1. Probahbilitățile de apariţie 


a acestor valori ale lui L, normate faţă de unitate, sint egale cu pătratele 
modulelor coeticienţilor dezvoltării funcţiei normate Viza; maa(0, 9), după 
funcţiile proprii normate ale operatorului Ls, Yran m=i (0, g’), Viza, nal’, 9?) 
și Pirmi m=, g), adiçă Vu(0, p) = cYa (0, 9) T CoWio(9”, 9') Fen 
A Vu -a(0, g’). £ 
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exprimă funcțiile sferice în coordonate 


Pentru simplificarea calculului, se 
carteziene : 


3 \1/2 
pall, p) = — aT sin 0 exp [ig] = 


8r 
32 guni i 
eti E (sin cos ọ -+ i sin 0 siniọ) = —|— a iy ; i 
8T 8 7 
, 3 1/2 j jio 3 1/2 ; [i ENA 
Yal, p) =- | sin 0 «exp flig] = — =l r asul 
Sr Sr r i 


S AIA , E Ac IZEI 
Vu (0, 9) {5 sin 0° exp [~io] = 5) ol 
8 Sr 


T r 
DNE IE 
Pirol o= cos0 ma E 
47 sr) r | 
- azi > — } k 
Sistemul de coordonate î, y, z se obţine; din sistemul de coordonate A 
x, y, z printr-o rotaţie cu un unghi « în jurul unei axe cuprinse în planul 
(20y) și care trece prin origine. Sei alege această axă ca fiind axa Oz. Atunci : 
t =x, y =] cosa —z sing, z = sing + z cos'e, r=r (fig. 13.25). 
Atunci, f 
i 3 2 a eH ilya coso z'.sinia) 
Y0, e) ==] O A, 
; ST r 
înlocuind expresiile, funcțiilor în dezvoltare : 
(433 2/2 „a iat ily’ cos « — z’ sina) _ 
se Sr r: 
ra i FEZ 3 Nola is 
ofera ae 0 e ae Re ARTA 
Ileana ie ati PART JE an "ez al 
y Pi 
3 


şi egalind sinaia, lui x, y şi z rezultă: 


a (issa pi (o) ca (a 
BB Ori HIS oa KAST Eni Or Jas. 


aoe A osa =l 3 je ic” | 3 je ik 
P Pre ASR EE ee aa ALa NA ŢII 
fa) / 


ST T 


S isine L te (S aaa, 


Sr pi 


de unde 


i sin a 
O =e i; 
OaE Dia ? 


ma 


— 


2 


= A Fa : PET A D 4 
sn iii “ea cost = f 0, —sin! 
Fig, 13.25 


Probabilităţile de apariţie ale celor trei valori vor fi: PO = ci = 


. 9 . & 
aie PO Sa = sin a: P(—1) = |c? = sin Se verifică 
2 E 
imediat că este respectată condiția de normare : P(1) + P(0)+P(—1)=1. 
Valoarea medie a proiecției momentului cinetic pe axa 0z (în unităţi ħ)este : 


<m'> = 1-P(1) + 0:P(0) + (—1):P(—1) = cost- —- sint £= cos a. 


Problema 13.26. O particulă, de masă m, este închisă într-o groapă de 
potențial cu pereți infiniți (0 < z < a). Se cere: a) să se arate că funcțiile 
de undă satisfac relațiile de ortogonalitate ; b) să se calculeze valoarea medie 
a coordonatei particulei şi valoarea medie a impulsului în starea n. 


Solulie. a) Funcţiile de undă proprii sînt date de expresia : 


Ea x i 
Y(T, t) F JE sin a: exp $ zu) 


iar valorile proprii ale energiei au forma: 


Tela 
r = ne mde nela 3, 
2ma? 
a a A 
| VaVa d=] sin sin LE a dz = dune 
a a a 
0 0 
a 
b) Ca = | £P (2) dz. (1) 
d 


Densitatea de probabilitate de localizare a particulei în starea n este: 


2 
Pu(2) = (palz)? = sin? 22 e, 
a a 
Înlocuind în (1) se obţine: | 
a 


f 0 


a 


2iħ E nzz NT nT 
= — — \ sin— r- cos — t:— dr = 0. 
a a a a 

0 


Problema 13.27. Deuteronul (hidrogen greu) se formează prin unirea 
unui proton şi a unui neutron, particule legate printr-o forţă de atracţie care 
derivă dintr-un potenţial central U(r). Masele celor două particule sînt apro- 
ximativ egale (m = 1,672-10-? kg). Se cere: a) să se scrie ecuaţia Schră- 
dinger independentă de timp pentru deuteron, în sistemul de coordonate al 
centrului său de masă; b) dacă deuteronul are o stare cu simetrie sterică, 
să se scrie ecuaţia lui Schrödinger; e) Experienţa arată că dacă deuteronul 
este în starea fundamentală, energia de legătură are valoarea |d| = 2,23 MeV. 
Să se precizeze semnul acestei energii şi semnificaţia sa. Se poate admite, în 
primă aproximaţie, că energia de interacţiune U(r) este reprezentată printr-o 
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U groapă de potențial, ca în figura 13.27, unde 
U(r)=— U, pentru r < rs şi U(r)= 0 pentru r >r. 


9 Admiţind că starea fundamentală are o simetrie 
sferică, să se determine funcţia de undă corespunză- 
toare. Se va folosi notația : 

W rý,(r) = u(r). 


Fig. 13.2 d) Să se calculeze raza rọ a gropii de potențial pentru 
U» =21MeV (se va lua pentru r cea mai mică 
valoare posibilă). e) Să se calculeze probabilitățile ca distanța r să fie superi- 


oară și inferioară lui ro. 


Soluție. a) Sistemul este echivalent cu o particulă de masă yu = 
Ecuația Schrödinger atemporală se scrie: 
om 
Ay FEU. 
b) Dacă Ņọ = Cy,(r), ecuația lui Schrödinger se scrie: 
d? y, 2 "dy, m 
PR —— 4+ — [E — U(n)lv, =0. a 
ab a a eN ) 
c) Protonul şi neutronul se atrag; deci energia este negativă. Valoarea 
6 = —2,23 MeV a stării fundamentale este valoarea proprie a energiei în 
această stare. Cu notația u(r) = ry,, relaţia (1) devine : 
1 du 
E să IE = =o. (2) 
pa) l l 


Pentus r earo U == şi soluţia ecuaţiei (2) este exponențială: 


u(r) = A exp [— Ka SE B exp [Kr], unde K soie 


Din condiția de mărginire la infinit se obține B=0. 
Pentru r < T, U(r) <2. Soluţia ecuației (2) este : 


u(r)=C ccs K'r + D sin K r, cu K'= Laa 
Constanta C este nulă pentru a se asigura condiția la limită a funcției u(r) 
în r=0. 
Condițiile de continuitate pentru u și e În r = To se scriu: 
r 

rri Da sin A 7 = sn exp (—Kn), DR! cos K'r = —AK exp(—Kr,). 

Prin ,Înipărțire se] obţine : 
K! ctg Beria — K (4) 


oo =a] | otg U= Eh n aTe: (5) 
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d) Prima soluţie a ecuaţiei transcendente din (5) este: |2| = 2,23 MeV. 
Ținînd seama de expresiile lui K și K’ se obţine: K = 2,382.10 m- şi 
K' =6,72-10 m~. Introducind valoarea lui K’ în (5), se obţine: K'r = 


E EA kare tg 03452 + 0,332 + nm. Cea mai mică valoare a lui r, este: 
9 2 


D= 2,83.10-%5 m. : j i 
e) Probabilitatea ca distanța proton-neutron să fie mai mare decit re 
are expresia : 


S 2 
PD -Í |Y] -4rr dr = = exp [—2Kro]. 
To 


Probabilitatea ca distanța să fie inferioară lui r este: 


To 


2 
D= | |Y 4rr? dr= Sr (En -> sin K'a); 


Lă 


Problema 13.29. Într-o groapă de potenţial cu pereţii infiniți, așezați 
la z = — L[2 şi z = L]2, se află un electron într-o stare formată prin supra- 
punerea stării fundamentale cu prima stare excitată: (z, t) = p(z, + 
+ p(z, t), unde vu(z, D= As:exp[—icat] cos kız, Ve(z, t) = Asexp [—ioat]- 
esin kz, cu condiţiile ca kL = şi kL —2m. Să se calculeze frecvenţa 
radiaţiei electromagnetice emise de acest electron, considerată egală cu frec- 
vența de oscilație a poziţiei medii a electronului. 


Soluție. Probabilitatea de a găsi electronul în poziţia z, la momentul t, 
este : 


IV(z, DP = IA, exp [—ic, t] cos kız + A, exp [—ic2(] sin k,z|? = 
= A? cos? kız + A2 sin? k;z + 2414; cos kız sin kzz cos (w, — o). 


Valoarea medie a poziției electronului este egală cu:} 


Lp 

\ z|ġļ?dz je e RT 

<z) =, unde | |yl'dz= (47 + A2) 5 şi 
A lod - i 
—L/2 
L/2 L/2 : 
\ zA? cos? kzdz4+ | zA2 sin? kaz dz + 2AA., cos (02 — 
—1L/2 —L/2 
L/2 


— o)l | cos k,z sin kaz dz = Dă L? A,A, cos (os — o)l. 
T 


—L/2 


Atunci, 
= 32L AAs 
97° A? + A8 


Se observă că <z% oscilează cu frecvenţa (wa — %1), care va fi şi frecvenţa 
radiaţiei electromagnetice emise. 


<z> 


cos (Wa — cu). 
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Problema 13.29. Să se calculeze valorile posibile ale proiecției mo- 
mentului cinetic după axa 0z, probabilitățile de apariţie a acestor valori şi 
valoarea medie a componentei momentului cinetic, pentru rotatorul descris de 
funcţia de stare W = A cos? e. 


Soluție. Valorile posibile ale componentei l, a momentului cinetic se 
determină dezvoltînd funcția V după funcțiile proprii Ym ale operatorului 1, 
1 ; 
Van = (one exp [imọ], 
ştiind că l, = mh. Atunci: 


2 1 1 1 
V = A cos? e = A A [= al T exp [2io] T exp [—2ig]); 
de unde m = —2, 0, 2 ŞI lz = — 2ħ, 0, 2ħ. Probabilităţile de apariție ale a- 
cestor valori sînt egale cu pătratele coeficienţilor dezvoltării lui ọ după 
funcțiile proprii Ym. Se calculează valoarea lui: A din condiţia de normare: 


2r 
INF lg = ik 
adică 
27 f x Ii 
A? | cost e de = 5 mA =, 
go ` 
de unde 


f 2 2 
= (or ŞI Y azi Cos o. 
Se scrie funcţia y sub forma : 


5 i | 
v = oo t aata a aaf- = e i TF exp [0:i] + 
1 


1 fao dtsgs slas iuiumofbAN isijidoa s . 
o e a ael 


Probabilităţile căutate sînt : 


i Si 2 
P(0) a =: 
P(2) = a =t; 
= 04 a 3; 
1 
RED a RA 
şi valoarea medie a lui lp: 
2 1 1 
= ROE a an E aN 0. 
Cl,» Xou PU) = 0: E 2A H2 
2r A 
\ giy de s an „an 
Sl) Dra | q" $ do = zl A? cos? e sin e dp=0. 
și di A "y do el d 
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Problema 13.30. Operatorul d asociat com, onentei momentului cinetic 
după direcţia Oz este definit prin relaţia : 
ħ 9 


AA 


i 09 


(în coordonate sferice). a) Stările 2p ale atomului de hidrogen sint în număr 
de trei; funcţiile lor de undă normate sint: 


Y, = (647a0)-1/?r sin 0 exp E E 


Je [ie]; 


0 


r 
Da = (327a) -1/? r cos 0 exp | — — |; 
Wa = (32706) Jl = 


Vs = (64ra) 1? r sin 0-exp [= je [—ig]. 
`~ (o 


Să se calculeze pentru fiecare stare valoarea componentei momentului cinetic 
după axa 0z. Care este valoarea momentului cinetic ? b) Un electron are pro- 
babilitatea egală de a se afla în fiecare din cele trei stări. Probabilitatea 
electronului de a se afla în elementul de volum d@ este: |Y]? daO =[a IV, | 
+a] V|’ +as| Y| ]dO. a) Să se determine constantele a,, a, şi az. 8)- Să se 
calculeze probabilitatea de localizare |Ņ]?. y) Care este probabilitatea ca un 
electron să se găsească la distanţa r de nucleu ? c) Cemportarea electronului 


E 4 > 1 z 
este descrisă de funcția de undă USSE (W. + Vs). œ) Se măsoară momen- 
1/2 


tul cinetic în această stare. Ce rezultat se obţine ? Măsurătoarea este exactă ? 
4 , 
Operatorul L? asociat pătratului momentului cinetic este : 


A x 22 î a 
E aia aa — ali 1 asi Sin Pai și 
sin'0 202 sin 20 20 
6) Aceeaşi întrebare pentru. componenta momentului cinetic după axa Oza 
y) Care este energia £ a electronului în starea Ų ? Starea deserisă de această 
funcţie este staționară? Se cunosc: m — 9-10-21 ka e = 1610 e 
h = 6,6:10-4 Jes, e = (67:10). F/m. 
Soluţie. a) În 
torului 1, este: 


prima stare, ecuaţia cu funcţii şi valori proprii a opera- 


A Î ð 
fb ei fai ION 
i de 
de unde l; = h, În starea a doua, acecași ecuație se serie: 
fay KITAYA 0, 
i dq 


deoarece Ja este independent de e; atunci, l= 0, În starea a treia, aceeaşi 
ecuație se scrie; ` scai Ha 


A h é 
l: Ys = AL A PE VI 
1 dọ 
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Şi le = —ħ. Se observă că funcţiile de undă Yi, Ya, Ya corespund celor trei 
stări 2p, definite prin m, = -1, 0, —1, deoarece ®(ọ) = exp [ip], 1 și 
exp | —ip]. Atunci valorile proprii 1, = m,ħ ale componentei momentului ci- 
notice după axa Oz sint, respectiv, h, O şi — ħ. Momentul cinetic total: L= 
SV + DR; în starea p (definită prin l = 1) este L = 2h. 

b) a) Deoarece electronul are aceeași probabilitate de a se găsi în cele 
trei stări 2p, rezultă că a, = @a = şi condiţia de normare se scrie: 


tea +o% +% +o 
A DROS a i IV: dO Fa \ lhal? dU + a 4 |431? dO = 1 


Funcpiile Yi, Wa, Va fiind normate, rezultă că: 


9 X 1 
| IV] do -| [pa]? do -| da 40 => 


S a ; $ : 1 
integrarea făcindu-se pe tot spaţiul. Atunci, a, Haa +-4 =1 şi a, = a; = 43 = N 
J 


6) Probabilitatea de localizare a electronului este : 


hi re lh lyel? Alpol] 


unde 


TPE i 1? sin? 0 r 2r? cos? 0 r 
(Yal? = ali a =] KAk e atasa OE m 


6475 


o 
N na r 
Iy? = >g] ==] 
967cag ao 
Se observă că probabilitatea de localizare a electronului în atom este 
independentă de 0 şi o şi că este funcţie doar de r (apare o simetrie sferică 
ca şi în starea 1s). 


y) Probabilitatea ca electronul să se găsească la o distanţă de nucleu, 
cuprinsă în intervalul (r, r -} dr), este: 


Atunci : 


4 
dP= JOE OE SG exp |n 0 d9 dọ. 
IGra ao 


c) a) Funcţia de undă y se serie: 


Y tu, ENa N | 


21/2 (32 mas) 24 


Atunci ; ay = 24. Valorile proprii ale momentului cinetic sînt date de 
[A = 20, de unde L = 21 ħ, Măsurarea momentului cinetice este exactă, 
deoarece verifică relaţia ; L wa (l4 1) h pentru l =l (starea 2p). Acest 
rezultat era previzibil, deoarece W este o combinație liniară a celor două functi 
proprii, Va Şi Wa. 
A 
5) Se aplică operatorul l, funcţiei de undă Ņ, deci: 
îi Ramai Al, 
i dq 
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sau 


iY = ih tg e-y, 
deci 
l: =ihtg ọ. 


y) Se serie că funcția de undă Ņ este o soluție a ecuației lui Schrödinger : 


papal e 


T- Or ar r? sin 0 00 (e, 00 r? sin 0 ðo? j| 
2m lo aes i 
Eyy ei) Eso 
T h? ( a ARE T ) 9 


sau 


2 2 2m 1 
T (Axe? a h? 4a2 
care este satisfăcută dacă cele două paranteze sînt nule. Din a doua paranteză 
rezultă că : 


h? h? 
o 
Sma? 327 am 


care este identică cu rezultatul obținut pentru starea 2p. Deci starea de- 
serisă de y este staționară. Se observă că funcția Ų descrie amestecul de orbi- 
tali 2p- (funcţia V.) şi 2py (funcția 4). Energia are valoarea : £= —5,3-10-"J 


= — e 


> . 


Problema 13.31. O particulă cu masa M, aflată într-o groapă de potențial 
unidimensională cu pereții infiniți, de lățime a, suferă o perturbație de forma : 
ah” p 


U'(2) — l 
Oe uaa 


unde a & l. Să se găsească corect 


KS ia de ordinul întîi a energiei şi coeficienţii 
dezvoltării pentru funcţia de undă 


„Să se discute cazul numeric n = 4. 


z Soluţie. În cazul neperturbat, U(x) 2O pentru 0 <a <a şi U(x) tinde 


la infinit pentru z < 0 şi x > a. Ecuația lui Schrödinger pentru perturbația 
de ordinul zero se ‘scrie: : | i 


A i 
WO Nea V2u(0) = g0 u0, 
ca Sr M pt z 5 
unde ii da 
2 NT 
uw = |2| “sin 

A a a 
ȘI 


POE zi, 
i 2Ma* 
În cazul perturbat, ecuaţia lui Schrödinger devine: 


Bun — EA ae Ü’ (æu = Culina 
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ŞI pentru a calcula 
evalueze elementele de matrice: 


cotecția de ordinul întti a energiei 2, trebuie să se 


a 
: A &h 9 anna „h? 
lan Un = | UNA U uda za se | aeaini— da m 
4 Ma a d 16Ma? 
0 


(sa integrat prin părţi). În acest caz, se observă că U,„ este o constantă, 
independentă de n, adică corecpia de ordinul întii pentru energie este aceeaşi 
Pentru toate stările staţionare. Pentru a determina coeficienții Cm ai dezvol- 
tării tuneției de undă trebuie să se evalueze elementele de matrice ; 


a 
: = gh? MR a u 
Han = Umi = — la sin sin —— dz = 
4 Ma 4 a 
0 
hè s 
al n— Mae n + mon 
OAA aios CU URA aaco it m)rz dz. 
2Ma: d a 
0 
Integrind prin părţi se obţine că: 
À ah? 1 (n— m)rx | (n + mrz 
Uni TI | TI COS aaa IMM, > 
SMar? | (n— m)? a (n +m)? a o 
care se anulează, dacă (n — m) şi (n + m) sînt ambii pari sau impari. În tabelul 
2 236 
. a ` . . n —m 
de mai jos sînt date valorile numerice pentru n = 4 ale raportului Una 
m 


4 
T Fa a E A 
= Cha~» penlru diferite valori ale lui m. 
a 


m | 1 | 2 | „Si | 4 | 5 | 6 | 7 


1,4-10 | 0 | 0,9102 | — omis | 0 | 0,6-10 


Se observă că trebuie luate în considerare, pentru scrierea funcţiei de undă ta 
doar stările vecine, pentru m =3 şi m =4, 


Problema 13.32. În cazul bidimensional, o particulă cu masa M se 
mişcă în cimpul de potențial U(x, y) =0, pentru <a <a şi 0<y=a 
şi U(x, y) => co pentru x și y <0 şi >a Soluţiile normate ale ecuaţiei lui 
Schrödinger sînt: 


nna my 
u == sin — sin r 


a a (i 


Datorită simetriei potenţialului apare o degenerare a funcțiitor de 
undă u®) şi u), corespunzindu-le valorile proprii ale energiei AAA = Afi = 

2 pa 9 
m E „ Să se studieze ce se întîmplă, dacă se consideră o perturba- : 
a 


ție de forma ; 
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Fig. 13.32 


a) H’ =U'(x, y) = di, + dy „care înlocuieşte baza orizontală a poten- 
a a 
ţialului neperturbat printr-un plan înclinat, 
după direcţiile x şi y (e, pga aJ 
X nasta A, EL t, 
b) H’ 2 U'(z, y) == pe A f y > fs 
SSE 0, pentru x < fja, y < fa 
potențial pas (fig. 13.32, b) şi unde fi şi f sînt subunitari, Se aleg f = 1/4 
Şi fe = 1/3. Să se calculeze corecţiile pentru energie şi să se scrie expresia 
funcțiilor de undă, pentru cazul în care n =l şi m = 2, 


avînd pantele (5,/a) şi (8,/0), 


care este o funcţie de 


Solutie. a) Se evaluează elementele de matrice: 


aa 
5 4. NET. MRY (O Say). nm. mru 
Hu mima = | sin SN Sate e Cali SIN — sin 1 da dy = 
a a a a a a 
00 


sin — + 
a a a 


aa 
1 3 - rÀ i 
De TO osan li Sin MIT N da 
0 


ò SEMA E 1 DA 3 
i sin PE. sin — dz dy =—(5 + Òa); Hommaa ea i 
a a a 2 : 4 a 

Q 


2 


= 


0 
+ n sin SE sin TE. sin TE sin REY d dy = Hh, a a a = O: 
a .a a a Se 
Perturbaţia aleasă nu ridică degenerarea asociată fiecărei perechi diferite 
(n, m) de numere cuantice. Perturbaţia de ordinul întîi nu permite separarea 
nivelelor energetice, fiind necesară calcularea perturbaţiilor de ordin superior 
b) Se evaluează elementele de matrice: 


a 
capi bila sineta LU! 3 
| sint LEE „sina DRY de dy = oí 
2 
a 
„di 


a 
45 
Ia mima a) ar 
E a. 
4 


3 
+ a aa nn) . (3 -F 
2nm 2 3.  2mr 


tdi ' 
‘Sin 3 mn) Li Ha, nim nd 


a 


aa 
$ 4f CEA. Mr ~ NRY a MRY 
Ha wy ma =r sin sin sin 29 (sin — dz dy = 
; J a € a 
a e 
43 


Es sin a(n t m)/4 siu (n — m)/4-] [ sin z(n + m)/3 5 y 
(a +- m) (n— m) (n + m) 
Să av = 3 ] » 
3 | Lra an > 
(n — m) 
Se calculează elementele de matrice şi deci corecţiile pentru energie, în 
cazul perechi: de numere cuantice n = 1, m=2: 
3 1/2 sălii 
ni a E ta) 7 02: 
4 ar. ]l3 Sr 
Ni: E SEE ia = 0.08 
Das a (6r) ” y 
şi atunci, £ = (0,54. -+ 0.08) sau da:=0,633, êa = 0,468. Astfel, nivelul 
energelic E a fost despicat, prin perturbație, în două nivele. Funcțiile de 
undă uO, şi uO, corespunzătoare perturbaţiei sînt: > 


= (sin 22 sin E Sat 2 A T 
ul = sin. —— sin e + sin E sin aL LEAR 
Die Ci 


a a a 
dep (fu ARE. < > A PEE e EELT 
US = Sin = Sın Toa RE SN 
24 a a a id 


Problema 13.33. Relaţia relativistă dintre energia cinetică T şi impulsul p 
al unei particule,.cu masa de repaus-m, este : 
T+ me = me (iE) = 
Presupunind că p <- mc se dezvoltă în serie, expresia energiei cinetice în 
funcţie de puterile lui p/mzec este : 


Primul termen reprezintă energia cinetică nerelativistă ‘a particulei, 
iar al doilea termen, corecția relativistă de ordinul întîi. Să se găsească va- 
lorile proprii ale energiei unui electron aflat într-un atom hidrogenoid, con- 
siderînd corecția relativistă de ordinul întii ca o perturbaţie. 


Soluţie. Dacă energia totală a particulei este 6, iar energia sa potenţială U, 
atunci hamiltonianul asociat electronului este : 
$ fsi Sia 
za A e REG Ut pi 
2me 2mec? 
unde U = —Ze?|r, Ecuația lui Schrödinger va îi: 
(WO + Mu =cu, 
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(6e—ZerP 


unde ÆW’ = — =————— apare ca o perturbaţie aplicată stării neperturbate 
2muc? 

a sistemului reprezentată prin 250, adică în absenţa efectelor relativiste. 

Se înlocuiește g în Ø’ cu valoarea neperturbată aproximativă n, astfel că 


noul operator este: 


(Eu + Zen)? 
2moc? 


a =— 


$ reS Šan; act y s na fă eta 
Pentru fiecare n există n? stări cu aceeași yalüareidegenerata a ener 


giei, n. Elementele de matrice | us, r, maó Un, r, mO = Jr, 126 Rp111? dr- 
0 
m 27, Lă Lă r~ 
-f0; mOr, m:sin 049. f &;, Onm de se anulează pentru l’, m =l, m, datorită 
0 : i 0 . . a a. 
ortogonalităţii funcţiilor 0, m şi O. Corecţia de ordinul întîi pentru ener- 
gie este: 


Să (En + Zer)? 


DE a În LEAT: 
Ce fR si 2moc? 


Dezvoltînd paranteza se obţin trei integrale și după integrare rezultă : 


1 
g= d [at ezel) + Ze) | 
2mec? pt 120) 


unde ; EFS 
i ia h? 
En = = — Ze? şi (o = —— 
S DES don? a AT mac? 
ER N N ai Ta ; de? 1 
este raza primei orbite Bohr. Dacă se notează cu a — 7 = Er (con- 
e 7 
stanta de structură fină), corecţia relativistă pentru energie se scrie : 
, 1 ES > 
E CIRA sa = On; Ho 
has H An 


Corecția relativistă ridică degenerarea asociată cu numărul cuantic /, 
dar o lasă pe cea legată de my. 


Problema 13. 34. Să se verifice relația de incertitudine a lui Heisenberg 


pentru stările n =0 şi n =1 ale oscilatorului liniar armonie cuantificat, 
cunoscînd expresiile funcţiilor de undă în aceste stări: 


) 


22 EEE 22 
Vo(2) = ||- 2g i p(w) = J RA epf- E |2 


unde g? = mapa 


4 + a 
Răspuns, < (Apa)o (Ax) = Z; (Apa) (An), = (puma mat) a 
E , 2 „3 banii a 


=—h>—, 
2 2 
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Problema 19.35. Să se găsească, folosind relaţia de incertitudine, ordinul 
de mărime al dimensiunii liniare şi energiei unei molecule biatomice, aflată 
în starca fundamentală, considerind molecula ca un oscilator liniar, cu frec- 
vența proprie w şi masa redusă m, (se neglijează mișcarea de rotaţie a mole- 
culei). 


Soluţie. În mecanica cuantică, într-o stare staţionară, valorile medii 
ale energiei cinetice şi potenţiale sînt legate prin relaţia: (Es) + <U) =g, 
unde 2 este energia totală a sistemului. În cazul moleculei biatomice, consi- 
derate ca un oscilator liniar armonic şi neglijind mișcarea de rotaţie, valorile 
medii ale energiilor cinetică și potențială sînt: 


1 A , 1 
DAE Uy =— Mo? < 12). 
CE in’ 2M (p”> şi EK > 2 că zi) 


Relaţia de nedeterminare se. scrie : 


h 
Az-Ap >— 
i 2 


h? : 3 : 
şi este. echivalentă cu p°) tł) > : „Deci energia totală devine: 


lie 1 SSE MEI, 
ED De In 
Partea stingă a ultimei inegalităţi este minimă în poziţia în care se 
h i 
anulează derivata întîi a energiei în raport cu (a): (z)= şi 
Ș 2M o 


1 
atunci, > A ho. În starea fundamentală, energia este egală cu de Ty hoe 
2 


şi 7/23) == h . Dimensiunea liniară a moleculei va fi dată de: 
; Oo i 
i sih 1/2 
CED —] 
e) 2M o» 


Problema 13.36. Să se verifice valabilitatea relaţiei de incertitudine a 
lui Heisenberg în cazul unei particule aflate, în starea fundamentală, în groapa 
de potenţial cu pereţii intiniţi, în care funcţia proprie a energiei este p(x) = 


1 ENE 
m m B Im; 
Va a 
h 5 Ņ1/2 h 
Ră i ATA Di = cil 30 d 
spuns. Az-Ap 5 nf) 2 


Problema 19.37. Să se evalueze dimensiunile liniare ale atonulor Şi nu- 
cleelor, ştiind că imprecizia la determinarea energiei electronilor din atomi şi 
a nucleonilor din nucleu este de 10 eV şi, respectiv, de 1 MeV. 


Răspuns, (Aatom = = 0,6:1071 m şi (Az)auoteu = 


h 
(2m, Ad) 
h X e 
SONNU = 0,510 “m, 
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| "Problema 13.38. Să se calculeze energia unui atom de heliu aflat în 
starea fundamentală, folosind relaţia de incertitudine. 


Soluţie, Energia celor doi electroni ai atomului de heliu, aflaţi în cimpul 


nucleului, este: 


2 Ze? e? 
pa a ee 


2m der)  8reor 
> h 3 a 
Utilizînd relaţia de nedeterminare, Ap:Ar > A se poate scrie că: 


h? 2 Ze e 
2mr? Aner mer 


ł 
T 


E E n: SUNA sads 
În starea fundamentală, energia este minimă dacă E =0, de unde r = 


2 2 
sabii Gesh iiga io în unor mid Ze ese giong 
mUZ— Ie: A (Goal 


Problema 13.39. Un oscilator armonic, de masă m şi de frecvenţă w, 


1 : c 
are în starea fundamentală o energie reziduală 4 zei funcţia proprie 


2 
1 exp SRRA , unde a=. a) Să se 
; Ta? 2 a2 mo 
calculeze valorile medii <x) şi <(Ax) X= <(x — (z>)5. b) Să se arate că 
valoarea 2 apare ca o incertitudine în determinarea energiei. 


normaiă asociată fiind W,= 


+0 


+o 
2 
Soluţie. a) <x = (aiye dx -=f T exp — 2 dr=0 (1), deoa- 
; j i ul ge a2 
rece funcţia este impară. ari 


—oo (3 


(2) = | 22 yale de-o exp — aJe -l 
Atunci, ((Azy = (0 E e oa E ia a (2) 
2 2%m 


b) Energia oscilatorului are expresia : 


Pa Mota (Ap) „mo: 
Ceai nti aaa a TASE 3, 4 
m e AN e al (42) (4) 
Utilizînd relația de incertitudine a lui Heisenberg, rezultă : 
he 
ó > — 
8m ((Az)> 


această expresie are un minim pentru ((Az)h) = Z A 
om 


ai m ((A2)); 


» Valoarea „minimă 


fiind Co = ho. 


Problema 13.40. Se propune să se determine momentul magnetic M, al 
spinului electronului, măsurind cimpul magnetic H produs de el la distanța r. 
Pentru ca măsurăloarea să aibă sens, este necesară localizarea electronului 
într-un domeniu Ar < r. Cimpul magnetic H’ datorat mișcării electronului 
cu viteza v trebuie să fie neglijabil față de cîmpul H. Să se arate că aceste 
condiţii sînt incompatibile cu relaţiile de incertitudine. 


Seluţie. Cîmpul are expresia : 


H =— 1 
ARTS 0) 
Cîmpul datorat mişcării electronului este : 
Jery 
H' =— —. 2 
A 12 2) 


Momentul magnetic datorat spinului electronului este egal cu magne- 
tonul Procopiu-Bohr, 
eh 


2me 


Cu condiția H > H’, din (1) şi (2) rezultă: 


M = 


(3) 


unde p =m.v. Relația de incertitudine conduce la ArAp>ħ. Deoarece Ar&r, 
se poate scrie: 


h > 2pr, 


£ 
li 


h < rAp. (4) 
Se vede că (3) şi (4) sînt incompatibile. 


Problema 13.41. Pentru a stabili dacă un electron aparţine unui atom 
dat, poziţia lui trebuie determinată cu o precizie de 10-10 m (dimensiunea 
liniară a unui atom). Să se compare imprecizia în determinarea vitezei, obţi- 
nută în acest caz, cu valoarea vitezei electronului pe prima orbită Bohr. 

ta = i da 
— 6,3-10% ms; v = 
mâr TE 
Se observă că cele două mărimi au acelaşi ordin de mărime, deci electronul 


în atom are o comportare cuantică. 


Răspuns. Av; = n =—2,18.10% ms. 


Problema 13.42. Într-o cameră Wilson, traiectoria unei particule apare 
ca o succesiune de picături de ceaţă, ale căror dimensiuni sînt de ordinul 
lui 10-% m. Să se arate dacă, studiind urma unui electron cu energia de 1 keV, 
se poate observa o abatere de la legile mecanicii clasice. 


Soluție, Pentru a răspunde la întrebare, se calculează raportul Ap/p. 
Din relația de incertitudine, Ap ~ a = 1105:10 kg-m-s”i, iar p= 
2 


= (2m oh = 1,7+10-2 kgm: Se observă că 'Ap/p =8:10-%, deci 
Ap & p ṣi noțiunea de traiectorie își păstrează sensul, neobservîndu-se nici 
o abatere de la legile mecanicii clasice, 


pog 


m 


a. d 


IT ..—.———— CC CCC 


Problema 13.43. Să so găsească expresia frecvenţei de precesie Larmor 
cu ajutorul relaţiei de incertitudine a lui Heisenberg. 

Soluţie. Mişcarea de precesie Larmor apare cînd atomul se află într-un 
cîmp magnetic, de inducție B (efectul Zeeman). Energia suplimentară de inter- 
acțiune dintre electronul în mişcare în jurul axei proprii și cîmpul magnetic 
exterior este egală cu: 


eh B 


2m 


Ad = 


Conform relației de nedeterminare, 


Ai E 
Ag 


şi atunci frecvența va fi egală cu: 
27, 2rA6 eB 


© = S 


; 
At ñ 2m 
care este chiar frecvența Larmor. 


Problema 13.44. Să se arate de ce energia stării fundamentale a unei 
particule într-o groapă de potenţial, cu pereţii infiniţi și de lăţime 2a, este 
diferită de zero. 5 

` Solufie. O groapă de potenţial cu“ pereţii infiniți localizează particula 
în domeniul —a sasa, ceea ce, conform relaţiei de incertitudine a lui 
Heisenberg, conduce la o incertitudine a impulsului. Atunci, particula aflată 
în starea fundamentală va avea o energie : 


li 


2 > a, 
m 8m(Az)? 


(1) 


Din condiţiile la limită ale funcţiei proprii în groapa de potenţial re- 
zultă că în starea fundamentală, eat S 
mh 


d, = š 
"ama? 


(2) 


Pentru a arăta că relațiile (1) şi (2) nu se contrazic trebuie să se 
arate că în starea fundamentală, în care funcţia proprie are expresia : 


Lsafar mo 
Yı = Ia COS PPY 
există relația ; 
a 2 
(Az)? > Fa R A (4) 
Lire E aas 


Se calculează : 


= 0, eo (9)( a (9). 
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Fig. 13.45 


Problema 13.45. În experienţa lui Stern şi Gerlach, atomii de argint 
ies din cuptor printr-o deschidere circulară. In cuptor se află vapori de argint 
la temperatura de 1200 K. Făcînd abstracţie de fluctuații, energia cinetică 
a atomilor din fascicul se poate determina cu ajutorul teoremei echipartiţiei. 
Să se arate cu ajutorul relaţiei de nedeterminare a lui Heisenberg că, prin 
îngustarea deschiderii, diametrul petei de pe ecran nu poate fi micșorat sub 
orice limită. Presupunînd că ecranul se află la 1 m de cuptor, să se calculeze 
diametrul minim al petei, cunoscînd masa atomului de Ag, m = 1,8:10-% kg 
şi constanta lui Boltzmann, kg = 1,38-10-% J/K. 

Soluţie. Impulsul atomilor din fascicul, perpendicular pe deschiderea 
cuptorului. (fig. 13.45), calculat din teorema echipartiţiei energiei, este : 


Pa = (mksT)P. (1) 


Poziţia unui atom la ieşirea din cuptor, pe direcţia Oy, este determi- 
nată cu o precizie Ay =a, unde a este deschiderea cuptorului. Apare o 
incertitudine a impulsului după direcţia Oy, dată de relaţia de nedeterminare : 


h 
Apv > e (2) 


care conduce la o împrăștiere a fasciculului cu un unghi dat de: 


tga _ (1/2)4Apv > code Băile 1 aa (3) 
Pz 4a(mk T)? 


Diametrul petei de pe ecran este egal cu: 


ħl 


— 4) 
4almk,T)"? ( 


D=a+ 2ltga>a + 


Se observă că prin îngustarea fantei (micşorarea lui a), diametrul petei 
nu poate fi micşorat sub orice valoare. Membrul drept al inegalităţi (4) 
an 1 
este minim pentru a? aie Rd! a astfel că Duta —20=| A = 
4A(mkaT mkaT 
=2+10-% m, 


Problema 13.46. O microparticulă, cu masa m, se mişcă într-o groapă 
de potenţial, de forma U = k|x|?. Să se calculeze, cu ajutorul relației de incer- 
titudine, dimensiunea liniară a domen'ului în care se poate găsi microparticula 
dată, în cazul în care energia sa are valoarea cea mai mică posibilă. 
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Soluţie. Energia particulei este: 


3 
Ea bis Pale ujaf 
2m 


şi din relația de nedeterminare, 


deci, 


Din condiția ca energia să fie minimă : 


Ue, ae aen Size o 
dx 4m|x]ë 


rezultă că particula se poate găsi într-un domeniu egal cu: 


8h? 1/5 
Axr = 2|] -{ ) . 


3mk pg 


Problema 13.47. Un electron se deplasează în direcţia y printr-un cimp 
magnetic omogen, cu inducția B, paralel cu axa z. Spinul electronului este 
orientat în direcţia axei Oz. Electronul trece prin punctul y =O la t =0 
intrînd într-un cîmp magnetic adițional, omogen, de inducție B', orientat 

4 paralel cu axa Oz, din care iese după timpul t = t, în punctul y = l. Care este 


probabilitatea ca spinul să-și schimbe orientarea în acest interval ? 


Soluţie. În timpul deplasării electronului în cîmpul B, funcţia sa de undă 
are forma : i 


p = exp [i(ky — ot)] (0) 
şi satisface ecuaţia : 


ôy} 2 A 
ih —=——A Bozv, 
el 2m va eBoy 
unde 
Tan eħ 
B əm 
iar 


După aplicarea cîmpului B’ la t = 0, ecuația de undă capătă forma : 
2 A A 
ip a — Ay ++ pa(Bou + Boa) C 
9 2m 


Se alege o soluție de forma: 


| y = exp [i(ky — ob]: la(Da(a) + 2(00(0)], 
; unde 
L Aoo == htk? ; 
2m 


36 — Culegere de probleme de fizică — cd, 139 561 


iar coeficienții a(t, și b(1) sint Sl pla de orientarea spinului ; a(o) şi b(s) sînt 


funcțiile de undă pentru spin. 
găsesc ecuaţiile: 


ip da = up Ba + upB'b şi ih di = — unB + unBa. (2) 
di dl 
Alegind soluţii de forma a(l) = A exp [—iet/h], b(0) = C exp [~iet/h], 
după înlocuirea în (2) rezultă : 
(usB — c)A + unB'C =0 şi unB'A — (upB + e)C =0 (3) 
Sistemul din (3) are soluţii diferite de zero pentru: 
e, = ua V BF BE şi e; = —us J BIF Bă, 
cazuri în care se obțin relaţiile : 


BP 


— B— VB2+ B2? 
G = a, SEES Ep 


Soluţia V se scrie acum : 


j= est iu 27a46) . a; exp [+ isiti] late) £ sala e fe xo] = 
+ As exp [=i ct faco) a BANE MR b(c) | (4) 


Constantele A, și Aa se determină din condițiile inițiale. Ținînd seama că 
inițial, spinul este îndreptat în sus, se poate scrie a(0) = 1 şi b(0) =0, care 


duce la A-Aa =l şi C+-C, —0. După substituţia t = = BB, (4) devine: 


j Y = exp [i(ky EE &t)] || cos T DR „sin | a(o) += 


- B 
il = sin t| b(c)!. 
z e | t ) 

Probabilitatea ca spinul să fie orientat în jos este dată de: 
g d Ro R 
= |b()|* deci D=- sin? t. 
D = 00) pini 
Problema 13,48. Să se determine densitatea fluxului (curentului) de pro- 
babilitate pentru un electron într-un cîmp electromagnetic. 
Soluţie, E euația dependentă de timp a unei particule într-un cîmp 


electromagnetic este de forma : 
A A 
par eA 8 A 
wora Y = €y (1) 
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nlocuind expresia lui 4 în ecuaţia (1), se 


unde A este potenţialul vector, iar ọ este potenţialul scalar. Ecuația (1) 
se Mai scrie: 


1 zo 0 
— t=ihy — câ) = [in eo) Y 
am, K al 
sau după dezvoltarea parantezelor: 
N ihe Lea Marul Doi „dy 
A CĂ grad — Vdivâ + —A?V + epy =ih— (2) 
m x m (aerat w 2m x 2m cl 


Ecuația complex-conjugală lui (2) este: 


N ine. hen Ca tirane Cii 
— 2 Abt — — (CĂ grad V$) — = p div A + — Ag + 
n Ņ zal grad 4) iu, gy Anti 
ð * 


Ecuația (2) se înmulțește cu Ņ*, iar (3) cu Ņ şi apoi se scad, astfel că 
se obține : 


2 pe =F y Ay— yag") E [YCA grad 4) + 
ot 2m m 
a + (grad V*A)y + yg div A] (4) 
| Ţinind seama că :. 
Ap — Ag = div (4* grad Y — Y grad 4) şi Y* (A grad Y) + 
+ (grad V*A)y + y*Ņ divă = div (Atv), 
relația (4) se scrie: 


a” |y]? 
at 


+ div] =0, 


unde s-a notat 
- ih Â 
J= (Y grad e — y* grad p) = L Algi, 
2m m 


Problema 13.49. Se consideră trei niveluri energetice, di =, h =2€6 
Și Ca = 36, cu degenerările gy =1, Ja = 2, 9s = 3. Acestea sînt nivelurile 
energetice ale unui ansamblu de bosoni (particule indiscernabile) al căror 
număr este nedeterminat, dar se ştie că energia lor totală este egală cu 
Ce = 36, Să se reprezinle stările macros?opice şi microscopice corespunză- 
toare, posibile, Care este starea cea mai probabilă ? 

Soluţie, Există doar trei stări macroscopice posibile, care sînt : 

— starea I; N, 3, Na =0, Na =0; 

— starea II:]N, =1, N, =EN S= 0; 

— starea III: N, 0, Ne =0, Na mil, 
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Eo 
E, ... e . 
Stări microscopice | 2 3 4 5 6 
Stări macroscopice | 1 II 
Fig. 13.49 


Aceste stări sînt reprezentate în figura 13,49, Se observă că fiecare din 
aceste stări corespunde la un număr total de particule diferit, Starea macro- 
scopică JII, avînd numărul cel mai mare de stări microscopice corespunză- 
toare, este starea cea mai probabilă. 


Problema 13.50. Se consideră un șir infinit de niveluri energetice echi- 
distante 1, z, ...» En, nedegenerate. Nivelul fundamental corespunde 
energiei d, = 2, iar nivelul al n-lea corespunde energiei d, = nd. Trei particule 
discernabile, A, B, și C, presupuse fără interacţiune, sînt reprezentate pe 
aceste niveluri în așa fel încît energia totală să fie egală cu Z, =6 2. Să se 
calculeze numărul de stări macroscopice posibile, ca şi numărul de stări fizice 
corespunzătoare. Care este starea cea mai probabilă ? 


Solutie. Cel mult trei niveluri sînt ocupate, acestea aflindu-se printre 
primele şase niveluri. Se notează cu n, p şi q aceste niveluri, n, p și q fiind 
numere întregi pozitive, între care există relația: n < p < q. Energia totală 
se poate scrie sub forma: nd + p + q8 =66, de unde n+p+q=6. 
Dacă n = 1, pot exista valorile: p = 1, q=4 şi p =2, q =—3, iar dacă 
n = 2, singura posibilitate este ca : p = 2, q = 2. Cele trei stări macroscopice, 
reprezentate în figura 13.50, sînt caracterizate prin numerele de ocupare: 
= starea T: IN 3000 Na 0 Na =0 NA; i Nu = 0, pentru 
a 

= starea IESENE = NA = ON = e Ni —a0apeatrui ina; 

= starea) DINTE INA 0 IN 9 NO) pentru 335 

Stările fizice corespunzătoare celor trei stări macroscopice sînt: a) dacă 
cele trei particule se află pe niveluri diferite (starea JI), numărul permută- 
rilor celor trei particule, A, B şi C, care realizează o stare este 3! = 6; b) dacă 
două particule se află pe acelaşi nivel, permutările particulelor pe acelaşi 
nivel dau aceeași stare fizică. Atunci, numărul stărilor fizice diferite, care 


E; — — — — ——— 
£ Biti CIEC VARDARI O 486 
o= 
ZE) sare ui eaka e AN e tea Na 

) 
Slåri microscopice l [4 a a hak T 0 8 pal 
Sări macroscopice I I E 


Fig. 13.50 
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realizează starea macroscopică Z, este 31/21 = 3; c) dacă cele trei particule 
se află pe acelaşi nivel, nu există decit o singură stare fizică posibilă, Rezultă 
că starea cea mai probabilă este starea II, care este realizată de șase stări 
fizice (fig. 13.50). 

Problema 13.51. Să se găsească ponderile statistice (gradul degenerării) 
nivelelor energetice ale oscilatorului tridimensional izotrop (w, = dz = 03= w), 


Soluţie. Hamiltonianul oscilatorului armonic tridimensional 
în = (Bet Pt PD F E (otet + ut + of) 
2m 4 


se jdescompune într-o sumă de trei operatori hamiltonieni pentru trei osci- 


latori liniari. Atunci, ecuaţia lui Schrödinger, Z5y(£) = cy(), se rezolvă 
prin metoda separării variabilelor, scriind funcţia de undă y(Î) ca un produs 
de funcţii dependente doar de z, y şi, respectiv, z: 


Vu na ni Y, 2) = Ynt) Pray) Pa, (2), 


unde Y, (X), Vai(9), Yn, (z) sînt funcţiile proprii ale unor oscilatori unidimen- 
sionali cu frecvențele W: Ga, a. Rezultă că nivelele energetice ale osci- 
latorului spațial apar din însumarea nivelelor energetice ale fiecărui oscilator 
unidimensional : 


1 
nv na n, = (r al he + [n Se ze + (n. + a lwg. 


În cazul oscilatorului izotrop, o. =o =w S Ww g 


Öns ne, ny =ho(n + Na îl N3 q5 SN 
Valorile energiei oscilatorului tridimensional depind doar de suma 
ni +n ns =n, iar numărul funcțiilor de stare independente 
Yn, nm, n (7, Y, 2) este egal cu numărul de triplete n,, Ne na care au aceeaşi 
sumă, adică nivelele energetice sint degenerate. Pentru a calcula gradul 
degenerării nivelelor, pentru un n dat, se observă că pentru un n, fixat, numărul 
tripletelor diferite este egal cu numărul posibil de valori ale lui na, adică cu 
(n — n, + 1). Sumînd ultimul număr după toate valorile posibile ale lui n, 
(pentru n dat), se obţine numărul total al combinațiilor lui ni, Na, n, adică 
ponderea statistică g, a nivelelor 2a = (n + 3/2)ħw : 


a = X (nini + o CEL, 


1=0 
Se observă că nivelul fundamental (n = 0) este] nedegenerat (ga = 1). 


Problema 13.52, Se consideră un gaz de fermioni presupuşi fără inter- 
acțiuni mutuale, cu spinul 1/2. Fie 2, nivelele de energie ale particulelor. 
Ponderea statistică datorată spinului este 2, corespunzînd posibilității ca un 
electron să aibă proiecția spinului egală cu 41/2. a) Utilizînd principiul de 
excluziune Pauli, să se arate că la zero absolut particulele ocupă nivelele de 
energie Z, pină la o energie p, numită energie Fermi. b) Să se deducă că 
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impulsul particulelor 5 este limitat superior de pp. În spaţiul impulsu- 
rilor, toate particulele au impulsurile în interiorul unei sfere de rază p%, 
numită sfera Fermi. c) Să se calculeze raza sferei Fermi pp și să se deducă £$. 
d) Să se reprezinte repartiţia electronilor la zero absolut, luind d in abscisă 
„Ne 
şi — în ordonată (9 = 2). 

VA) 


Soluţie. a) Conform principiului lui Pauli, fiecare nivel poate fi ocupat 
de cel mult doi fermioni. La zero absolut, particulele ocupă cele mai scăzute 
nivele de energie, nivelul $ fiind nivelul ocupat cel mai ridicat. 

b) Energia particulelor este pur cinetică, 


p? 
2m 
Corespunzător energiei limită superioare 2$, există impulsul 
pt — V/2m 6}. 
c) Se calculează în două moduri. Volumul ocupat de N particule în spaţiul 
fazelor : 
(Ox a) (1) 


Ținînd seama că volumul unei celule în spaţiul fazelor este h? şi con- 
form principiului lui Pauli, se poate scrie: 


a == 8 (2) 
Din (1) şi (2) se deduce: 


EN a, 
E 2 F > 


A h? (i 
ór = — |— e 
8m | zO 


d) În figura 13.52 este reprezentată curba N;/9: = f(8). 


rezultă : 


Problema 13.53. Să se determine energia totală a unui grup de N Ter- 
mioni la temperatură foarte coborită. 


Soluţie. Energia totală este dată de: 


& =ţe dn = fete de M 
7 dg 

/ i 
Temperatura fiind foarte coborită, se poate folusi, 


o Rah x dn a i, 
cu o bună aproximaţie, valoarea lui 2 pentru 1=0: 


Fig. 13,52 dg h? 
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Se integrează între 0 şi dr, deti : 


Cr 
8nO(l2me) ET E Ta 
d ee IEI TIB A 8? dv = 5h? ÖF (2) 
(0 
Ținind seamă că la T =0, 
h (3NE/ 
r= H be (4) 
sm in0 
SERE 
di= NC, (5) 


care este energia minimă a unui sistem de N fermioni. Energie medie pe 
particulă este : 


Problema 13.54. La temperatura de zero absolut, un cristal conţine 
electroni, care au energia Fermi p. Aceşti electroni pot fi extraşi din metal 
dacă primesc o energie Les, numită lucru mecanic de extracţie. Acest lucru 
mecanic poate fi dat sub formă de căldură, cum este cazul emisiei termo- 
electronice. a) Să se calculeze numărul de electroni ce trec într-o secundă 
prin unitatea de arie, perpendicular pe direcţia Oz. În acest caz, integrarea 
nu se face de la zero la infinit, deoarece electronul trebuie să aibă un impuls 
minim pentru a putea părăsi metalul [p} = 2m(%p + Lez)]. b) Să se scrie 
expresia curentului termoelectronic. Să se arate dacă expresia găsită indică 
aceeași dependenţă de temperatură a curentului, ca și legea lui Dushman. 


Soluţie. a) 


-4T r e j 
nN; = — exp | |. mkpT-A-exp|— =p. 
pa SP FĂ 3 | P | A k 


b) Dacă e este sarcina electronului şi u viteza sa (Pz = mu), se obține 
pentru intensitatea curentului: 


I = nzeu _ Ame | ôr mkgT exp prea Dad . Pz dp: = 
1s KR 2mkaT m 
io ul : 
4 kone 2 2 
_ Amem ZII ep f Er | ca [Mă pè ef AxemlâT SA E Lea ; 
h? kT 2mkal hè KaT 


care exprimă aceeași dependență ca și legea lui Dushman. ) 


Problema 13,55, Se consideră un sistem compus din N particule identice, 
închis într-un lecipient de volum æ, astfel încît fiecare particulă a sistemului 
nu suferă acţiunea altor forțe decit a celor repulsive, exercitate de peretele 
recipientului în momentul contactului dintre particulă şi perete. Se cunosc 
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nivelele de energie individuale e, ale fiecărei particule. Considerind că gazul 
perfect, aflat în volumul 0, se supune statisticii Fermi-Dirac, se cere să se 
calculeze energia sistemului și căldura specifică a acestuia. 


Solutie. Volumul © al recipientului fiind de dimensiuni macroscopice, 
distanţa dintre două nivele consecutive este extrem de mică, putiîndu-se con- 
sidera că nivelele de energie formează practic un spectru continuu. Atunci, 
este suficient să se determine numărul nivelelor care au energia cuprinsă 
într-un interval (e, e -+ de) din scara energiilor, unde de este suficient de mare 
încît cuprinde foarte multe nivele, dar totuși suficient de mică pentru ca într-un 
astfel de interval, funcţia de distribuţie 


(1) 


să păstreze o valoare practic constantă. Fermionii fiind consideraţi ca for- 
mind un gaz perfect, 


gr IIE È 
= Pe iTi (2) 

2m i 
Volumul regiunii din spaţiul fazelor, ocupat de. punctele care corespund 
unei energii mai mici decît o. valoare dată s, se obţine calculind integrala 
|... f dpadpudp=dz dy dz (3) 


integrarea asupra variabilelor 7, y, z făcîndu-se pe întregul volum, iar intc- 
grarea asupra impulsurilor Pz, pu» Pe fiind extinsă la toate valorile care 
satisfac inegalitatea : 


J 


1 ; 
SA (pg + Du + pe) se (4) 
Deci, 
|... | dpadpyàp:dr dy dz == Q-(0m)orzese 5) 


„Deoarece fiecărui nivel îi corespunde în spaţiul fazelor o celulă cu 
volumul hê, numărul total de nivele cu o energie cel mult egală cu e este: 


izo 


pa (2m)es . (6) 
* l H 


Numărul de nivele care au energia cuprinsă în intervalul (e, sds) «ste 


200 o myelae'ti de (2) 


he 


Inmulţind pe (1) cu (7), se obține numărul medii de particule care au energ'a 
în intervalul dat: 


AN = ee (am) 
exp |: = el +1 
ka T 


de, (8) 
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Deoarece energia fiecăruia dintre aceste particule este e, energia grupului 


de particule dN este: 


3/2 
d = cedN = în Gmi cae ei de (9) 
he E—yp 
exp | —]| +] 
| kyt | 
Din (8) şi (9) rezultă numărul (mediu) total N al particulelor din gaz, 
00 
1/2 d 
N 2 200 (amy — (10) 
h? exp H 1 1 
kT. 
0 
şi, respectiv, energia (medic) totală a gazului, 
> ed 
oE EN omp a (1) 
3 => 
exp|—— | +1 
al 


Pentru uşurarea calculului, se face schimbarea de variabile 


7 y 
i) == A => J 
kT s | SS A 
obtinindu-se : 
Dr fa, 1/2 
N = ZO (Co myale(ie yale | SA iwadi RY a2 
h? exp|w — w] + 1 
şi 
2 5 /2 
o= SC (2m) pie | (3) 
he exp [w — w] + 1 
0 


Din expresiile (12) şi (13) se observă că atunci cînd s, creşte de la — oœ la 
+æ, integralele din membrul al doilea cresc de la 0 la co, dacă (12) se serie 
sub forma 

00 


ha 
E (ks T)” | 


w! dw 
PECETE — 14 
27(2m)? O A explw — wọ] + 1 (4) 


ZN t i 
Dacă ma particulelor are o valoare dată, rezultă că, pentru tempe- 
raturi înalte, 
00 
wdw 
explv — w] -+ 1 


are valori mici, adică w, trebuie să fie negativ şi foarte mare în valoare 
absolută, iar pentru temperaturi joase, aceeaşi integrală trebuie să aibă valori 
mari, adică w, trebuie să aibă valori mari, adică wo trebuie să fie pozitiv 
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şi foarte mare. Pentru u<0 şi |u| > 1, rezultatele statisticii cuantice 
coincid cu cele date de statistica clasică. În cazul în care u > 0, expre- 
siile (12) și (13) admit dezvoltările : 


4n0 AT: Re z 
No m (MERT REW T 1 al ko (15 
aci NaNe “| 8 w? ] ; 
şi, respectiv, 
4n0 j SRED Sk) 
d= — (2m) (kT w |1 + — — e- (16 
zu. Goa adi) 0 EE AF 5) 
1 
Neglijîndu-se termenii în——, (15) conduce la: 
wg 
3h3 2/3 
m- a z (17) 
Se observă că dacă w > 1, 
3h? 2/3 
T <& 1 sk N =0 (18) 
2mkg 4r © 


Se observă că © (temperatura pînă la care se observă efecte euantice) 

este cu atît mai mare cu cît — este mai mare și cu cît masa or m este mai 
© 

mică (pentru gazul electronic din metale, © = 10* K). Substituind pe (17) 


z E pe a ee i = i a 
în (16) şi neglijind termenii în — din dezvoltarea în serie se obţine: 


wg 
3 N) 5/3 
Dao i (o) 
5hm | 4r (O 


Această valoare a- energiei, independentă de temperatură, poartă numele de 
energie la zero absolut a gazului Fermi (faptul că 6,40 se datoreşte princi- 
piului lui Pauli, care stă la baza statisticii Fermi-Dirac). Cele N particule 
se vor afla, deci, pe primele N stări cuantice cu. energiile cele mai joase. 


X 3 PERFI S. s 
Dacă se ține seama şi de termenii în ——, energia sistemului va avea va- 


wg 
loarea : 
rca [EPA 2 
8- = hl L+ —l— E 20) 
| J AE + | | 


Deci, energia gazului Fermi, Ja temperaturi joase, depinde nu numai de T, 
ca la gazul perfect clasice, ci și de 0, deoarece 0 =0(0). Din (20) se 
obţine ; 


06 ri (TI 
Cy so 3% (21) 
REIT ERREN (3) 


în concordanță cu principiul al treilea al termodinamicii. 
Dacă se ţine seama de spin, (7) trebuie amplificat cu factorul 2 sau 
în toate relaţiile trebuie înlocuit 0 cu 20. 
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RIRS ȘI PE ADEN 


A 
l 
f: 
A 
i 
A 
£ 
E 


Problema 19.56. Repartiția Dbosonilor la echilibru este dată de expresia: 


? ( + Sn Apa e. Li e Aa) e i LI i e 
N, Te RETEA lee (a), Se cere: a) pentru ce valori ale lui u un gaz 


kpt 
de bosoni este asimilabil unui gaz Maxwell-Boltzmann ? Care este, în acest 
ii ; ; Š 
caz, expresia parametrului exp js ? b) Inlroducindu-se lungimea de undă 
k 
$ h h 
a lui de Broglie, Ap = — =-= 


şi luîndu-se e ca fiind energia cinetică 
J 2me 
medie a unei particule, să se calculeze, la limita în care legea de repartiție 


u ri 4 
(a) tinde către legea Maxwell-Boltzmann, parametrul expl- i z] în funcție de 
€B 
numărul de particule, N, de volumul (0 al incintei care conține gazul şi de 
a, =}. Care este semnificația fizică a condiției găsite la (a) ? c) Să se cal- 
u 


RET a 


culeze parametrul exp |pentnu heliu, la punctul de lichefiere normal. 


S> cunosc : temperatura de lichefiere a lichidului T) =4,2 K la presiunea 
atmosferică; masa molară a heliului M =4 kg-kmol-1. Se va asimila 
heliul cu un gaz perfect. d) Să se explice de ce statistica Maxwell- 
Boltzmann corijată este aplicabilă la toate gazele, în afară, poate, de heliu 
la temperaturi joase. 

Soluţie, a) Se observă că gazul este asimilat cu un gaz Maxwell- Boltzmann 
Su 


dacă: | | > 1 (1), pentru toate nivelele de energie. Deci, relația (1) 


este verificată şi pentru s; = e =0. Astfel, opl = <1l (2). Rezultă că, 
ip 


[> 1 (8). Atunci, legea de repartiție 


E; — u 


a fortiori, oricare ar fi i: exp 
hp 


devine: N, = exp|-t— exp.| 2 E COn oa N, = 
elare Pger (4) iția de norma DS i 
1 N Ei 
-N conduce la: ex Ee T pp AeL “exp | — — | = 
R |) 7 25 OP ER 
= 2 (omis (5); ep| BNN e 
h kaT Z Œ (2rmk T)” 


1 3/2 s 
b) (e) =— kpT — 2ms = 3mkpT ex k =— a | J- 
Pa A Pp Ka [ (O l2r y 2ms 


2 (a) NA 
2r O 


Deci, pentru ca efectele cuantice să fie neglijabile, este necesar ca volumul 


mediu ocupat de particule, E, să tie superior lui ao, care este volumul unui 


cub cu latura do. Pentru lungimi de undă A 2 d» efectele cuantice sînt 
importante, 
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c) Presupunind că exp | 1, rezultă : 


iB 


3 a Nî 
ep] u |- Na h ple Ns, 


Dno (Orma (Or MA(RTPA 
105 (6,6. 10-2%:(6 «10291 
(0,284 . 10-8)?/2(8,82:4,2) 2 


ka T: 


= 0,15. 


1 


d) Se observă că parametrul an| 
“a 


js poate scrie sub forma : 


exp | 5 S Gresie , 
kT | MBT 


G fiind o constantă care nu depinde de gazul considerat. În comparaţie 
cu He, toate gazele au o temperatură de lichefiere normală superioară lui 4,2 K s 
şi o masă molară superioară lui 4 kg-kmol™. De exemplu, în cazul H, avem : 


\B 


p| AF (poala el 


Rezultă că tuturor gazelor li se poate aplica statistica Boltzmann corijată 
ca o limită a statisticilor cuantice. 


Daia citi e ce 


Problema 13.57. O incintă, aflată la temperatura T, este sediul undelor 
electromagnetice. Acestea sînt echivalente cu ansamblul fotonilor care ascultă 3 
de statistica Bose-Einstein (spinul fotonului fiind s = 1). Unei unde cu s 
frecvența w i se asociază fotoni de energie e = ħw. Energia unui foton este 
legată de impulsul său p prin relația e = cp. a) Știind că densitatea de stări 


sa > Op? dp A 2 
în spaţiul impulsurilor este g(p) dp = ol factorul 2 ţinînd seama că 
T E 
pentru un impuls dat, un foton poate avea două stări posibile de polarizare, k 


să se calculeze densitatea de stări în funcţie de energie. b) Să se scrie repartiția 
fotonilor în starea cea mai probabilă (la echilibru). Numărul de fotoni conţinuţi 
în incintă nu este constant. c) Să se determine densitatea de energie spectrală 
wlw, T). d) Să se deducă expresia densităţii de energie w(T) în incintă. 
Se știe că: 


ea za iu acu ăia poa ian 


d 13 dă) pe Ta 
exp[z] — 1 15 
0 
` Soluţie. a) Deoarece e = cp, se obţine: 
e) de = e? de. i 
A) m cth? 
b) Numărul de fotoni nefiind constant, rezultă: 
N? e Qi ; ; 
Ei 
exp |=| 1 
RA 
unde E = AO; =cpu 
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c) Dacă se consideră energia ca fiind o variabilă continuă, avem : 


g(e) de O e? de 
Nee cina pi E o 3p3 RET arma, 
: —1 4/82 exp — 
exp p 
m în | 
sau A 
ÎN © w? do 
= ze? | ho | 
exp — 1 
kg 


Energia fotonilor care au frecvența cuprinsă în intervalul (o, o + do) 
va fi: 


U Cein c 


2 
da & ñw do Ele 
TC Îi 
exp — 1 
[kr] 
Deci : 
w? ho 
CACI T) TA n AO pr 
kT 
d) Densitatea de energie va fi : 
œ œ À #4 co ; 
a N A E SE E 
TCS exp EEE 4 < Tche \ explz] — 1 
kai 
0 0 o 
Herte ka 
15 (ch): 


Ținînd seama de „legea“ Stefan-Boltzmann, w(T) = aTi, rezultă pentru 
constanta Stefan- Boltzmann : 


TAIRE 


a = $ 
15 (câ) 


Problema 13.58. Primul calcul teoretic al proprietăților radiației corpului 
negru este datorat lui Max Planck. Îndoc de a raționa asupra cuantelor 
de cîmp electromagnetic (bosoni), Planck raţionează asupra surselor acestui 
cîmp, adică asupra pereţilor cavităţii care închid cîmpul electromagnetic. 
Atomii peretelui, la temperatura T, sînt asimilați cu. oscilatori armonici 
vibrind la frecvenţa w şi ascultind de statistica Maxwell: Boltzmann. Energia 
unui oscilator de frecvență w este e = nho, unde n=0, 1, 2, ..,. a) Să se 


573 


calculeze energia medie a unui oscilator, de frecvenţă w. b) Presupunind că 
numărul de oscilatori a căror frecvenţă este cuprinsă în intervalul (w, o + dw) 


© > i g A 
este 9(w)duw = = wdw, să se calculeze densitatea spectrală de energie 
mie 


Gala, T). 
Soluļie. a) Oscilatorii ascultind de statistica Maxwell-Boltzmann sînt 
repartizați pe nivelele de energie e, conform : 


unde 
T D h 1 
Z= exp| — Sa E exp|—n E p 2 
n=] kzT n=] 3 kT 1 — exp| — 2 
kT 
Deci, rezultă : 
exp|—n =: 
Na kT 
N | ho | 
1l—exp|— 
I 
Energia a N oscilatori este : 
= a e Bă au] - i Nh 
pă e N = IN Fa Zis sa ie E SIRE E = Va ri 1 ae ME Ei Seb die MIE 
1 ho ho 
n | 1 — exp |— ex = 
kT jy kT kgT 
Energia medie a unui oscilator, de frecvență vw, este: 
A ho 
(e(o)) =— = EEE ERIE e 
N exp SE pa 
kT 


b) Energia oscilatorilor ale căror frecvențe sînt cuprinse în intervalul 
(w, w + do) este: 


Oh. ode 


că exp d — 1 
kT 


o? ho 
ol, T) = me efi ` 
exp TT — 1 


dp = Ge(o)>g(o) do = 


Astfel, rezultă : 


B 


Problema 13.59, Se consideră că radiația diu interiorul unei incinte 
este asimilată cu fotoni, a) Utilizind formula lui Boltzmann, care leagă en- 
tropia cu probabilitatea termodinamică, să se exprime entropia în funcpie 
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1 T pi TU lie F 
de © şi B. b) Să se arate că p = TIT s €) Să se calculeze energia liberă a radi- 
B 


ației. d) Să se calculeze presiunea radiației din incintă și să se deducă 
expresia entalpiei libere. 


Soluļie. a) Se ştie că: 


(Oil Neil lea (uN)! 
P Lea N (9, = DIN Pl aaa INI 


unde g; > 1. Rezultă: 
N N 
in: Po -5 a a (1) 
7 N; gı 
Pentru 


Nee Ne a die e 
explfe] — 1 


se obţine: 
1 
Jet Ne =exXp [Be] şi ut Ne II, 
i gi 1 —expl—Be] 
Decii: -S = kaXAN, pe; — gi In (1 — exp[—Be4])? = keb — Kadig BES 


ue te e 8 a energia totală a radiaţiei. Considerînd diapa ca 
o variabilă continuă, se ajunge la : 


S = kab — taf g(e) de-n (1 — FEED 


lp*0 k O 
= kbd = Vr In (1 — ex odt krbe -eE kz 
a m (1 — exp [=a] abe e 


Se ştie că: 


Pay) 4 2 7 Gagas 
2 E 0) pe Sie Ba a de ce > 


15. (ch 15 (che Bi: 
Entropia va fi dată de expresia : 


S -2 RaBo. 


b) Utilizindu-se relaţia Ermo dinamici d£ = dQ + dL=T aS — p iO 
se obține: 


A -2 - (26/28) 
aS (Slapy 


De carece 


(20), a Am 1 (25) Ami 1 
oy T 


2g = Tm e (78 15h B` 


rezultă 


d 1 


c) Prin definitie; E = — TS =- TZ £ =i ză OUT. 


S 3 
d) Din termodinamica “macroscopică, avem: 
AR = —p dO — S dT. 
Deci, 


(presiunea radiaţiei variază cu 1%). 
Entalpia liberă (funcţia lui Gibbs) va fi: 
a 1t 
G=F+pO == 01 O =0 
3 3 
(funcţia lui Gibbs, G, este legată de potențialul chimic, u, prin relația 
G =uN, N fiind numărul de particule. Numărul de fotoni nefiind fix, 
u =0, adică G = 0). 


Problema 13.60. Fie e,, ..., Ep .-., Ep ... O serie de nivele de energie 
avînd degenerescenţele ga, gas =- gi respectiv, 9, ... a) Să se determine 
numărul de electroni N; ai celui de-al i-lea nivel în funcţie de nivelul Fermi, 
cînd sistemul este la echilibrul termic. b) Să se calculeze raportul numărului 
de electroni N, la numărul de „găuri sau locuri vide, P, pentru nivelul i. 
c) Să se afle o relaţie, independentă de £p, între numerele de electroni pe două 
nivele oarecare ale acestui sistem (această relaţie are forma unei legi de acţiune 
a maselor, utilizată în chimie). d) Să se găsească o relaţie independentă de 
ep şi T, care leagă numerele de electroni N;, Nj, N, a trei nivele oarecare 
Et, Ey, Eu. Să se arate că dacă se cunoaşte numărul de electroni pe două nivele 
oarecare, este suficient pentru a cunoaşte populaţiile altor nivele. 


Solutie. a) Statistica Fermi- Dirac conduce la : 
N, E Jı 


auzi 
AB 


li 


1 A exp (n Eea 
B y 
N; a 
b) — =expl—l(——||. 
) P, e| | krT | 


c) Scriind ultima relație pentru două nivele s; şi s; şi făcînd raportul 
expresiilor obţinute, rezultă : 


NE MTN =op -[ seh 
gi N N hol 


P; =9; = N = 


576 


a 
3 
| 


adică : 


Numărul de locuri ocupate pe nivelul i 

Numărul de locuri vide pe nivelul i Liri, = e, mt 
Numărul de locuri ocupate pe nivelul j KaT 
“Numărul de locuri vide pe nivelul y 


(legea acțiunii 
maselor), 


d) Seriind relaţia anterioară pentru i și i, pe de o parte și pentru iși 1, 
pe de altă parte și luînd forma logaritmică, rezultă X 


Nu we (ari 
Ì d [paz Fi Na. E f fi 
şi respectiv, ae papi rrean] A one AAGA 
N Niro aia 
clu a a e, 
ge— Nea N 


Făcîndu-se raportul, se obţine: 


RS ogi N 28 24 
ln gi N, ln qi 4 
AR „Nu f ha Nio K fl y 
a GUE DESA A TATE E: i GNE aes ESET e a | eg 
Deci, cunoscînd populațiile N, și N;, se poate dediice teoretic N,. 


futi insă e silva)” 


14. FIZICA ATOMULUI ȘI MOLECULEI -. ; 


pd 3 să pielea N 


SARA 


(DE Mi 02004 
Breviar | 
scriau] LTB RAMO e WREE sui lat) ti DOI i PCA Ei eHIT i2 
Naşterea fizicii atomice modere este marcată de descopërired razelor X 
(G. Röntgen, 1895), a tădioactivităţii: (H. "Be e querel, 1896) şi a 


electronului (J. Ji Tihom so n, 1897). Fizica atomică, bazată pe mecanica 
cuantică, studiază cortegiul electronic;extranuclear al atomilor. i =: 
Fizica atomică a adoptat -diterite; modele atomice, de-a lungul timpului; 
pentru a reprezenta realitatea obiectivă. Astfel, se amintesc: modelul lui 
Nagaoka (1904), modelul lui J.J: Thomson (1902), modelul 
Pe rari nRutherford (1902, 1911), modelul lui B o hr (1913) modelul 
iui Sommerteld (1917), modelul mecanicii cuantice (1925—1926). , 
œ Mečanica cuântică conduce la o prezentare coerență a atomului Şi la ò 
explicare logică a spectrelor, pe care teoria primitivă a lui Bohr, chiar com- 
pletată de Sommerfeld, tinind seama ide elipticitatea orbitei şi de relativitate, 
este incapabilă de a o furniza, Principiul de incertitudine al lui Heisenberg 
interzice, o măsurare exactă, simultană, a, poziției Şi, „vitezei unui electron, 
împiedicind să se detinească traiectoria electronului în jurul nucleului. Astfel, 
în teoria cuantică, traicetoriile îşi pierd semnificația lor exactă, Rezolvarea 


ecuaței lui Sehrudinger permite să se definească o tuncție de undă y a electro- 
nului și probabilitatea de prezență — 5 | 


e Pa 
i ili HHY 


Fii il dp L-ai IV(5)P d Ai ti i ag Aa) 


:37 == Culegere de probleme de fizică = cd, 198 N 577 


a electronului în domeniul dØ, care înconjură punctul £, substituind 
noțiunea de traicetorie clasică, Aspectul funcției de undă depinde de 
numerele cuantice, care sint introduse ”— în mod natural — în mecanica 
cuantică. Mecabhica cuantică nerelalivistă nu scoate în evidență bogăţia 
structurilor liniilor spectrale, La explicarea acesteia se ajunge introducing 
noțiunile de spin şi de magnetism propriu al clectronului, cerute de cxpe- 
rienţele Stern şi Gerlach şi de anomaliile, efectului Zeeman. Astfel, 
este elaborată teoria cuantică relativistă a electronului, de către Dirac, 
ajungindu-se la funcţii de undă ale electronului cu mai multe componente. 
Magnetismul electronului corespunde la, existenţa mai multor funcții de 
undă Y, care trebuie să permită să se definească probabilitatea vrientărilor 
posibile ale spinului într-o oarecare direcţie. Mecanica cuantică a lui Dirac cu 
patru funcţii Y, atribuie în mod automat electronului un magnetism propriu, 
legat de magnetonul Bohr-Procopiu, 


=> XR A 0] 

e, (2) 

2m ggi . ; / 

Ea dă o explicaţie satisfăcătoare a, datelur spectroscopice, a efectului 
Zeeman anomal al atomilor alcalini ete. Noi extensii. (eu ajutorul celei de-a 
doua cuantificări) au permis“să se calculeze și să se' prevadă două efecte noi = 
momentul capele anomal, al unui electron, 


i 


ay PAS 
pri i 


si Se asii E) usn = 1,001145u z, (3) 
SER Diateza 27 3 > 


ră ori a TA N Hod j 
“i Irony ji STROE IZ a TE Zi 


unde a este constanta de struclură fină, 
| J acpi USR OMR UNG 


“Are he 137,0373 


(4) 


şi efectul Lamb-Rutherford sau structura fină suplimentară în ptr şi 
deuteriu.. ‘Starea unui electron, îinatom este fixată de patru numere cuantice = 
numărul cuantic principal, n =] 2 cooi care fixează — în primă aproxi- 
maţie -— nivelele, de energie ale; electronilor, Ja: valorile lui n coruspunzină 
păturile E, Li MN; i; numărul” cuantic azimutal; l, care determină 
ta re kn: cinctic lal electronului în di sal sa orbitală, 


tf îulali y 2 HER : do oi ii BJ 
La RoD noem bl st DI 3 | ti (5) 
] f f i (ti Qi f 
sui A ir Sil orbital mu, cape calcat Ci ntre posibile în spaţiul 
¿ momentului ipinetie, orbital l my sl nl mharag lb tood ponundrul de 


pins MB sula ro TG S 
1910017 aD 19 AU Ba) Fi i sila Da, Mi } A (6) 
? ianoaiali i! (i RSA jit i HO FE „ESI ! 


gaaei 5! 74 Area numărul ET de spa al clec tonului, priuiciţiul lui Pati, 


nu se poate niciodată Să dvem. doi (sa mai matn) electroni. în „aceeaşi sută 
definită de cele palru numere cuanlice Iu, d wi Sis impreună cu numerele 
cuantice permit să se calculeze numărul maxim de electroni care pot să 
“existe în ficeare „pătură“ I, LTM, e. și pe fiecare nivel, Astfel, rezultă 
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o saturare a păturilor : numărul maxim de ‘electroni care pot să aparțină 
„păturii“, definită de numărul cuantic n, este dat de regula lui Stoner: 


n=—l 
22141) = 2n, (7) 
1=0 
Periodicitatea proprietăților, chimice ale elementelor, pusă în evidență de 
D. Mendeleev şi L. Meyer (1869), este explicată de structura po- 
pulaţiilor electronice, Se explică poziţiile gazelor rare, ale alcalinelor şi halo- 
genilor, ale metalelor ca elemente de tranziţie ete, a 
Distribuţiile electronice exterioare influențează mult suscepribilitățile 
magnetice : atomii cu pături saturate, ale căror spini se compun, nu au mo- 
mente magnetice permanente şi sînt, diamagnetice ; cea mai, mare parte, din 
compuşi, ai căror electroni sînt asociaţi prin perechi şi tind să se neutralizeze 
sînt numiţi diamagnetici; paramagnetismul este legat de existenţa unui moment 
magnetic permanent la scara atomică sau moleculară. Paramagnetismul 
electronic se întilneşte în atomii şi moleculele care posedă un număr impar 
de electroni (cum ar fi, atomii.de. Na liberi), atomii şi ionii liberi cu o pătură: 
internă incompletă: (elemente de tranziţie, ioni izoelectronici cu-elementele 
de tranziţie), un mic număr, de compuși diverşi cu un număr par de electroni 
(oxigenul molecular) şi metale (paramâgnetismul electronilor liberi), Fero- 
magnetismul nu este o proprietate a atomilor şi moleculelor, ci a reţelei cris- 
taline. Tot „atmosfera“ “electronică! explică şi gruparea de atomi definind 
cele patru tipuri de legături: ionică (sau heteropolară), homopolară (sau 
covalentă), metalică şi moleculară. Pentru a se studia în detaliu nivelelc de 
energie ale unui atom complex, este necesar să se cunoască atit „starea 
cuantică“ a electronilor individuali, cît şi natura forțelor de interacțiune 
între constituenţii atomului. Funcţia lui Hamilton completă cuprinde energia 
cinetică a electronilor, interacţiunile electrostatice ale electronilor cu nucleul, 
interacțiunile electrostatice mutuale, ale electronilor, interacţiunile spin- 
orbită ale electronilor, interacţiunile spin-spin ale electronilor, interacţiunile 
dintre momentele magnetice orbitale electronice, interacţiunile spin electronic- 
spin nuclear, interacţiunile 'spin nuclear-moment electronic, orbital, interacţi- 
unile momentelor electrice cvadrupolare, interacţiunile dintre momentele 
magnetice de spin şi momentul orbital al altor electroni, corecţia relativistă 
etc. Funcţiile de undă corecte sînt .antisimetrice în raport cu schimbarea 
oricărei perechi de coordonate spaţiale sau de spin. Orice nivel atomic este 
caracterizat prin momentul cinetic total J, de lungime JIU + 1)ħ. După o 
direcţie dată (cîmpul magnetic exterior), valoarea observabilă a mediei în 
timp a unei componente a acestui moment cinetic este my A, unde numărul 
cuantice magnetic m, poate-lua, 2J + 1 valori, de la —J la +J; Maniera în 
care valorile lui l şi s ale electronilor se compun pentru a da pe J depinde de 
tipurile de interacțiuni preponderente, dintre particulele individuale, Există 
două moduri extreme de cuplaj, limite ideale între care se află toate cazurile 
reale : cuplajul jRussell-Saunders (L-S) şi cuplajul spin-orbită (J-J). Trecerea 
gradată de la cuplajul'[-S la cuplajul j-j, în cazul structurii, fine a nivelelor 
optice — pentru grupa de elemente "C, 1!Si, Ge, Sn și "Pb — a fost studiată 
de White, În cazul cuplajului Russell-Saunders, L = Jl, D = 38 şi 
J =L+ 3 (8). Fiecare din' aceste sume este cuantificată. L este întreg, 
în timp ce § şi J sînt simultan întregi sau semiîntregi, după cum numărul 
de electroni este par, respectiv impar, La fiecare valoare a lui L corespund, 
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dacă S < L, 2S -+1 valori ale lui J, cuprinse între L— S (L şi 5 fiind anti- 
paraleli) : și L+ S (L şi S fiind paraleli). Cele 2541 nivele de energie for- 
mează mullipleții de spin. Tranzițiile în care un electron își schimbă starea 
cuantică sînt: 


Al = +1, (9) 
pentru electronul care efectuează saltul cuantic și 
AS 30; AL =0, H1 AJ = 0, 1 AM =0 Ely sciis t0) 
pentru ansamblul cortegiului, Tranziţiile | 
I 03920 şi My 203 My 20 dy (11) 


sînt interzise dacă AJ =0, Cuplajul j-j sau cuplajul spin-orbită provine din 
energia de interacțiune dintre momentul magnetic ål spinului electronului 
şi cîmpul creat! “de: “mişcarea! orbitală internă, Acest .cuplaj intervine pentru 
valori ridicăte ale numărului cuantic orbital 1. Fiecare electron í este caracterizat 
prin momentul său cinetic, total” 


[It IBSEN g Dogi 


Sete a T aa i (12) 
în acest cuplaj; pentru electronul! care grodtueăză saltul: Gai, 
h AZI, Aj 20, Eie (aci e tepe (3) 
şi pentru ansamblul cortegiului, penaj iz Va z 
hainiiob Emale sB Eni "AJ, =0, Els AM, So: Aar a N À -= (t4) 
cu aceleasi estrieţii ca. în cuplajul Russell Saunders. Ca, xegulă generală se 
constată. € ă tipul, de cuplaj. nu, “modifică nici, numărul total de nivele şi 


nici. înronlle tă cinetice “J, însă el determină separarea în energie a diferi- 
telor nivele. Structura hipertină e a liniilor spectrale, sugerată, de W. Pauli 
“în 1924, provine. din proprietăţile. magnetice ale nucleului ; (interacţiunea 
'cîmpului magnetic “datorat, electronilor, atomici din. vecinătatea nucleului cu 
“momentul magnetic dipolar al nucleului). În cazul moleculelor, este necesar 
să se. țină seama de, interacţiunile, electronilor | între, ci ale electronilor. cu 
nucleele. Și, interacțiunile, SEAN intree ele, Aproximaţia Bors- Oppenheimer 
permite să se studieze, „separat Seea. „ce. aparţine. electronilor şi ceea ce 
aparine, nucleelor. 5 ; ; ` 
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-| Problema 14. jf să se calculeze tezele, unghiulare ale, precesei atomilor 


An 
; an se află în stările 1P, 25i) şi "Pe într-un cimp magnetic: HS a -10° — 
iti ó IESG fit T m 


„ Solujie Pentru aken B se”! dtérmint? “mediat! yio L= 1, dci 


$ 


sotia jè yig: 


niji Ala: vob eH 
Te = sg „ceea, ce, duce la.9 7 d Aplicind . relația X = Ta „se. determină : 


is ; z me 
“idilă rin g ad! nisura lusg ţii „i t Oua i vt t 
îi 4 i p 
ei Ac a 5 3 scada. Horen H ini ale 9 
“ Pentra oelelato, apus 3an obtin, LOrE Su și 1,17210? 
hrpa i at, Sai îs tul tur oo iii o du rugate AA y $ A 
m (Pure): wli aani nko el acre v bonete E A 
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Problema 14.2. Un atom sc găseşte în starea 17. Să se calculeze mo- 
mentul lui magnetic şi valorile posibile ale proiecției acestuia pe direcţia unui 
cîmp magietic exterior, 


Soluție, Avînd în vedere că un termen are simbolul 2%%1X,, se pot 
deduce imediat valorile numerelor cuantice S, L, J. Pentru atomul âflat în 
starea uF se poate scrie: S =0, L 3, J =3. Momentul magnetic al ato- 


mului este: y = Quo /I( Fi); deci y = 2 4/3 uo, unde po este magnetonul 
lui Bohr (g factorul lui Landt este 1 în cazul considerat). Proiecția momentului 
magnetic p al atomului pe digeția unui KOE exterior este dată de relaţia: 

Mu = Vhomy, unde my = —J, — JI. „J .— 1, J. Valorile proiecției 
în cazul considerat sînt: —3po OMAA i O 2uo Buo: 


Problema 14.3. Să se calculeze factorul lui Landé pentru atomii cu un 
singur electron de valență, aflaţi în stările S, P și D: 


Soluție,, Un atom, în-starea: S are. momentul cinetic orbital. "total L.>=0. 
Avînd un, singur electron de valență, S = z Factorul lui Land6 se calculează 
Uri SUS 1 LU D 
Fe ae 2 4 


J -— ; rezultă g=2: În celelajte două cazuri se obţin : j=5 s şi g =— AP); 


cu relațial: 9 - Ținînd seama că 


) 


een g = Şi 9 be 


5 - a ) Da ES 

Problema 14.4. 0 cuvă transparentă, conținind vapori de AEG la. pre- 
siune scăzută astfel ca. interacţiunile dintre atomi, să fie neglijabile, esteplasată 
într-un cîmp de inducţie magnetică uniformă. B. Să se determine descom- 
punerea; nivelelor %P, şi 1 So -produsă prin efect pepman şi: tranziţiile permise 


„prin regulile de selecţie. 


Soluție. Cimpul de inducție magnetică B nu acţionează asupra nivelului 
fundamental, lipsit de moment cinetic și deci, de moment magnetic. Proiecția 


momentului J = 1 a nivelului excitat pe direcţia lui B poate lua valorile : 
m; = +1, 0, —1. Tranziţiile permise se obţin pe baza regulii Am, = +1, 0 
sau —1, reprezentarea acestor tranziţii fiind dată în figura 14 Ana 


Problema 14.5. Atomul de hidrogen este format, dintr-un nucleu cu 
sarcina +-e și un electron aflat în cîmpul 'coulombian alf nucleului. Masa 
M a nucleului este presupusă infinită față de masa. m a „electronului. a) $ Să se 
determine, raza primei orbite, Bohr, aplieind "condiţia de „evantiticare a momen: 


tului: cinetic, b) Se consideră starea sa eleotronului, , fa CATA noi cinetic 
orbital. ie, Bu Atunci lanla geiau se, reduce neon noa, gt UES č 
ax Š 
la . A E — — Eiye TED A == e 
4 a (r eY) ră unde x IV 6R 

Să se arate ca ecuaţia lui 'Schröd ex ad ito ini, 
acest caz o, soluție, de forma : p perd 5 07 
unde A „este 0 constantă, iar DÅ miel Reni, 
e) să se " actermine “valoarea! ironio băț ui aaa E 
zătoare d energiei și să se cilculeze” Beata Mă caca AP e pg ce 


ionizare. Să se exprime: probabilitatea P(r)dr de localizare a electronului în 
pătura sferică, do raze r şi r+-dr, d) Care este valoarea sarcinii electrice q(r) dr, 
care corespunde acestei stări? e) Să se calculeze valoarea cea mai proba- 
bilă şi valoarea modie a razei r şi să se compare cu raza primei orbite Bohr. 


Solutie. a) Nucleul este presupus fix. Forţa coulombiană este echili- 


e > my? P: 
— = ——, Ținind seama de condiția de 
Tea ri r l 


brată de forța centrifugă: 


pi A f Ané a 
cuantificare 2mmor = nh, rezultă: r, = n? T h? şi T, = 4re 
i me me 


=0,53: 10- m, Energia totală a electronului este: În =T+U= mo = 


$ 


ti ua 8 yi 
= = şi fa = —13,5+1,6+10-12 JI, care corespunde la 


— —— n — 


fundamental al atomului de, hidrogen: (potenţialul de. ionizare), 
b) ÌÎnlocùind Y = A exp [—ar], ecuația lui Schrödinger, E -> (r4) + 
- i $ S: Jy SACOS a SSeS S : K d 3 r Fr! 
òm (| nen , ELENE 00 Mm e 
+2 — |8 + — =0, devine: +a — — H=] =0 
A i> ETET ES = ERE SENE w he E ATE 


Această ecuație este verificată pentru orice r dacă : a? + E =0; —2a + 


2me? si Aia ID A A 
- a a unele ae MESIA E RE n sq pie 
Ames, e, 4 eS deh” ra cară Sheg 2 
_c) Probabilitatea de localizăre a electronului în pătura sferică (7, r+ dr) 
este : P(T) dr = Jy dO = Ain: exp [| —2ar] dr, unde A*'se determină din 
pita. DOSi i CJR DE GTR OAUTH R ARFA SII j > It: 


condiţia deTnormare : 4r AS r?exp'[-—2ar] dr'= P şi după:-integrarea prin 
dinu isi 


za Ca ADE ASE a 
părți A Sion aa 
rasi  DĂITORI 34 


d) Distribuţia sarci 
—2ar] dr. 


J =eP(r) dr —e-4atr:exp [— 


e) Valoarea cea mai probabilă pentru r'&ste cea pentru care =8; 


4 Al s 
Ai pi pa e ogirib ES KESERI E-E til JS tit } A SiR 
adică r; = T, și valoarea medie : rY =fr P(r) ar = =0,79 À, 

: -i i s $a i Aa. ; ò 2. 

“Problema 14.6. Emisia, radiaţiei de rezonanță A =2537 A de către 
atomul de mercur are loc cînd un electron trece de pe hivelul extitat 6 *P, pe 
nivelul fundamental 6 "S: Acest ultim nivel este ocupat normal de 2 electroni. 
Să se explice semnificația simbolurilor celor două nivele şi să se determine 
valorile factorilor-Land6 pentru fiecare, - | 


K ~ Solujie, În starea fundamentală, cei doi electroni de valență ai atomului 
de mercur ocupă subnivelele 65; ei au un moment cinetic orbital nul, è =0 şi 
deci, momentul cinetic orbital total L este nul, Spinii celor doi electroni sînt 
opuși, 5-a 1/2, iar. momentul cinetic, de. spin total S este nul. Momentul 
cinetic total J = LA S este deci nul, Termenul fundamental are, simbolul Sa 
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în starea excitată, unul dintre elecironi rămine in starea s iniţială (f = 0) 
celălalt trece în starea 1 = 1, deti momentul cinetic total va fi L = 1. Spiuii 
celor doi electroni sint paraleli şi spinul rezultat este S = 1, ceea ce inseamnă 
că 2S4 1 = 3. În concluzie, termenul excitat are forma *P,. 

ÎI ADA SS+I-—LLA 1). 
2J(J 41) 

În starea fundamentală, J= S. =L =0, g9 = 1. În starea exeitată, J= S= 

=L = Is 9 = 2: j; 


Factorul lui Landé are expresia: g=1 + 


Problema 14.7. Atomul de Zn”, o dată ionizat, este supus unui cimp 
magnetic intens; astfel încit-să apară efectul Paschen-Back. Apiicind regulile 
de selecție Am, =0, Am, =0, +1, să se calculeze, numărul de linii emise în 
tranziţia 4P — 4D. Să se arate că acest număr de linii se reduce la trei (efect 
Zeemah nofinal), dacă se poate creşte cimpul magnetic suficient de muli. 


Solulie. Frecvenţele liniilor sînt date de ©, = of + az B(m; + 2m) + 
Pa . Nivelul «9 suferă, variațiile impuse de numerele cuantice 
+ 1/2 ţ 4 , tti (S i, 973 
Mı Şi Me. Se face-notaţia : R — (paih) B. = 
Sana Piri e e briza ap a 


Starea D: P= 2 


sh senini ati tutte pile stop RIR 
Frecvenţele radiațiilor o? = wf —"or = o 


Cimyp foarte puternic 


Radiația RIT _— Cimp foarte. puternic 


Se observă că în cazul unui cîmp magnetic foarte puternic apar doar 
frecvențele (ù — R), o, (o +R): : 


Problema 14.8. Tripletul 4D—4P al Zn” este compus din trei radiații : 


5 3 3 3 
l=2, j=, j]=>Z j= A AN AI Dee $-a- 
| Rar j A i 2 2 2 aT 


= 2 102,88. Â;A (2 - fig -)- hp = 2 0643 Å. Sursa fiind plasată în 


cîmpul magnetic, de inducție B = 2'T, se: observă efectul Zeeman -anomal. 
a) Să se calculeze factorul lui Landé corespunzător fiecărui -nivel iniţial. 
b) Să se studieze descompunerea fiecărei radiații inițiale, de frecvenţe w, 
Os Ga. Să së calculeze ecarturile Ac, Ao, Aa pentru radiaţiile emise şi să 
se reprezinte poziţiile acestor radiaţii în raport cu radiaţiile iniţiale pe o scară 
a frecvenţelor. -Care este numărut de radiaţii emise ? 

Solutie. Tonul Zn+ are un electron de valență. Celor trei lungimi de undă 
le corespund frecvențele ; 6, = 27 -14,27233: 1014 5-1 ; oa —97:14,25631: 10s TEs 
= 2r: 14, 1831. 101 521, În-cele-ce urmează, se- -consideră cele trei lungimi 
de undă şi pentru. fiecare din-ele se reprezintă nivelele energetice între câre au 
oc. tranziţiile și se calculează ecarturile. de frecvențe, care sini trecute în tabele. 


radiatia N R | f y 
- l; 3/25 cl + ing: Gel 


„Fig. 14.8 
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Tabelul 14.8, a 


Radiația Amg | A6107" s71 


Ao, 1070 s-i || 


a | | | | — 
—————— 


2 af 

gre 1/;.13/2, | 
ea on 2 N E a Tabelul 14.8, b 
9/2 6/8... £ 


> Radiația ^ | 


kå tui 


Radiația 


Ao, 10 s-a 


C Amig. 


gigot hota siho colt oi oh H 


Fig Aaen e nS 
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2; 3/2 


SEN AULE 
R = Tabelul 24.8, e 


a) 


ră... ASA „Radiația | 
eps 
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4 —-//2 5 
=e d 
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Spectrul are în total 28 de radiaţii, grupate în trei intervale : 


or = 29m+142719,4+1010 s71 și 2r+142727,2:101 s73 


oa = 2r:142 558,6-1010 's- și 27:142 567,6:10' s- 
©, = 27:145 180,7:10% s-> şi 27-145 185,510" s71. 


Problema 14.9. Știind că atomii de argon dintr-un tub cu descărcare 
ascultă de o distribuție a vitezelor Maxwell-Boltzmann, se cere : a) să se 
determine profilul intensității I(6) al liniei wo, lărgită prin efect Doppler, 
să se verifice că linia are o formă gaussiană şi să se determine lărgimea la 
semiînălțimea (semilărgimea) A% a liniei; b) considerîind temperatura 
T. = 300 K, să se calculeze lărgimea relativă a liniei A = 4 702,32 Å. Care 
sînt celelalte cauze de lărgire a liniilor ? c) Linia Ha observată în spectrul 
unei stele se găseşte la 0,5 A sub valoarea normală. Ce concluzie se poate deduce 
asupra vitezei radiale a stelei în raport cu observatorul ? 

Soluţie. a) Legea de distribuţie în cazul unui gaz monoatcmic, format 
din atomi de masă m, după axa Oz (care leagă sursa de observator) este: 


{ 2 + ; 5 F 
P(v-)doz = K exp E ae ao Ținind seama „de semnul lui Uz rezultă 


3 B a x i 
prin efect Doppler “o deplasare de frecvență către violet. (72 > 0) sau 


către roșu (1440), o—o =, ase Profilul liniei este: I(o)=— 


Li c ` 
2 1/2 Tome aa 2 Í 
= 27 EG ; m, A ) exp | me T) | . Punînd condiţia — I(0) = 
„Oa. 2nkaf E “EDER Copie (i E ZE 
$ io kBTln2 
mc? 


= I(0), se obţine semilărgimea liniei: Ao = 26 2 „În lărgirea 


a 
č 


liniilor spectrale mai intervin lărgirea. naturală (principiul. de incertitudine) 
şi lărgirea datorită ciocnirilor dintre atomi (care întrerup procesul de emisie). 


rilor din: 
b) Ac = 20| a In 2) SGH sa. 


c2 
e) O deplasare către albastru corespunde, ţinînd seama de relaţia o — ©. = 
Desi a S N 3 E 
= 0, —, vitezei vz > O; steaua se apropie de observator cu viteza radială 
c 
Dac 3-10 msi, mis: ngon “ED ab Sii Sins 


Problema 14.10. Se consideră un atom cu un singur electron de valență. 
„Se cere: a) să se calculeze momentul magnetic ji. datorită mişcării orbitale 
a electronului de valență și să se exprime g, în funcţie de momentul cinetic 
(se va presupune o orbită circulară). b) În teoria efectului Zeeman anomal, 


este necesar să se considere electronul dotat.cu un „spin“, adică un moment 
cinetic de spin 8. La acest moment cinetic corespunde un moment magnetic p, 


EEE ÎL A 
căruia este nceesar să i se atribuie valoarea Ñ, = FS Să se reprezinte grafie 


momentul cinetic total J. (în unităţi A) al atomului, precum şi momentul 
magnetie total fi al acestuia. c) Știind că în prezenţa unui cîmp magnetic, 
de inducţie P. (de valoare mică), vectorul j sa rateşte în jurul unei axe care 
corespunde cu direcţia lui B (preresia Larmor), să se calculeze momentul 
magnetic efectiv ji, al atomului (Inainte de a so face suma ţi, + Ri, cele două 
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componente ți, şi pu se vor descompune în două compo- 
nente). d) Să se arate că factorul Landé este raportul 
momentului magnetic al sistemului, exprimat în magne- 
„toni Bohr, la mongaty său cinetic, exprimat în unități A. 


Soluţie. a); i =i Mus Sip espr betie baleiată ; 


ʻi 


ţ 2r 2m$ 
T= perioada mișcării). ih =mru = mr IS inu = 


P F 

Sma pici citea 
„2m a 

b); e liind negativ, w, şi w. Sint opuși Yui l și, respectiv, 

Š, Deparece 5 este mulțiplicat de două ori prin façtorp] 

eh 

S [9j : 

€) Valoarea 4 medie, a copiei, fa (sau. m perpendiculară pe j este 

nulă în, timpul; ynei perioade, fiecare, din acești, „Vectori. schimbind în. mod 


constant. direch Momentul goak este : Esg hu cos (l, :J) + us cos (3, T- 
ză En s JGTV RURI FIN, 


; E nu este Jas lui j (tigi 14. 10). 


ln unghiul JO se obține: „cos ui, 


SE e e îi tt aia) VAL a 
sp > ale e aă CE M tele 
La, fel coss, Dam anA y A = cai E ed = T omen 
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„op peana E alie) 
= IEZI AN ele a: iai Viu +I); - 
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sah: eha ii JET iz AEDS Jit 1 sls D= Ul 4.1) A 
g. ve Și ) un eg Sp Sabia zib To aj Bia ab i JE iSi 


jaizină Dina TS E 976% Fg 
EEN X 


d) u; = dia dacă j este- ekPimat în pirați e) ast = A tii 
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— a situa sbs més balan abnufi;/pig> t i szţEa teesid Q 
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Problema 14.11. Funcţiile de undă normate pentru cele; trei” stări. 2p 


ale atomului de hidrogen Sint + a dz 
RIASY 9D 20113519 13i) ag us mots iu Atibiegor I Gt t emitor] 


Dan sid {9-415 yí i Jissel T upes JAM DEL Pui da Aa (ea stă 9 
j (047 id) sia Aba Er i A 


sata Insastăaat E ot Î 5 aik [a ragi] y ab iulunonasia s 
acacia i-au ETAN îsi Tos al (d pt MYN BX SI 
eo Lt Sos ratje si TET taiat N-a a ne dă aa) ata 
4 oraren taatitorn R, inu s siio, o; eži jpm Ery EE E OT E 
Sisy biiimasi sa Eé = șî edlaulav bi iti ia ai aaa atlas silite 

=l 
3 SAO iz I Zorii „NP e rsin; boxa mrg | o IHAD (ginaz toat A 
511s apem qe luu «ass ai «he baie (S ala 4 aa în tate) sii mysi 
ande dy este rază lui Bâhr['ao” a Nha 18). JSA 'se aie tate cata 
Lisassoat oxăludlun ma g Aromaa sigay A iul siiostib so sban ? 


stare. Ae componentei momentului, cinetie după axa. Q2, Un eleetron 


are probabilitățile de a se afla în stările 1, 2 și 3 egale. Probabilitatea de za 
zenţă în elementul de volum dO este dată prin: |4 d0 =a] 41|? + aaa? + 
+ a| p|? dO. a) Să se determine as, 4a, az. B) Să se calculeze probabilitatea 
de prezenţă |4|?. y) Care este probabilitatea ca elementul să se afle la ¢ distanță r 
de nucleu ? Să se calculeze distanţa medie <r> şi distanţa cea mai probabilă 
a electronului de nucleu. c) Comportamentul unui electron-este descris printr-o 


funcţie V, de forma: V = zh + Wa). a) Se măsoară momentul cinetic al 


electronului în această stare; ce rezultat se va obţine ? Măsurătoarea este 
exactă ? B) Să se calculeze energia 2 a electronului în starea y. 


A 
Soluție. a) Se ştie că operatorul L, asociat componentei momentului 


cinetic după axa 0z este: L, = d L. Aplicînd acest operator funcțiilor 
1-69 
ce descriu cele trei stări, se obţin valorile proprii : ħ, 0, —ă. 
b) «) Avînd probabilitățile de a se afla în cele trei stări egale, rezultă : 
av = @, = ds (1). Condiţia de normare se- scrie: fp] d0 = oF kaj dO + 
+ arf |9? 40-A asf dih do T Deóarece funcţiile-de undă v,, Ve şi Wa 
sînt normate, se obţine: ca: da + a = Å (2). Din relaţiile (1) şi (2) se aie = 


>i Ținînd seama de (4), se obține: 


SPER slaggi X iesi Şir -arel penstdoză 
-- i a ae pa Ri aaa f a că E ag 
is pa e re “Ma. į an JS da <3 fash i> 
y I6 À 
Se observă că probabilitatea. T ai a ionului „este, independentă 
dee 0 isg; ea“ depinzînd doar der (simetrie! 'sterică).. za insa 
+) Probabilitatea "că electronul să” se ana la, o eta cipin “nier 
gin r} dr făţă- de nucleu este: a i aia et ele age aer Dea 
arii Hoda257., deydi sretnici ador i : ag 
Sita a Sa ASI: CE ATi Aey 


Distanţa medie ege monine] este : x 
Ep {L i Ei] 


œ 2r 
<r) = (ifar rile a0:= = l ui cola. aj sin ao fiag r EE 
; o 0 


6rag 
j O Ls A 
Probabilitatea ca electronul să se afle la o distanță r, de nucleu este maximă, 
dacă r, reprezintă distanţa electron-nucleu cea mai probabilă. Din 22 =0, 
se obține ; r, = 4a,. 
c) o) Funcţia de, ända wi A SA i = (32ra) retha, sin 0 cosg. 
Aplietnd operatorul Ti factis, W se obține: | Ha 


1 h y sii pb i pă ri lao 
pay ENT) 
i- Enis Zi | iz a (n i) 


H 


Introducind expresia lui V, rezultă : 


L2y = h? 2y: 


Valorile proprii ale momentului cinetic sînt date de L= 2h. Măsurătoa- 
rea efectuată asupra momentului, cinetic (ste exactă, deoarece se verifică 


relația L= VI (Q4 1) h pentru ! = 1 (starea 2p). 
B) În coordonatele sP rice, ccuaţia lui Schrödinger scrisă pentru funcția 4 


este: ' 
, 2 
EL g na) acd iau elle 0 zl zf pade at ar 
r 


iar rsin0 20|. 20 r? sin2 0. 242 
2m [SE a ce ETEN ; 
spe g o e N ag; 3 
ii A 3 Are) a Eege ŞI 


„Relaţia (3), se mai, serie : 


Si Na ASS Er bme 92904 t 
pi 48 A OP z. = 0. 
: aititio se (9) | T Eo ag ară i e ju 


"Ținînd seama de expresia lui do, pruma paranteză se anulează, astfel încît 


ecuația este satisfăcută pentru ozi $ 
. mag, 


ne 
> 


Problema 14.12. Potrivit legii lui Mie) teca & a liniei Kq a 
radiației X depinde de numărul Z al elemengpjui după relația : 


(o) = =È. (1) 


: a) să se “exprime. etica ful T în iuaicție, e konskie fizice fundá- 
mentale. b) Să se „explice de ce frecvențele liniilor. spectrale ale radiației X 
se schimbă de la element la element după o astfel de lege simplă, iar frecvențele 
liniilor optice ale spectrului se descriu: mai complicat. 


Solutie. a) Dacă Ssi Ey sînt: energiile din stările iniţială, respectiv finală, 
ale unui electron în atom, atunci se poate scrie : 


ħo =b d = Z= 39 enfi a = (2) 


unde R este. constanta; Rydberg. Se mai poate serie: 


U nine Z- 1) 3 


o a A 3 
ci air sie Lilea Í ji Hi rhes! Binoy i ( ) 
Din ai (2) şi, (35, iadcabțineu ror nslstinnoutbale sins] 

e 1 paz 
ie Pa ôm 
2040 ap an 2y has g gy -a Ih Sha 


- b) În atomul cu numărul atomic Z mare, toți electronii, cu excepția 
eslor din starea |, sint fcarte depărtați de: nucleu, Se ştie că: 


(ae Voina van AN 


"500 


şi 


de unde rezultă: 


1 
êl2p) = Eo (2 — 1, 


'9p) — 
v = 2P) — 4l S) 

À 
adică se respectă legea Moseley. Analiza spectrului optic, neglijind celelalte 


nivele electronice, este imposibilă, avînd, în vedere că ele participă la 
tranziții optice. 


z (Z— 1%}, 


Problema 14.13. Să se explico mecanismul de absorbție al razelor X 
pentru un element cu numărul atomic Z mare. b) Ce este constanta de ecran ? 
<) Să se calculeze numerele de undă ale primelor trei limite (sau discontinuități) 
de absorbție pentru molibden (Z = 42). Se va neglija structura fină a 
limitelor şi se va lua ca valoare aproximativă „pentru constanta Rydberg, 
R = 1,1105 cm-!. Pentru absorbția razelor, X se poate efectua calculul 
admiţind că constanta de ecran pentru limita K este Cg = 3,5; pentru limita L, 
Cz = 14 şi pentru limita M este Cap = 25,4. 


Soluție. a) Cind numărul atomic Z este mare, păturile electronice-.K, 
1, M... corespunzind valorilor 1, 2, 3 ... ale numărului cuantic n sînt 
amplute conform principiului lui Pauli. Absorbţia unui foton X, cu energia 
ho de ordinul a 10t eV, nu provoacă o tranziție a unui electron de pe un nivel 
adînc al atomului spre un nivel superior, deja ocupat, ci produce eliberarea 
electronului, deci ionizarea atomului. Energia necesară trebuie să egaleze 
energia Coulomb a electronului în cîmpul nucleului, în cazul cînd nu mai sînt 
şi alți electroni (ca la hidrogen). = 

` b) Expresia nivelelor de energie ale atomului de: hidrogen este : 
peiZ? 17i xchZ?R 


i n =: — = = 
Sepi NAIA ne sh 
unde u este masa redusă a sistemului electron-nucleu, iar constanta. Rydberg 
este aproximativ R. În realitate, electronii “prezenţi 
„superficiale, creează un potenţial ce, se, opune elui ‘àl nucleului şi scade 
valoarea lui €,. Ținind seama de această corecție, expresia nivelelor de 
AP 
r Lă “chR ay zu Poy 
; a E= - z (Z ad A 
n 
unde C, este constanta de ecran. îi i pă ec ela 
c) Numerele de undă sînt date prin relăția i * > 
h: R(Z i Ca 
Va erei a / 
nè 


În cazul valorilor numerice date; se obţine: 
j Jg ikih p gi ny 


TERAN (La la i i at 


Yx 10 305-100 em, 


v; i: 156-101 em”! i A HGRA 


Yu = 31310 em, 


„591 


Problema 14.14. Se consideră un atom de hidrogen în starea 15. a) Să 
se calculeze valorile medii ale mărimilor: distanța medie electron-nucleu 
(€r5), energia potenţială medie (< UY) și energia cinetică medie ((Cem)) ale 
electronului. b) Să se explice stabilitatea atomului de hidrogen în starea $ 
TEA momentul cinetic nul, Funcția proprie a operatorului energie în starea 

este : í 


1 5 să 
Vs mia s2 APA at 
Solutie. a) Valorile medii sînt: 1 


À RE ; 2r T 00 
ci Ginah cruz | dafin dd ret redr. 
iig i droh gisrana 


öğ BM 1913 O GIC SiR SSi ji 


Deoarece >" siian evide (SD) n 


oxiaaro ivi so 
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i i ii Pe veti 9 2 ) i} ji 
$ gi Li 
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i $ Fe Į +A EPP: >et 
řezultätiiosis gitmijén „genei (4 
4 simti ANUAL: DIR na GIA ODO LEI DALI C 
Ste ti 010714 it HI í 


ISTNE NE i š ras a Ol € 
e Rnergia potenţială se calculcază pornind de la'relația îs > 
SIRS à aid -KTReaJam- piara St r len j “esinăi noptii 
t DS iusso a. IG GIȚ i Dica NIONS a AIOI 
2 NT Bt ES) MOTO: 
ahaaa T si > 


SRo 


unde sjid- nasozbiii 56 iy TEN ; 


00 


a cai SIN Rita or 1 
6 = — şi (—)= e “Te a dr = —: 
z ATE SiE TJA GE - = ai 


x 


ETa Era EEN 2 DA "pei Taz FESR Sia if regha a ADOT pn T va 

pa ea E.. PIB z09 ‘eg? „Bala ATRUNA TIR RINIT EZRA ol tă 

Decii t4 Us?ug iu: APERA ICS energia potenţială medie este egală cu 
stia 5 iubii Isliilaa> SaB S ato HIE eio yi Nagka 

„energia potențială a electronului la distanţa a. Dilocujnd valoarea lui aa 

rezultă : atitea A T lezate vrei să, 
A iei] Je 
„Meg 
(Urs) = E 2, 
s ħ r. m 


i$ 


Pi i pi me! 
(bis) = id = 3 (3) 
adică valoarea energiei totale cu semn contrar. CREN i 

b) Presupunem că electronul se află la o distanță medie de nucleu egală 


iao AREE CĂ ARE SON CI | Ea 
cu a, cu o nedeterminare a poziţiei Ar egală curma Conform relaţiei de 


incertitudine rezultă ; ah Maui A 


7. ES a À 


sau 


h 
Ap, > (4) 
d, 
După ridicarea la pătrat și împărțirea la 2m, relația (4) devine: 
| DE me 


II 2m 2h’ 
Ţinind scania de (3), relația (D) se scrie: 


(Apr. 
ADI ENYE d Madi 
2m P Sein ; 


Se poate spune că raza sferei în interiorul căreia se admite că este închis 
electronul nu poate fi interioară lui 1/2 a,, deoarece ar fi violată legea conser- 


vării energiei. 


Problema 14.15. Să se studieze spectrul de emisie al stronțiului (la care 
cei doi electroni optici sînt pe nivelul fundamental), cînd acesta este plasat 
într-un cîmp magnetic slab, Să se vâprezinte gratie descompunerea Zeeman 
a următoarelor nivele și tranziţiile permise: a) A = 4678 Å, 107, — 7:D,; 
b) A = 4 962 Å, 86Dg = Pa; 0) A 4 802 A, BF, — 79Dg, Se cunoaşte că 
regulile de selecție pentru numărul cuantic m sînt aceleași ca în cazul unui 
atom cu un electron, dar că AJ nu poate fi nul, 


Soluţie. Valorile lui J, m, şi g pentru nivelele considerate sînt date în 
tabelul 14.15 (numărul cuantic nu este important), 
x l HEA iA x, 


Tabelul 14.15 


—3 la +8 |.2—4 n +4 
4/3 5/4 


3/2 


TELE 


1 fn alcătuirea tabelului 1471575 “inut 'scama tă S și L se compun după 
regula cuplajului Russcil şi Sdunders (J = "84 L) şi că geste dat ae relația - 
ada 4 37  ERADEI GO NON Ba ADI] 571004 nok ai } 
alion tnis on nah pe Aid H d) SUS) (Lek pe e 

By K rog A i A isivă, "2I0714-1) ui n j d 
„Numărul subnivelelor,, Zeeman, este; eul cu acela al valorilor, lui -my iar de- 
părtarea dintre ele este proporțională cu g, Pentru cele trei radiații se obțin 


graficele din figurile 14.15, 4, 14.15, b şi Mle. da 

„Problema 14,10, Se consideră un, atom“ care posedă mai mulți electrâni 
fiecare avind un moment cinetic orbital; Lisi un moment cinetic de spin S, 
Se admite că momentele, cinetice orbitale, pede o parte, şi momentele cinetice 
de, spin, pe de, altă parte, se compun pentru a da momentele globale bi 
respectiv Ly, Momentele L; și La se compun și dau momentul cinetic total L. 
Fiecare nivel “de energic al atomului — sau termen spectral — este descris 


38 — Culegere de probleme de fiziol — cd, 138 593 


: Fig. 14.15 


printr-un simbol, %*:Ly. a) Să se determine simbolurile termenilor posibili 
pentru, doi electroni. „neechivalenţi“ (care au numerele n şi l diferite şi care 
aparţin deci la două subnivele diferite). Se vor considera diversele cazuri, 
unde fiecare dintre electroni poate fis, p sau d. b) Să se determine simbolurile 
a doi termeni posibili pentru doi electroni, echivalenți“ (avînd aceleaşi valori 
pentru n şi l). Se va considera cazul cînd electronii sînt s, apoi p. 
Solutie. a) În cazul cînd cei doi electroni au numerele cuantice n şi] 
diferite, sînt posibile toate combinaţiile care rezultă din regulile de selecţie: 
De exemplu, pentru doi electroni d (l, =l, = 2), va orile posibile ale lui L 
sînt întregi și sînt cuprinse între hla == 0 şi l -+ la 4, ceea ce înseamnă 
că termenii posibili sînt; S, P, D, F, G. Figura 14.16 dă reprezentarea lui L 
prin vectori, În mod analog, se găsește că pentru toate cuplurile de electroni, 
valorile lui L sînţ:55:0;sp:1;sd:2;pp:1,2:; pd:1, 2, 3. Dacă momentele 
cinetice de spin ale celor doi electroni sînt s, ma 1/2 şi Se = 41/2, atunci 


594 


Fig. 14.16 


$ =0 sau 1 şi multiplicitatea fiecăruia dintre termeni este 25 -+ 1 = f 
(stări de singleți) sau 3 (stări de tripleţi). A rămas de determinat numărul F 
În stările de singleți, Gs =0, G/ = 6., J = L. Pentru stările de tripleți, 

S =; iar'J nu poate lua decît valoarile L—1, L şi L 3 1. Simbolurile 
termenilor posibili sînt. ii în tabelul 14.16, a. 
: „ Tabelul: 14.16, e 


f Pa: E 


Electroni Termeni de singleţi e | 4 | Termeni de tripleți 
ia SSi IS io-s go ROTER 25: af 
ESP | Pine TR = (2P, 3P, 3P 
sat aoon lu tate 35, 30, 20, 
"pp? ISy ipp, i AE o PISMP PP ESIPESD, 3D, 
inpds |4BoaD; Fafo È 216 3P Pi 3P 2D] 2D; 0, PO E Fi 
dd 1S, 1P, 1D, IF; 1G, 35, *Pa °P; 2Pa SDr Dz? D, 3E, F; 2F, °G: 3G; “Gal 


b) Cei doi electroni cohi sa] iv edi aceleași numere cuantice n şi L 
trebuie s să difere fie „prin numărul m, fie, prin numărul S. Pentru electronii s, 


Î 
1=0,m = 0, “deci furi drac sale “celor doi eleccion consideraţi sint -+ z 


1 
Si. ZI adică S= 0. şi. cum O; singurul termen posibil este 2% starea 


/ Hoha RE (2 (0) $ 
de. triplet este, interzisă, Pentru, cei, doi. TECON a „Situația! este mai compli- 


cată. Tabelul 14.16, breprezintă cele trei cazuri cuantice ale unui subnivel np 
şi repartitii posibile ale celor doi Si circ să seama ne spinul lor 


Yrga 


Si toi» sie” Widoalotă o El. STEGT] 1 soi bhăriia€ A “Tabelul 1€.16. b 


1 [i -0 0 0. iS 
in 2 ) yah dita +a RaQ to ip 
3 i Se) 0 2 ıp 
KA gi BE ni Ektora 2 1D 
5 Erg (3) a ip 
6 ij 0 0. 2 D 
7 ij a | 1 1 sp 
8 =i 1 1 3P 
9 ] IS 6: A [| 1 P 


Valorile: posibile ale lui L sint 0, 1,42, deci stările sint S, P, D. Proiecţiei 
lui G; pe axa Oz îi este atașat numărul cuantic: M = Em. Pentru L =0, 
valoarea M = 0 nu poate fi obţinută decit pentru in; = m, = 0. Deci spinii 
sînt opuși şi starea este 15,(m = 1). Pentru L = 2, valorile posibile pentru M 
sînt: +2, Îl, 0, —1, —2. Prima “este obținută prin: m; =m, = +1 
(configurația 2), ultima prin m, = m, = —1 (configurația 3). Spinii sînt 
deci opuşi şi termenul este 1D,. Acelaşi termen se regăseşte cu spinii opuși 
pentru M = +1 prin combinaţia m:= +1, ma =0 (configurația 4); pentru 
M =0: m= +1, m = —l (configurația 6); pentru M =—1 cu m = 
= —1, m= 0 (configurația 5). Pentru L= 1, valorile Jui M sînt: +1, 0, —1. 
Contiguraţiile 7, 8 şi: 9 corespund la S = 1, de unde un, termen 2P :care se 
îinparte. în 30, Pa, SBi 2 


„Problema 14.17.-Se consideră ;;o moleculă  biatomică heteronucleară în 
aproximaţia Born-Oppenheimer. Se; admite că „energia: potențială- a ansam- 
blului celor doi atomi (datorată acţiunilor dintre electroni şi nuclee) poate 
îi veptezentătă prin expresia : 


U o | = > 


unde r reprezintă distanţa dintre nuclee, a şi D constante (ultima repre- 
zentînd energia de disociaţie a moleculei). ) Să se serie ecuatia lui Schrâ- 
dinger atemporală ce caracterizează mişcarea în cîmpul nucleelor. b) Să se 


scrie în coordonate polare funcțiile de undă proprii ale operatorului energie. 
c) Să se scrigzecnaţia: verificată 'de partea radială V-(p)- a funcţiei de undă, 
a 32 që ZR! Rae păi At ie di z DS 


utilizînd” schimbările) üe%ariabile : 


sr = 


A i Tati fo ala. 0D 
SDIJU SID -STIR iz Rofa5 BI BAILEY 1193189199 oÈ 


cn mloaia MIS răi arat a LU DIA raS Nb. io Sta azi 
Să se găsească analogia intre problemă aceasta şi cea a atomului de hidro- 
gen. d)'Să:se aratevcă:ecuația, ce; dă (0) ladmite soluții de forma := 
E Y-(p) = p? exp (—be)- fie). 
Să se dztermine Valorile” sonstatelor “p'Și b $i Să se scrie ecuăţia pe care o 
satisface funcţia f(ọ). e) Să se deducă valorile posibile ale energiei de vibraţie— 
rotâţie a“*mioleculei în Fanâţis de mumerele cuantice de vibrație n şi de ro- 
tație.J, î)- Paramdâtrul! A este "mare faţă “de unitate. Pentru valori mici ale 
lui nisi J, să se! dezvolte convenabil expresia energiei pînă la termeni de 


7 


ordinul doi inclusiv şi să se interpreteze rezultatul. 
“ Solutie. a) Ecuația Schrödinger referitoare la o molec 


clee sînt numerotate 1 şi 2este-: - 


| ; i 
ae UOS LON 
S E ANU ep Aa E O m, 


| 


ulă ale cărei nu- 


tanani Le | 
| 


hi 24 | edi pi ai | | 
A5 Aa reprezentind respectiv laplaceieniį exprimați în funcție de coordonatele 
i Ma, şi distanţa dintre 
Ma 


celor două nuclee, Introducînd masa re usă p= 
ggi j 9 | f | „i M, 


mucieg r mp, Dra Be obține: ; | 


e d ce ea fi e) l 
w ache i aghja + n| Er | =A 
e | (F pile 


a 


EEES s LA, E A EEN 


b) Folosirea coordonatelor polare es.e avantajoasă în cazul unui potenţial 
central, avind în vedere posibilitatea separării variabilelor. Se poate pune: 


pir 0, 9) = p (r)O(0, 9), 


obţinindu-se ecuaţia : | 
n Str] fe eE WU Duo o 
ar dr h? 2r? 
care este o ecuație analoagă cu cea a atomului de H. 


| Tit [Ad Al AREJA | 
c) În urma! substituției p = ——, “ecuația (1) devine: 
K d \ 


2 


oeae 24 A, lira une a Du pia E IHD] pa 


pire 
2 { 25 
dọ de. he | h l | | [ia 
i Dua A 
Introducînd i pataihetra aj IE cad g 
z ; să [22 ; ; ni 
d? 2d DA2 A?+J(J+1 Epik 
Lag ra la e lw-0. O 
dẹ? p de ep e 
d) Pentru p > %,. din ecuaţia. (2) se. obține: is Bi” Eroles s2 (6) 
ba T "i i š ei di è 
(2) ae [ae E dept ratsion 4 u 7 
i să Ta r 
TRIB O s5, i 402) 2183 Gia 5 9b ig P ae ASN y1 (9) tii p mori sf tu mi g 
ei TRR O A or 
a găr rêi. sua ese "ea 55 A Za) Tini ind s seama, „de. T ma funcţiei. Yo 
zi „DriloT ab! BIE 193 TSS Hsi morma 
din enunț rezultă: b= =A apak Ranau ed, „ecuaţia, 42), este Eo la: 


is ÈE talaar luisița: oq 5% DOO “ănsig bibi onay Bionagorbiă 
gfi e Aaa A da + R2 Ah At dak) + alolnoaog MIO 918 Fabi 
bain SS Miisioyn dj ZI e ap te i iati a SOn ioy epifea 0 
rodit Ierohiaao) 1} sfsoq ludoriodi stan korah ml 0-5 E Gae A 
ecuaţie. ; diferenţială, de, sordinul, doi, eu: coeficienţi, constanţi. <€ R AA si- 
milară, cu aceea din cazul ‘atomului de hidroge en „arată, că contas ecuației 9 
sé comportă’ ca’ p” Prin 'substituția lui ge 1 (3) rezultă : pt + p = 42 

= J(J + 1)=0, ecuația ce are 0 singură FRA RA agcaptabilă, 

1) ip p “y 


IR: RA ja TI sli! Oni iG $ RE `R shr 4 
Geoarert. pi tu Sutituină în.) expresie îi LA Piw obține : WADD 


lu staun în 


arat (esta orale 43 oo 


e) Valorile posibile ale shezalăl “e vibraţie» rotaţie se obțin în în mod analog 


Yo% 
<a în problema atomului de H, rezultind o relaţie de forma : A Zarea 
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unde n este un număr întreg și pozitiv. Ținind seama de expresia lui p, 
rezultă 


DA? 
Ön = a a a s (4) 
l ; 
n+ —- A2+|J+— 
ne eter) 
î) Dacă A*S n şi J, se poale scrie: 
zi stu 
| a pie pat i iapa CIAD) 
| ui) A JAE 
iar expresia (4) devine: acţ geti 
Re MELEE NR ca 07 Saa fea ar s i ; ge 
a(n) J+5 Jig 
ENS în 5 
sai F : (5) 
Punind Ree SER 
£) iii E or) D a E 
$ È $ E — A = pat” a! S 
(5) se transformă. în :- saiido se (Q sobs nD voi e ij iat 
22 D + hol asha) ali za (6) 
e RS Aken SED y 2 2ua? 


Primul termen din (6) reprezintă energia de dislocație (socotită dela o valoare- 
nulă a energiei, fără a ţine seama de energia reziduală de vibraţie). AF 
doilea termen reprezintă energia de vibrație armonică, iar cel de-al treilea. 
termen reprezintă energia de rotație. seie O 
= si Eni nisa ala (Sl ailauiza U II ga E SaS I EES EEA O UR 
"Problema 14.19. Să se calculeze probabilitatea de ionizare a unui atom- 
hidrogenoid printr-o undă plană -monocromatică. Potențialul vector Â aF 
undei are componentele : Az = A cos (0! — kF), Ay =0, A, =0. Înainte de- 
a se aplica perturbaţia, electronul se află în apropierea nucleului Ze, fiind: 
în starea n =1,l=0. În starea finală, electronul poate fi considerat liber- 


pa - Soluţie. Probabilitatea tranziției din starea y, în starea'$, sub influența» 
perturbaţiei W(r, 1) este determinată, în prima aproximaţie, de coeficientul: 


Sil Eug Ai à i 
Ap ae: | Waa(0 exp (=) dt, ap 
sp ih A | h 
H i È | i 


anoe Wry =) HIC, 0) hı 40 Și d şi Ep sînt energiile corespunzătoare: 
celor două stări. Funcţia de undă 'a electronului aflat în eîmpul Coulombe 
al nucleului Ze, cu n =1, l=0, m =Q, este: 

Li a)ri i 


Deta Rias 5 lh pPZ 
£} i Yı =' Pin C exp [- Ak 


unde torn at :0lfio 


Din condiţia de normare se obține: r 


r 
n starea finală, funcţia de undă a clectronului este: 


user] 


unde O este volumul regiunii în care se află atomul, Perturbația datorată 
undei (A, = A cos (ot — 7), Ay = A, =0, &|| Oz) este "descrisă de: 


W = = (45) = =— A COS (li — FR) pa. 


e „Ne 


Elementul de matrice Wp, este dat; de relaţia : 


Wp = € Vo W yu d0 = Wi = (4*W9, dO% , 
astfel ìncît se poate scrie: Re 
32800 og LIQ 


o E ssa [4 costo ERPE, E E 2) 


ps | a d) O 
č pi t e 


Reprezentind cos (ot — Ar) după fotmula lui Euler şi iitroducînd (2) în 
(1), se poate scrie: - Pe 


> ih Oh îi Să ' l 
e z ` F m 
fi cop E nai [vero Like], 40: | exp (lie aid 
2ihme ER 
{i i i fii 9 
T N » 
n hay] di4 | Y; explikř] da a0: [ex | cea, = no] al. O 
l 
“Ținind seama că pEr P i bitga 


Earp e = tor] 
f exp [e =; bi + 2] di = a 
0 


(Eri du ao), 


se poate spune că dintre cei doi termeni dia (3), unul joacă un rol în efectul 
fotoelectric (cel ce are numitorul Ep — Lı — ho), celălalt, putiudu-se neglija. 
Rezultă că: da 


n m t E ENEE E aeto | sa 
tăi f &i LOE i 
exp [i an] Hi 
PE CTN ATE DEE me În O) 
(6, — dim) a y i 


© 2ħm, TEO aa 


unde 


I= | exp lz a exp fig -— Tho = 
a i h 


o 3 n 2r 
=| Exp A =| ră arf exp [iqr cos 0] sin 0 dð f dọ. 
air 4 
0 


În expresia lui 7, ĝ = i — k şi este îndreptat după axa 0z încît di = g-r-cos6. 


Făcînd calculele, se obţine : 


Ore a e 3 i 
rS Ef expt r a — ia)| r dr — far|- (2 + a) dr = 
ig a j) a 
n @ 


i Z2 2 
| + e) 
a” J 


Utilizînd coordonatele sferice în spațiul impulsurilor se poate scrie că nu- 


= 


eru] de stări, cu energia ‘in interv -alul Ue ad, i A (ende é= = şb 
cu e rA cuprinsă. în erat A9, esteš igisi  butinosngo 


ela) dó, dQ = 2 oran 


£ 


Probabilitatea Ganaf in EvA Ag; Feste: i SS ac 
ta: aw- i eset) d, ao. ma 6) 


p» 


Introducing, (i în.) -Și Aa seama că ; Să ăi ] pi 


H 2 
e LeS ie) = = 1| 
l 


SA 


W) ; A 1 
(6, — d, — ho A i] 


ae arts io >) 


a a a aa, "2AT iea ERIC, — é, — ħa) dA, 
ss jaf ih rr iesi ir A 


și hi Dita 5545 


se deduce probabilitatea unul totaelectron de a fi emis în unghiul aQ, în 
unitatea de timp ;, 


iza A 
SL san Lo Ag qalama (6) 


me Ma (+ e)? 
$i 


sf ag r i š 
SPILEN S FEKA ATE e ESEE: a 


Aa pile ol anangin de lonizare a atomului este ; 


ez 


Mail aia 
Gj "se t 4 
j 2h? 


doai ! demo JaAntroduolnit lu. numitorul lul (0) expresia lul q, se obţine: 


r jà a ol 2m, [| MZA 
tA (P 7, TR di, Ha dpi, COR % m k n hu 
a ai ħ h’ 2ħ 


| p’ ) | W i jabik dig a zaz Ers hw -+ k? Faà 
l 


i Ri TERR 33 APREN EAEE IN i i: 

Apk 2m 1 

yue ALS: toh a A et lo COR- Q iiny y ji 
: h e ntetiațg € 


u5 


ğ ; i SPRY D i J i] Şi îi i 3 ER i 
undo s-a ţinut aoamă où K 4 E Deoarece he este. paralel cu. axa/-0z, -se 


poate sorio căt pa = pain g comis pi (0) devine : 


9400 da abat: Si 
La Eul aa Ca A pe (449) ‘ô Em is Tate), TE. $ 
Gat Anto i a Hias (12000 Sbypjsoe subu Gi 
Na SUO0 JIAN * Piu re sea) ad luară SADU» A iz su 39 
l Uătalib În [35 ien antenă 4 ufdjalqora lg Iuneomălai 


d alilid lare ari 


Îi ITTAMA, CUANTICA. A BANDUE: n i vana abin: mp SS 


G3 
i 


RULE “artisti ah MONIO) rijo 


Breviar $ asi 

Dezvoltările moderne alo fizicii solidelor sînt bazate pe mecanica cuantică. 
Cele două componente fundamentale ale unui corp solid sînt reţeaua cristalină 
Şi electronii prezenți în această rețea. Ambele com onente joacă roluri ce mple> 
mentare și la ziuă car dn pă în explicarea putut ARAS i 
Mecanica cuantică permite si ne faca’ 0 descriere: corectă, a electronilor 

An solide; „conduetnd, la, teoria, benzilor... Această teorie Permite să,,se explice 
dilerenţa dintre izolaţi și, conductoarele electrice, Fiecare, tip de solid, metal, 
semiconductor: şi izolant se studiază, din punctul, de vedere a proprietăţilor 
sule Particulares, 4 30 BAIBRSA : nit Bi e iR XIR KUNG U rile» 
~E Din punct de vedere microscopie (atomic), solidele sînt constituite dintr-o 
asociere a particulelor: elementare i (protoni; neutroni, electroni, fotoni ete.), 
problema teoretică, fundamentală ai fizicii solidului fiind 'aveea deia. înţelege 
organizarea intimă a acestor particulă şi ceea ce conduce la proprietăți parti 
Lulare: ale solidelor, (înoted Alea itemi data toa Sh iar 
“Solidul se-detinegte. ea ind un cristal imperiegt, adică, un corp în care 
„sitelo“ nucleare nu, 9. oarecare ordine la distanța, medie, (distanțe de citeva 
zecimi de spații nucleare), Cele șapte sisteme cristaline (triclinio, monoclinic, 
ortorombic, cundratie san be A cubic, romboedric şi hexagonal) au o 
Tegătură strinsmeu cele 14rețele Bravăls (adică cole 14 tipuri de reţele punctuale 


} 
») 


kd AMisiitoy 


| lăsate in variante de; cele 32 de grupuri punetuale, un grup liind dat de-a nsamblul 
| operaţiilor: de; simetrie). Clasificarea empirică a cristaletor se face după dife- 


4601 


TE EREI T 


Sop 0 


vitele tipuri de legături (acestea făcînd să intervină tendința atomilor de a-şi 
completa pătura lor de electroni externi la 8 electroni, pentru a le da o confi- 
guraţie analoagă celei a păturii externe a unui gaz rar). Astfel, avem cris-- 
talele ionice, covalente, metalice, moleculare, cu legături hidrogen. 

Proprietăţile mecanice ale solidelor sînt legate mult de defecte (legăturile: 
cristalelor, dislocaţii, inclusiuni ctc.). Proprietățile termice ale solidelor sînt. 
legate de toate: particulele prezente în cristal. Căldura specifică a solidelor: 
(capacitatea termică) se exprimă prin formula lui Debye : 


; 0 

Gy — 3Noky D a (1Y 

unde T este temperatura absolută, 0 — temperatura caracteristică a solidului 
j EOR 

considerat (temperatyra Debye), D a funcția Debye, kg — constanta lui 

Boltzmann și Noe — numărul de atomi ai cristalului. Conductivitatea termică 


a solidelor este: li ates d 


wE 2 Cyuhi Ea G 3) i (2) 


Coy fiind căldură specifică la volum constant a particulelor, ui — viteza medie 
a acestora şi A — parcursul liber mediu al particulelor între două ciocniri. 
Un aspect interesant al proprietăţilor termice este cel al dilatării lor termice. 
Legătura dintre coeficientul de dilatare liniară «, compresibilitatea x=— 


Sal oC şi căldura specifică [Coy a unui solid este dată“ de formula lui 


© êp 
Grüneisen, 
Cy 3 
> - Ei SA s x ; 
ENNS ROCNE SG BIKAN LIEY) init yobon SE í (3) 
Sniig)aiT9 Bu qoale Milos qo dia: He sitigocăbiu! sineneqmoo šrob s 
dln 0; 


“exprimă “variaţia temperaturii 


unde constanta lui Grüneisen y = — 
Debye 0 cu volumul O." * 

~ În cadrul teoriei electronice a solidelor, problema generală poate fi pusă 
sub forma unci ecuaţii de mișcare a tuturor particulelor materiale prezente 
în cristal : pe de o parte, nucleele încărcate pozitiv și, pe ac altă, a electronilor 
negativi. O primă aproximaţie se face ţinînd seama de faptul că nucleele sînt 
mult mai grele decit electronii. Se poate presupune, deci, că electronii foarte 
mobili se pot deplasa printre nucleele fixe (aproximaţia adiabatică a lui 
Born-Oppenheimer), Urmează uproximaţia la mișcarea unui electron, presu- 
punindu-se că fiecare clectron se deplasează independent într-un potenţial 
mediu constant datorită altor electroni şi în potenţialul datorită nucleelor. 
Scriindu-se ecuația lui Schrödinger și căutindu-se funcțiile Qe undă electro- 
nice care o verifică, se găsește că energia electronilor ia oarecare valori în 
benzi de energie permise, excluzindu-se benzile de energie interzise, Din punct 
de vedere matematic, ecuaţia lui Schrödinger fiind 0 ecuaţie cu valori proprii 
ale energiei, energia nu poate lua valori decit în oarecare intervale permise, 
dacă potenţialul este periodic (teorema lui Floquet). O funcție de undă electro- 
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mică generală, nedepinzind de timp, poate Li considerată ca o combinaţie 
liniară de funcţii Bloch, Ų == ug(ř) exp [i ki], unde u,(P) prezintă aceeași 
periodicitate ca rețeaua cristalină, 
Pentru a înțelege complet diferența dintre un metal, un izolant şi un 
semiconductor, este necesar să studiem mișcarea electronilor sub acțiunea 
"unei forțe exterioare. So poate ține seama de aceasta, fără a o introduce 
3 explicit, înlocuind masa reală m, a electronului cu o masă efectivă m*, dife- 
; rită de m,. Proprietățile electrice, optice şi magnetice ale solidelor se explică 
în mare parte pe baza teoriei electronice a acestora. 


PROBLEME 


Problema 15.1. Latura celulei elementare a NaCl este d =86 A, iar 
modulul lui Young după direcţia [100] este E = 5:10: N-m-2. Să se estimeze 
lungimea de-undă la care radiaţia electromagnetică este reflectată „Puternic“ 
de un cristal de NaCl. Masele, atomice sînt: Mys'=23 şi Mor = 37, 

Soluţie.. Considerîndu-se “de-a lungul ‘direcției [100] reţeaua cristalină 
ca o mulțime de lanțuri unidimensionale paralele şi” neglijîndu-se forţele 
laterale, modulul flui. Young este legat de distanţa d, =Å = 2 A prin 
FERNE e at dă IE JE OEE ab pi e it | re: 
aes Sabia 200 al #3 FPEUG 

Toei T owwa Lda aa zi 

Egalînd frecvența de apariție a retlexiei totale cu cea a modulului optic 
pentru k =0 rezultă: - a y EENS EEE e | 

3 ă DL Ad y K 


Gk iri f 128 
d t(n 


3391 8023h 


LE Dat 


e Ai d , i GIS iuți mior 
; | A de e à ves ROR ENE = ACM, ste m) m) = G = A i i 
i f Si N n Mm AŞ 
Err 1D uria ir pe 4î59l65-9b 'attarinanuas BIAIS & $ 
i de unde, a în > Ai 
2 Eder) a A lee A a 


di: îi tt Erata regula ngonbiza T pita aana tari TA i pashtan ` cmd 
Problema 15.2. Energia potențială a unui atom în cîmpul altui atom 
este dată de relația: MALS ti o A. RENIE Sde ANITA Q 
/ R EIH CT 


sdo dida 


U(R) =A BA] sata A vuioalab e 
Ip nn R 


unde R reprezintă distanța dintra cei doi atomi şi A şi B sint constante, 
tar m şi n sint numere întregi. a) Să se arate că pentru ca ansamblul celor 
doi atomi să fie stabil este, necesariica m > n. b) Să se,stabilească relaţia 


dintre energia de repulsie și cea de atracţie în cazul echilibrului. fu brd 
2r E 
Soluļie, a) (Sa N = pinine (nah 3 0) 
dRS nan, e REPARE MET 


Pentru ca sistemul să tie “stabil este “necasar ca 5i Db 
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Din (1) rezultă m> n 
b) Usini A B | 


U niraopte' An RETA 


La echilibr u: 


deci 


U, m 


„+ Problema ‘15.3. Să se calculeze, în cazul un cristal la. echilibru + 9) con- 
centrația de. defecte. Schottky ; b) concentrația de defecte, Frenkel, 


Soluţie. Defectele de tip Selottky și de tip Frenkel reprezintă defecte 
de reţea. Un defect Schottky apare prin transferarea unui atom dintr-un 
nod al'reţelei: din interior spre un nodal rețelei. de pe suprafața cristalului, 
în cazul.defectului Frenkel, un atom este transferat dela un nod.spre opoziţie: 
ate 

ʻa) Fie U energia’ necesară pentru a forma ùn defect Schottky, n este 
numărul de noduri ale reţelei ocupate de vacanțe, iar N este numărul de noduri 
ocupate de atomi. Energia totală necesară pentru a forma n defecte este: 
€ =nU. Entropia sistemului este S = kp In P, unde P este dat de relaţia 

N +n) 
ROUN O 
nr _TS îi nui-e Ra TIN + n) ln (N + A) — nin n=N. in. N] (dedusă prin 
utilizarea aproximaţiei Suing, mı! vlnr— y, t > 1). În cazul e 
brului, BoE: 20 =U k T In NENK „Rezultă, caa- exp [ans 

ôn Mini | kaT] 
unde c reprezintă concentraţia de defecte din. reţea. Pentru n&N, numă- 
rul de defecte este n =N ap] EA aa atăt (ze 
kaT]|. A EED EGEY 

„„b) Se va considera, că U este energia necesară penuru a, crea un defect 
tip Frenkel, N este numărul de poziții interstițiale libere, iar n este numărul 
de poziţii interstiţiale ocupate de: atomi. Probabilitatea termodinamică a 
starii cu defecte, > Pi este: misiz 


NI N 


y ri E ei arre ETE 
Tm NEAS AONE 


AR S KRB ATINOG 


sila “înlocuind în ecuaţia, “care aa! pna! liberi, se obtine t cazul echili- 
brului ; j9 pla d, OLID. MES PM) BLR i fi 


i deoarece energia liberi Ja temperatura T este F =2— 


H 


$ A E z| a 
ăia NENE n i KaT] 


În cazul cind n: N,N!', se poate seriei e linia 


nê U 
JEF = af- Pi 


În cazul cristalelor cubice, N' =N şi concentrația de defecte Frenkel 
este : 
ë = exp [—U/2K4T). 


Problema 15.4. Să se arate că deși amplitudinea vibraţiilor termice ale 
reţelei cristaline este relativ mare, producînd abateri sensibile de la periodi- 
citate, lărgimea liniilor de difracție variază slab cu temperatura, ceca 'ce duce 
la scăderea uşoâră a intensității acestor linii (se va considera cazul tempera- 
turilor înalte şi cel al temperaturilor joase). ii 


Soluţie. Poziţia instantanee, a atomului, care oscilează, este descrisă de 
vectorul : (À) = Po + â(?), unde po este poziţia de echilibru şi â(() este ampli- 
tudinea oscilației. Dacă atomii oscilează, independent unii de alţii, amplitu- 
dinea undei ditractäte este: CA), = (A,X exp [iako], unde fe a este un vector 
al reţelei reciproce, iar medierea este făcută cu ajutorul statisticii Boltzmann 
(valabilă la temperaturi înalte). Ținind seama, că amplitudinea, oscilaţiei 
a(t) este mică, se poate scrie: 


ces | i hS = Au ca IE 2 da hai 


ius iul is aamini brosu ligii BESC (8 
l i ile) ioni ab 5i 
ţ Ş A), - i 
6 R EA R 


SRI HS d TO SIRIA 3 dtiiilapă 1A i à- jji ik pati l; 
unde s-a ţinut seama că (ă:4,)=0 și (kk) ae cae 12). Intensitatea 


liniilor de difracție va fi dată deso ` 
DICA PY deci Da esp] cae yig] goeg (1) 
> IPEE a feet. 2 
Din teorema echipartitiei energici, (0) 
VOLI TIC BASNE OMHE NY Jas 
3kaT 1A 
mi AA] iaa ger Pit < 2 A UC 
a Ol ae ep Dap i dz ad ema inot) ADE i! Op at 


unde ky este constanta Boltzmann, în este masă atomului, iar & este frec- 
vența de vibraţie a atomului aflat la temperatura T. GGE D280) N 
ii; În cazul temperaturilor ridicate, relaţia (1) se scrie: 

Bani? su tusa = Irespl = Se aja Siro male 


inot lant tza 0 BRNO 


VA Y 
Scăderea intensității cu temperatura este slabă, avînd în vedere valoarea 


redusă a raportului Ra 

mot, 

La teinperaturi joase contribuie în special vibraţiile de zero ale rețelei 
aoge, ri 


COR ER LTSR] 


cristaline, care au energia B es, Daoarece energia potențială a oscilatorului 


(tg iai ER E E asi 


este jumătate din, epergia sa totală rezultă ; 


a 
#5 


Cecina 1 i a 
RA ri Lica aa hau: (2) 
Di pirate CA LEI a 


A eni> o 


Utilizind (2), relația (1) devine: 
I = h exp ke | 


mw 


coca ce arată că intensitatea nu dspinde de temperatură, 


„ Problema 15.5. Se consideră un gaz de fermioni presupușşi fără inter- 
acţiuni mutuale, de spin 1/2 (electroni închiși într-un volum O). Fie e, nivelele 
de energie ale particulelor. Ponderea statistică datorată spinului este 2, 
corespunzind posibilității ca un electron să aibă proiecția spinului, egală cu 
41/2. a) Utilizind principiul de excluziune Pauli, să se arate că la zero 
absolut particulele ocupă nivelele e, pînă la o energie ep, numită energie 
Termi; b) Să se arate că impulsul particulelor p = || este limitat superior 
de pè. c) În spaţiul „imphisurilor, toate particulele au impulsurile cuprinse 
într-o sferă de rază p%, numită sfera Fermi. Să se calculeze p% şi să se deducă 

valoarea lui sù. d) Să se reprezinte repartiția electronilor la zero absolut. 


Se va lua e în abscigä şi A ordonată (g = 2), 


ige 
Soluţie. a) După principiul de excluziune al lui Pauli, fiecare nivel poate 
fi ocupat de doi fermioni (particulele ce ocupă acelaşi nivel au spinii anti- 
paraleli). La zero absolut, particulele ocupă nivelele cele mai de jos, e% fiind 
nivelul superior ocupat. 
b) Dic alale nefiind în iii puneti energia. loi este pur cinetică : 


ia 


Energia avind o limită superioară; Ers: modulul impulsului este limitat 
<le pẹ, astfel încit: 
a (g 
2m 
c) Se calculează în două moduri diferită volumul ocupat în spaţiul fa- 
zelor de N particule. Acest volum este egal, pe de o parte, cu produsul dintre 
volumul spațiului ordinar, ocupat, O, înmulțit cu Notuna din spațiul impulsu- 
rilor: (sfera Fermi) : ; oc] 


by EET | (1) 


“edi „m fiind )masa particulei. 


O celulă elementară are în shard fazelor volumul kè. Ținîind seama 
de principiul de excluziune, se serie: 


ion abara- pulya Sii stay arhi Af 3iadsta (2) 
= Egalînd (1) cu (2), rezultă : $ : 

Hrita i ran 90 ati) peri iana pa SN. ua 

AA [A TU 


IO Heiinitog 


“şi se deduce apoi anărgia Fermi : 


de tate Sn, 
Ep m ——— 
nU 


Fig. 15,5 d) Figura 15.5. 


Problema 15.6. a) Să se calculeze impulsul mediu al unui fermion la 
zero absolut. b) Să se calculeze energia medie a unui fermion la zero absolut 
şi să se stabilească expresia energiei unui gaz de fermioni la zero absalut 


în funcție de e$. 


pe 
| | pn(p) dp 
Solulie. a) Ð = a unde n(p) este numărul de particule ce aw 


Pr 
| n(p) dp 


impulsul în coroana sferică cuprinsă între p şi p + dp: 


ins intr d E Oi 
Oaze (cuprins între p, p + 4P) T pe Ego- 


n(p) dp:= T 
| 3(pr)" S 3 o 
ioi ay JF 
apt) a 
fuste clau întejateruii A? Du! paseze Ses (afe ănir inofaii-at aaa Ai 
=D) O unde ciie Rezultă: dp Zek ae de- 
2m HEJO E s yj ip = 99 2z 
i Po A E aia S T I YE 


Bia; SEVE ATN 3/2 INA a ooebioi jer 3 
Deci : n(e) de _ SV 2am e!!? de şi (ea e. Energia gazului de 


fermioni la zero absolut este: «= 


"Problema 15.7. Cistai dielecbiieă alo) a unui gaz de electroni liberi 
se delicate pain 7 a 


2 sn p(o) alta. Se aa ina 
_esE(6) a7 


u este polar izarea, jar E esteinten sitatea cîm pului electric. Să se calculeze 
i $ 


N-a = 7 i ne 
(0) în funcţie de frecvența: plasmei, 62 = 
Eom 


electroni, e este sarcina electronului şi m masa acestuia. 
““Soluţie. Ecuația de mișcare a unui electrón liber în cîmp electric, în 
atita ciocnirilor, este : 


Pee Cite E (2) 
d \ 
Dacă z și prau o. ani dă timp de: forma ‘exp [= iot], dim 
senata, (2); Ps deduce i a cal la tea să tare (9 
i t f; { g iii el. a Žž 
( j ) y ken? 
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Momentul dipolar al. electro- 


Eri) Regiunea de | ua. Hui este : 
atenuare re> Aa iei i tE 
} i pP ia — sy = 
— 2 mo? 
1 NRA l , ju a, 
// iar polarizarea detinită ca momentul 
dipolar al unităţii de volum este; 
| er i 
P = —net = — Basi (3) 
i mo? 
; Introducind (3) în (1), se obține: 
ne? 
Fig: 15.7. A = ec ph uela) da) sai cama? 


şi ţinînd seama de relaţiarde definiție a lui op, se poate scrie: 
3 a i EM 3 2 
co) =1 e. 
2 


Constanta dielectrică e() este reprezentată în figura 15,7. Undele electro- 
magnetice se propagă doar pentru sld) pozitiy., Pentru (0) <0, undele 
electromagnetice sînt reflectate total, sS 


Problema 15.8. Un model simplu al nivelelor dnbgatice electronice 
dintr-un metal foloseşte un potenţial unidimensional, de forma : 


i E 

2 % 

ii d d(zAhab),tu oaia os i 

a 
4 A ap 

unde m este masa electronului a — constanta relației, P — o constantă 
pozitivă adimensională; isi; (x), „funcţia lui: Dira FAR Sige pliu expresia 
masei efective la marginea: superioară a benzii. ai Bă 


ve = 


i 
Soluţie. Se consideră problema generală „de mişcare a unei particule 
într-un potenţial periodic.. Ecuația lui Schrödinger se scrie sub forma: 


saladus s #2. „utafoals iuti TEHON a A 
unde ` Hare h aaa. oh t UI 
"a 5 rd aja iji 


iad e d Aa gina „doui, soluţii liniar, independente ale lui D. Se. poate 


z q? Ya Aba 
: Yı da tai per = 0, 


i 


say că wronskianul, W. s pati Paim i veşte independent: de v. Deoarece 


[(2) este o funcţie periodică, ta +a) + NE -+ a) trebuie să fie de asemenea 
soluții ale lui (1) și astfel pot fi exprimate ca niște combinaţii liniare de p(x) 
si palz): p(x A a) = Cipla) + Cava(2), pale t a) = Ghita) + Gihle) O). 


608 


Din (2) urmează că wronskianul în z + a este egal cu wronskianul în z înmul- 
tit cu G 1Ga — CaCs, care astfel trebuie să fie egal cu unitatea; Alegem soluțiile 
p(x) şi Va(2) în aşa fel încît: p(x + a) = Mpal), palt + a) = M palz), sau 
din (2) trebuie, căutate soluțiile ecuaţiilor : 


o Ghala) + Cab (£) = A p(z), Ca pa(£) + Capalt) = apala), (3) 
ceea de conduce la a, cu valori proprii pentru A: 
E — (G FCDA +1 = 0, (4) 


unde s-a , folosit faptul că A CaCa. Pentru ca Vu(2) şi Va(2) să fie soluţii 
acceptabile fizic, mărimea au Bi a lui A trebuie să fie egală cu unitatea, 


Acest lucru este adevărat pentru — =, + Ca) < 1; în acest caz, ^ şi à, sînt 


unul complex conjugatul celuilalt, a că se poate scrie: 


het aim exp likapita), halet O = exp [ika] to), 6) 

sau, echivalent, 
dute) Z exp like] mG). dal) = exp [ika] na), (6) 
iunde -ui(x) şi u(t) sînt funcţii periodice. Pentru -ă vedea semnificaţia lui (5) 
i (6), este util să se considere cazul în care f este constant. “În aceste con- 
diții urmează că doar pentru anumite, valori. ale energiei „se obţin soluţii 
acceptabile fizic, se consideră | toi potenţială $ ai s 


uta) = RER PSS ale + na). 


Taa 


Sy EREET 


a D 


D 3 ări 
Sedii SR KIF 


Deoarece U- conţine. singularităţi, „avem, în locul. condiţiei. de continu- 


d 

- itate a lui a o condiţie la limită. care se obține integrînd ecuația iu 
13 RG 2E E >j? 
Schrödinger într-un interval mic care să cuprindă singularitatea Yde la —e 
la +e, unde e este pozitiv şi tinde la Zero); rezultatul este: 
Să a404) 440) P 8 
saigos RAROS | F Sape0). opri (8) 

dz SEA ae A a i, 
d sta ohi (6). se pa serie, solutie în | regiunile. 0 aa, şi LR 2<0, 
în, modul urinător : 


K i A FF ELE A 
wat EJ Băialiaa A AI E PA 7 ia in 19 ii — 


i însa wE pini) noa. ail se al 
tin L A exp likaj B: exp [ika], a 0 a ai 


p s> 


mer = exp [iai exp like a). m B expl mikla h. a 
iar din (8) şi, din cerința ca Y să fie, continuă avem gE 


A+B =exp [iua] {A explika], ii B 3 exp [—ika]}, ika — Sp — 
— ik{A exp iti zi E. 28 Ei p [inamika = È (A + B), 


din care rezultă eeuapiay : ; 
: P sinka E. 

os pa = còsika >=, E (9) 
i e z + 2 ka 


væ și. k PEUR `i 


ħ; gar put 


unde A na 
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Marginile benzilor apar cînd cos ua = + 1l, sau — 1, adică pentru 


uet «£ T Sau 
dat m: u Un a 


Pentru a găsi masa efectivă la marginea benzii trebuie să dezvoltăm 
pe € (sau k) în serie de puteri (k — Hn) la marginea de jos sau de puteri 


2 
Wa — p la marginea de sus. La marginea de sus, k a= nr, (=) 
m a 


şi scriind k aria —k',u za — w, se găseşte că : 


ja EER 
© P: Sind; 
de unde urmează pentru masa efectivă m*, definită prin relația; € = 2, + 
L, şi că m* = -s AR a mult mai complicată la mar- 


Sinea de jos a- benzii, deoarece! valorile- lui! k sînt soluţiile unei ecuaţii 
transcendente. sis y asa gi lies A 
~ Problema 15.9. Să se determine. benzile de. energie permisă pentru o 
particulă care se mişcă într-un potenţial periodic, ca cel din figura 15.9, a. 
Să se studieze cazul limită, cînd Us şi b-—0,'în timp ce U,b = constant. 
Soluţie. Funcţia de undă în regiunea gropii (0 < z < a) este de forma: 


p = G; exp [iks] + Ca exp [iaz], unde k — H ; 


iar în regiunea de barieră, —b < x < 0 : 


b = C exp [iker] + G, exp [ikr]; unae ig ETW, 
Er Pix > si e Sa să i tz io 


: Be ez dee SELLE La ED SUA 
Deoarece (2) = constant. Ņ(2 -+ L) (constanta are valoarea absolută 


egală cu unitatea şi se consideră egală cu exp [—ikL], unde L= a -+ d), 


în regiunea următoarei bariere (a<z<ab), y=exp [ikL] (Ca exp [ika(& — 
— L)] + Cu: exp [—ike(z—L)]). Necesitatea ca funcţia de undă şi derivatele 
sale să fie continue în & = 0 şi x = a conduce la următoarele patru ecuații : 


C, + C, = Cs + Ci; C, exp [ikia] + Cs exp [—ika] = exp [ikL]- 
- -Cs exp [= ik, b] + C} exp [ikid]; RIG È C) =klG — 6); 
ka{C, exp lilua]— C, exp [— ikia]} =k {Cs exp [ihò] — 
~- — Q, exp [ik,b]} exp [ìkL]. 


|fe 


Eg. hjem 


Fig. 15.9 
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T 
Fa snk,o +cosk,a 


j 


Fig. 15.9 


C Acest sistem are ò soluţie nebanală doar dacă ` 
i k AE, k . í . 
cos kL =:cos ad cós. kab — ——— sin kja- sin kb. (1) 
pt ui] * 2kykz Ti PE 
Se studiază două cazuri. 
(a) d < Uo, cînd k, este imaginar. Se introduce notația k, =ip şi se 
scrie ecuaţia (1) sub forma: acc i. Daia tea 


Pip. 
TET 


prea OCE cal | 4zocioszati ab. sita i 
cos RE ae pa ela ie EEE E SR ub. (2) 
x [i 5 A - ku H 
Benzile de energie permisă sînt determinate de relaţia : 
EI ETS 
i m1 295 Rua ch pb rin ksa-shub sl. 


Ha . 
Pentru a „discuta. periodicitatea în poziția benzilor. permise, se consi- 


 deră cazul pică af Ua bS 1,4 >b, 2K Uşi se face -notația : 
gh dgh 
U 

In ml 
{a e pe e A e T 

În această aproximație, ecuaţia (2) capătă forma: 

tastei ABko apodo 55 tnhiqatii btțemizota tb 
cos ka = y——— + cos ka. crnini tsmiz) 


. „d 
P tõi 


În figura 15.9, b este reprezentată funcţia: Loe + cos k,a, consi- 
14 
AT PI P bae $ atis 


| nu ui uditi 


derind’ċä variabilă pe kja. Dni 

Benzile de energie permisă sint indicate pe axa“ ka cu linii mai 
groase, În dreapta fiecărui punct, ka = nm, „există o. bandă - de “energii 
interzise. Din figură se observă,că benzile de, energie interzis igo ingustează 
odată cu creșterea numărului benzii, Se Soe estima uşor lărgimea benzilor 
interzise. Membrul stîng al relaţiei (3) capătă valorile (— 1), cînd cos (kıa—ẹ)= 


= (—1W'cos p, unde tg r= & care este posibil pentru ka = nn şi pentru 
1 3 i 
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Ra = nz + 29. Rezultă că lărgimea benzilor de energie interzisă este egală 
¥ 


cu 2ọ. Pentru valori mari ale lui n, 29 = —. 
nr 
(b) > U, În acest caz, benzile de energie sint determinate din relația : 
3 
—1 < cos, ascos kab — i ‘sin kasi kbs +1. 
2k,k, 


Problema 15.10. Să se arate, plecînd de la ecuația de transport Boltzmann 
şi folosind aproximaţia timpului de relaxare, că conductivitatea electrică o 
a unui semiconductor omogen (considerat gaz Boltzmann de goluri şi elec- 
troni liberi) poate fi scrisă sub forma: 


o = e(n Ha S5 Ptr), 


unde u, şi up sînt mobilitățile care conduc la viteza de drift medie pe unita- 
tea de cîmp electric aplicat. pentru electroni, şi respectiv goluri, fiind date 


de relaţiile : 
wo e Vrp(v 
m-f E) D, 
m <o y m (> 
unde Ta Şi Tp sînt timpii de relaxare pentru AN şi goluri, iar v este 
viteza de drift a purtătorilor. 


Solutie. Ecuația de transponi Boltzmann poate ni scrisă : 


a A ENUE B To E) vid a aat O 
E Ci 


unde f este funcţia de distribuţie, F o forţă care acţionează asupra tuturor 


particulelor'si stemului; A H seste viteza de variație a funcției de dis- 
ctocn Ž 

tribuţie: datorită ` "ciocnirilor particulelor 'cu centrii de împrăştiere: “Opera 

torul V, este dat de: 


sl Er) AR, 
cal i OPe êP y ôP: 

În aproximația timpului de relaxare, termenul datorat ciocnirilor va fì 
aproximat prin : ) 


FEN, 

a a atiii T(V) . 
unde f, este funcţia de distribuție a purtătorilor în sistem la echilibru; iar e 
este timpul de relaxare, în general, dependent de viteza de drith Se consideră 


un semiconductor omogen în care un cîmp uniform Ñ, conduce la apariţia 
unui curent de goluri și electroni. Se va alege Be = RE, În cazul stării sta- 


ionare, 4 = 0, iar sah un etip uniform: 


pp=6, 


ka = nt + 29. Rezultă. că lărgimea benzilor de energie interzisă este egală 
i A : | 
cu 2ọ. Pentru valori mari ale lui n, 2ọ.= a, 
\ ng 
(b) € > U, În acest caz, benzile de energie sînt determinate din relaţia : 


—1l < cos, ka: dscòs Kab — AEI sin Si nis +1. 
ting 


-Problema 15. pi Să se arate, plecind de la ecuaţia de anspor t Boltzmann 


şi folosind aproximația timpului de relaxare), că conductivitatea electrică o 
a unui semiconductor omogen! (considerat gaz Boltzmann de goluri şi elec- 


troni liberi) poate fi scrisă sub forma : 
= a Un i Php) 


unde un Şi up sînt mobilităţile care SE? rue la viteza de drift medie pe unita- 
tea de cîmp electric aplicat. „pentru, id A; iii dai, i, fiind. date 
de relațiile : 5 DOL OSTRIA 


ET) weft j Cu zum şi us ll ez „SUiTp(0) >: ra(0) Xi 
n A 
y m o: DA 
unde Ta Şi Tin sînt; timpii, de. relaxare. pentru, cinici şi zori iar o este 
viteza de drift a “purtătorilor. = ea Ein aură G Maria e 
Soluţie. Ecuația de transport Boltzmann poate - fi serba: 
(£) 03 fa în iasa E ni Sal: af > pla 
d IAS a 

i re D Sla Ealer la at). pas ima 45 oloissa a) 

unde. f este funcţia de distribliţie, F FO S Tork care acțiòhează asupra tuturor 


particulelor si's “stemuluis|! abh) i iscate viteza ide” arati ai funcţiei” de dis- 


„at 
tribuţie: datorită "cidenirilor particulelot 'e “cu centri de împrăştiere :Operă- 
torul Vo este, dat de : Cociu ze ăia 


ă sia În > 
caffe") 
J ÊP y, ôP: S AMRAN 


LRAT ial ii 
În aproximaţia timpului de riga termenul datorat oair va fì 
fâproximat prin „Bă a0ă = 109 
fh Ene 
DA t 


1949 A DI. E mere X „sită n sto) morte tan 4 


unde fo este funcţia de. distribuţie a purtătorilor în sistem. la echilibru; iar. 
este timpul'de relaxare, în general} dependent. de viteza» de: drith, Sè consideră 
un semicondinetet | omogen“ în dara un: wA tat "By conduce la apariţia 
un nul evirent de goluri și electroni, S se Sa al By: = ORRERI | “a RONI stării sta- 


U'A 
L di 


CI? y mall i 


TORNA IC TOR Alo 
ționare, ARA iat pentru un ptr n sii YS AS SiE YASTAN 
TAB ia Tr ace 9,4 TATSU Huda lei i agns e mah e Dus ogari ais 
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r 


În aceste condiţii și ținînd seama că forța ce, acționează : asupra 
golurilor și electronilor eA = ek, rel: UN (1), scrisă pentru goluri, devine : 


A i ' 
| eBa 2 _ ih, (2) 
| mp dv, (0) 
| ni 
i 
A unde s-a ținut seama că: 


Da == Mg. 
Pe pe 


Funcţia de distribuţie a golurilor la echilibru se scrie: 
UTOT jiarah prime STU ci 


mè (v? + vè- v? 
ea xp EEE d), 
(0) ha? 2kaT; 
astfel că: AN 
; mpV 
inst ne (A) fa (3) ah ie marita EAn ie miti lo oiiitslot ab nms batai. (3) 
j Us site COLIN 3 E i GI Bhaiiab. aiva 


Substituind (3). în 2), se CANS AS 


5 iu, i ă 
„al i sale si 


i af | 
f= [= fanii j- = neges je E E a) 
B în 


n| si Sainte ON NITES Le SLL IMER SLETT) Ry RER DR G n ekdi amidon 
l unde,.0 „este. pyaghin dinte na! „axa z. Componența, iai a densității 
de curenț, este, „dată d ; a 


i- 149 Afnitbizo 5 ab exos. Haab i si) n B $ 
TA DEU Fh = cica scz În, pen, RARIS N E ara. solubila (5) 
; BiasiQă SLO Biy id njbito) EA 
Introdyging (4) în (5), rezultă: 


dag 


E ; SURN E S 
rule) fo } )) 40 j m shir 
; Su kohas : se v cos Bin cos 0 Sin d d 40 sk Aaa 
t 5 1E i MIA NaS 
3 E | mode arie TERT E 1E ERE (6) 
Yi P7 N ip! E~r TORS 
E Ì i "| NAD) z À The ditos jes nè dr d0 de 
nI 3 i aN A i o 
Pes 000 m le 
p fn: relația Xey integrala sde la ETE apar două şi! se Akoni 


uşor că fff fo(v)v? cos Osin Odo d0 dp =0, deoarece în: cazul iièchilibrului, 
nu există densitate de curent. Relaţia (6) pa sorie deci : 


Dia ia | 
dr. Jooo Aro’ hlo) ct peE a 
ja Ta a AR 


Energia cinetică medie pr usi. partiale sat 5 SI 
a lea i ` 


p-p iaca nn | mean TR 
i + mis Š kat, 


HT Duiovta pri kt 
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astfel incit (7) se serie: 


e ECONS UNY pe’ (%p) 
Ja a Aa piai SEL Eo 8 
Pa (n) E= m (8) 
unde s-a notat 
Lu’Tp Y 3 
Todea), 


În mod similar, pentru densitatea curentului datorată electronilor se 
serie : 


2 
A Ne Cta) E, 


ma 


(9) 


 vfintna seama de relaţiile de definiţie ale lui up și um şi de (7) şi (8), se poate 
scrie densitatea totală de curent: 


I= Iz, Se In, = (nun + Pup)Eo = oE, 
unde s-a notat o = (nün + Pup). | T 


Problema 15.11. Conductibilitatea unui semiconductor intrinsec la 
T, =273 K este egală cu 0,01 Q~ m. Din măsürători optice se ştie că 
zona de valență se află mai jos decît zona de conducţie cu AV=0,l eV. Să 
se calculeze conductibilitatea semiconductorului la T, = 500 K. 


Soluţie. Conductibilitatea este dată de expresia: 
SI On e(Nua + Ptr)» 


unde n Şi u» (p Şi p) sînt densitatea şi mobilitatea eleptronilor (golurilor). 
Pentru semiconductorul intrinsec, n=p şi 


A A 
i i 


a 1 - p°? dp’ pr să 
mel în Paz ORI 
ex ppt) e 
Eder )) 
Probabilitatea p(€): ca golurile să ocupe stările cu energia € este egală 


cu probabilitatea ca electronii să nu ocupe aceste “stări, adică : 


TOES ea(0); 


unde 


Deci, 


uy fiind nivelul Fermi. 
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Aó 


Dacă ot > 1 şi up 4 kgT, care sînt adevărate în cazul considerat, 
kaT 


B 
expresiile pentru n și p conduc la : 


p°? 
Aó + — We 
- "2 exp | — aih dp' 
Frege + Psp ET 
a 
1 lua 
re ză g “i, 
P= PD exp eT eP 
Din condiția ca n =p rezultă că: 
x AG m 3/4 
== + kT- In| - 
ur 2 + kg (2) 


Atunci, n= AT" exp |- sa) unde A este o constantă ce nu de- 
i 


pinde de temperatură. Rezultă că: și dependenţa de temperatură a conducti- 
bilităţii va fi de acelaşi tip, adică: 


3/2 e 
o = co T? exp = Zen şi o(T:) (2) ex | oz = 6,5. 
2kgT o(T;) SRR 2kg Tila 


Problema 15.12. În cazul germaniului, nu se obţine efectul Hall. Să se 
calculeze ce parte din curentul electric al probei este transportat de electroni, 
dacă mobilitatea electronilor în Ge este Un = 0,35 m?V -1s-1, iar cea a golurilor 
Up =0,14 m2V-is-. i 


Soluţie. Se alege axa Oy paralelă cu intensitatea curentului şi inducția 
cimpului magnetic A paralelă cu axa Oz. Faptul că, în cazul germaniului, 
nu apare efectul Hall înseamnă că de-a lungul axei Oz curentul este nul. 
Se consideră cîmpul electric paralel cu axa Oy. Vitezele electronilor şi golurilor 
de-a lungul axei Oy sînt date de expresiile : 


Va = —pa E ŞI Vp =upE. 


Cîmpul magnetic de inducţie B aplicat acţionează de-a lungul axei Oz, 
cu forțe avînd modulele : g 
Fa = —enB şi F, = vB. 

Datorită acestor forțe apar vitezele transversale corespunzătoare, Va = 


=— Hrb B =W BE și vp=—u2 BE şi se induce un curent electric paralel 

cu axa Oz și egal cu I = epvp — ehv = eBE(pu2 — nu2). Din consideraţia 

ca I =0, rezultă că; S 

k Pua = npg, 

Curentul total, paralel cu axa Oy, este egal cu 1 = e(up'P + ga'n)E, iar 

partea datorată electronilor va fi: 
Hnn 1 2 


EER eÁ z—, 


fe HoP F Han da 7 
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Problema 15.13. O probă semiconductoare 
de tip p este tăiată ca în figura „15.13. Eå 
se află într-un cîmp magnetic, E, iar purtă- 
torii liberi sînt supuşi unui cimp electric £ = 
= lË, + Eu. 

a) Să se arate că conductivitatea probei 
descrește cu creşterea cimpului magnetic, că 


eB 
dacă oTi < 1| oo |], iar dacă drumul liber 
Mp 
mijlociu | 'este independent de viteză, atunci 


2pa RINE ts 
o(Bi)= 0| 1 — EDERA f |: aade So este conductivi itatea în aT 
mp kT 8 
cîmpului magnetic și A este drumul liber. hioc Sè pieibüne că masa 
efectivă este izotropică, astfel încât, suprateţele., de energie constanta în 
spațiul impulsurilor sînt sferice. 
b) Să se arate că între pa A, N B apare o tensiune, care corespunde 


$ 2 
unui cimp Atil mpila PrE = 5 SE Ji By “dacă al. 
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Fig. 15.13 
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A Sotitie. a) Purtătorul de sarcină pozitivă (golul) este supus forței Lorentz : 
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i dv, și EI Aa d. aT ts g IOIgD gai ti 
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dt ; W 


Ate PH apode a Sea. | (4) 
mp 


și 
2 Oe E z 
S E E CE (5) 
dt? ms 


Soluţiile ecuaţiilor (4) şi (5) sînt: 


E, 
v(t) = A cos ot + B sin ot + (6) 
omg 
şi 
=. (7) 


vy() = C cos ot + D sin wt — = 
oomp 

Introducînd soluțiile (6) și (7) în (2) şi (3), se obține un sistem de ecuații 

care este satisfăcut pentru orice t, dacă C = B şi D = —A. Ținînd seama 

că la t = 0: va = Ver ŞI Vy. = Voy, (6) şi (7) se scriu : 


eE eE E eE; 
Da = | Dos ——— | cos ooti (voy F- == | sin ot + ——; (8) 
Omp omMp Mp 
eE eE A eE. 
Vy =| Voy JF Z COS ot — | Voz — = Sin Got. — Si . (9) 
OomMp Oolhp omp 


Componentele: vitezei pot fi mediate pe distribuția exponențială a timpu- 
lui liber mediu, obținîndu-se valorile mediate în timp : 


| Vz, y(t) exp E A di 
T 
| (oz Set 5 


| so|- A d! 
ô [5 


Deci, mediind în timp vz şi Vy date de (8) şi (9), se obţine: 


2 
(pe H i 05 Es) : (10) 
m (Lt oz 1+ st 


e OTa l T 
<v -ea —7 E): 11 
vt m 1 Fota + IF og? v (11) 


Expresiile (10) și (11) se simplifică în cazul cînd se consideră ota] 
(condiția de cîmp mic). Avînd în vedere că medierea unei mărimi a după 
viteze se scrie ; 

va 
(ay = < (9) 


Ko?» 
şi mediind în acest fel (10) și (11) rezultă: 


CU = r [ (ep )Es— cd (73 Ert oo TAE] (2) 
? à 


şi 


€ m 
(vu = — Il) EI— wo (72 Ea]. (13) 
mp 
Observaţie. Medierea pe viteze este valabilă în probleme ce implică sisteme maxwelliene. 


Componentele densității de curent se pot scrie : 


Je = pets) 2 (Crp) Es — obl yE + el E (14) 
? 
şi 
poe” 7 25E 15 
Ju = poe (bu) = a [Ktp )Es— oo L73? A ( ) 
Pp 


unde pe este concentrația de purtători la echilibru. Ìn figura 15.13, se vede 
că există curgere a curentului doar în direcția v. Dacă în (15) se consideră 
Jy =0, se obţine: 


2 
Ey = Ez C13? > 


(7) 
expresie care substituită în (14) conduce la: 
3 ir 2 N2 
e (Ea a|: 003 (Se a al] Bn (16) 
Pp 


2 
e? (7 rs E A i A 
unde a RAN este conductivitatea în cazul cîmpului magnetic nul. În 


m 

relația (16), se vede că la creşterea lui œ (proporțional cu B»), conductivi- 
tatea descrește. Acest efect este numit magqnetorezisten{ă. Interpretarea fizică 
este următoarea : forța Lorentz care acționează asupra purtătorilor îi devi- 
ază pe aceştia în jos, producînd acumularea acestora în partea inferioară 
pînă cînd cîmpul atinge o astfel de valoare încît el opreşte curgerea golurilor 
în jos (J, =0). În această stare staţionară, cei mai mulți purtători trec fără 
a fi deviaţi. Dacă viteza este mai mare sau mai mică decît cea medie, pur- 
tătorul va fi deviat în jos sau în sus, ceea ce conduce la scăderea conducti- 
bilităţii. Dacă drumul liber mijlociu este independent de viteză, se poate 
scrie : 


deci : 
A (Used (17) 


<T>) FED 


unde : 


CU a e (18) 
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Utilizind relaţia (17), expresia lui (Ba) se 
scrie : 


QU KUD 1 
(Ba |i- n (2 dai = fi- 
ile a E] 7 


EB N = 
me WATE 
b) În expresia (16), termenul care reprezintă 
magnetorezistența este mic în comparație cu 
termenul de cîmp zero, încît în prima aproxi- 
mație se poate scrie: Fig. 15.14 
piahi a (19) 
Go Poli 


e 
Substituind (19) în relația ce dă E, și ţinînd seama de relația up iat <Tp>se 


p 
obține : 
Ey = RJ;Bo, 
unde 
E K 
TC RE 


se. numeşte coeficient Hall. 
c) Dacă drumul liber mijlociu este independent de viteză, ținînd seama 
de (17) se poate scrie: 
Crap > (00) Ss amp a S 


(ap Co 5, Goia 18. 


Problema 15.14. Să se determine frecvenţa şi intensitatea relativă pentru 
rezonanţele ciclotronice care apar la siliciu de tip n, în următoarele cazuri : 
a) cîmp magnetic static în lungul direcției (100); b) cîmp static în lungul 
direcţiei (110) şi c) în lungul direcţiei (111). 

Solutie. Suprafețele de energie constantă în cazul siliciului de tip n sînt 
formate din şase elipsoizi de revoluție ale căror axe sînt în lungul direcțiilor (100) 
ale cristalului (figura 15.14). Ecuația elipsoidului centrat pe punctul (0, 0, kz), 
a cărui energie constantă este (k), se scrie: 


Sa Bua Ch =i], 1 
Elk) — e= MEET + FT a) 


unde d, este energia corespunzătoare marginii benzii de conducţie, mt este 
masa efectivă longitudinală. Tensorul inversului masei efective este : 


(3) ES ca 
m) i hè? Ok oh; 
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iar în cazul particular al acestui elipsoid se scrie: 


Sag 


m; 


Observaţie. Pentru purtătorii asociați cu acest elipsoid, conductibilitatea este anizotropă, 
dar datorită dispunerii simetrice a celor șase elipsoizi în spațiul impulsurilor, conductivitatea 
electrică a cristalului întreg, obținută prin sumarea pe toţi elipsoizii, este simetrică. - 


Se va studia cazul rezonanţei ciclotronice asociate elipsoidului descris. 
de (1). Cîmpul magnetic staționar B, care se aplică semiconductorului, face i 
unghiul 0 cu axa k,. Un cîmp electric de radiofrecvenţă (slab) este norma? 
la B, şi se va alege orientat după axa k4. Deci componentele celor două cimpuri 
sînt : B; = B, cos 0, By = B, sin 0, B, =0și E, = F, exp liot], Ey = E-=0- 
Ecuația de mișcare pentru un electron se scrie : 


-] 2 T DE Aaa 
— 9 9 Fa ge 
m4 dz J 
loa 1 
Zoa o o= ooa e eA 2) 
ma mi dy 
1 
(9) 0 — F, db 
i3 Me |. a edza 
unde F este forța Lorentz, F = —e(E + ö x B.), de componente: 
Fa =— e| Et**— (BV, cos 0— BV, sin 0)]; 
F= ev;B cos 0 şi F,= ev;B, sin 6. 
Înlocuind aceste expresii în (2), se obțin ecuațiile : 
d E, 
Cle TE M ERON œ:(0z sin 0 — vy cos); 
dt m; 
dv 
EE = 07 cos; 
dv : 
ZET: = —oy, sin 0, (3) 


unde s-a notat: 


ERP. e 
os şi os 
t me 
Se aleg soluţii de forma: 


- 


T= To cxplict], Y= y, exp [iot], z= 2 exp [iot] 
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și după substituirea în ecuaţiile (3), se obțin amplitudinile : 
eEo 1 


dp ==» 


m; w? — o} cos? 0 — oww; sin? 0 


eE, io, cos 0 3 (4) 
UP => ETICE $ 
mi olo” — o? cos? 9 — ww; sin? 0) 


eE, ic sin 9 


Zo z 3 
m? olw? — o? cos? 0 — o; w; sin? 0) 


Din relațiile (4) se observă că amplitudinile devin foarte mari cînd se atinge 
frecvenţa de rezonanţă : 


o = (of cos? 0 + oror sin? 0)v2. (5) 


a) Dacă B, este orientat după o direcţie (100) (de exemplu, în lungul 
axei k), conform ecuaţiei (5) se obţine : 


0 = 0 = O; 


pentru doi elipsoizi. Pentru ceilalți patru elipsoizi se obține i 


O= O =N O1 Ope 


Rezonanta obținută; la cea de-a doua frecvență este de două ori ma 


intensă decît cealaltă, din cauza dublării numărului de electroni ce parti- 
cipă la ea. i 


b) Pentru doi elipsoizi, © = 90°, deci O1=VJ oo, iar pentru ceilalți 
patru, 0 = 45° (sau 135), deci: 


Vo? T OOt 
7 CV RUE Se 
2 


2 


c) În cazul orientării lui B, după direcția (117), sin:0—— „ rezultă : 


2_| 
Vao 200 
OAN zu LA 


VI. FIZICA SUBATOMICĂ 


16. FIZICA NUCLEULUI 


Breviar 


Fizica nucleară este ştiinţa despre constituția, proprietăţile și transfor- 
mările nucleului atomic. 

Nucleele atomice se impart în nuclee stabile şi nestabile, cele stabile 
rămînînd neschimbate oricît în timp, iar cele nestabile suferind transformări 
spontane. Caracteristicile esenţiale ale unui nucleu atomic stabil sînt : numărul 
de masă A, numărul atomic Z, masa M, energia de legătură Aug, raza R, 
spinul Î,_ momentul magnetic p, momentul electric cvadrupolar Q, spinul 
izotopic T, paritatea funcţiei de undă P. Un nucleu radioactiv (instabil) se 
caracterizează în plus prin: tipul transformării radioactive (dezintegrarea œ 
sau f, fisiunea spontană etc.), timpul de înjumătățire Tija, energia particu- 
lelor emise etc. ; 

Caracteristicile unui nucleu sînt, în general, diferite pentru anumite 
stări (fundamentale sau excitate). 

Numărul de masă A determină cantitatea de nucleoni (protoni plus neu- 
troni) din nucleu. În reacțiile nucleare (în afara celor în care se formează 
antiparticule), este respectată legea conservării numărului de nucleoni. 
Numărul atomic Z este determinat de numărul de protoni din nucleu şi coincide 
cu numărul de ordine al elementului în tabloul periodic al elementelor. 
Sarcina electrică se conservă în toate tipurile de interacţiune considerate în 
fizica nucleară (tare, electromagnetică și slabă). Masa nucleară este dată de 
expresia : 

M(A, Z)= Ma(4, Z) — [Zme — Wues(Z)l; (1) 


unde M, este masa atomică sau izotopică, exprimată — în general — în unități 
atomice de masă (u), m, este masa unui electron şi Wue,(Z) este energia de 
legătură totală a electronilor tortegiului atomic. În modelul Thomas-Fermi, 


Wuo(Z)= 15,73 Zr eV. (2) 


Se cunosc peste 1 000 nuclizi. Izotopii sînt nucleele cu acelaşi Z, dar cu 
numere de masă, A, diferite. Izolonii sînt nucleele cu acelaşi număr de neutroni, 
N = A — Z, A şi Z putind fi diferiţi. Izobarii sînt nucleele cu acelaşi număr 
de masă A, Izodiaferii sînt nucleele care au acelaşi exces de neutroni, 
A — 2Z = N — Z, Izomerii sînt nucleele cu aceleaşi valori ale lui Z şi A, 
pen timpi de înjumătățire diferiți, Nucleele-oglindă au A, = As Zi = Na 
ȘI DE, PE 

Nucleul care conține A nucleoni și Z protoni se notează prin (4, Z); 
masa sa prin M(A, Z), iar masa atomului prin MlA, Z). Reprezentind 
pe A—Z funcţie de Z pentru toate nucleele atomice, se obţine A—Z ~Z, în 
cazul nucleelor ușoare, iar pentru nucleele grele, A — 2Z ~ KA'B, 


622 


| 
| 
| 
f 


e. 


| 
| 


Cele patru metode esenţiale care au condus la o mare parte din cunoştin- 
țele actuale asupra structurii nucleelor sînt : spectrografia de masă, spectro- 
scopia de „înaltă frecvență“, studiul reacțiilor nucleare comportind particule 
grele şi tranzițiile radioactive. 

Reprezentarea despre forma unui nucleu se obține din considerarea mo- 
mentului cvadrupolar electric. Distribuţia de sarcină și de masă în interiorul 
unui nucleu se obține din experiențe de studiere a electronilor rapizi pe nuclee. 
Astfel, se constată că: în afară de elementele ușoare, densitatea de sarcină 
este constantă în interiorul fiecărui nucleu şi nu variază de la un element la 
altul ; grosimea suprafeţei nucleare (unde densitatea de sarcină variază de 
la 90% la 10% din valoarea centrală) este de ordinul a 2:10-% m; nu există 
o depresiune de sarcină în centrul nucleelor; raza unui nucleu este: 


š 1/5 j i 
noS d) rata = (1,20 Æ 0,01): 10-58 A1? [m]; (3) 


există o distribuție unghiulară a sarcinii. ; 
Energia de legătură a unui nucleu este energia necesară pentru a o furniza 

acestuia, ca el să se descompună în constituenții săi. Energia de legătură; a 

nucleului, relativă la toţi nucleonii componenți, se exprimă prin: . 


Adreg = [Zm + (A — Z)m — M(A, Z), (4a) 


unde m, este masa protonului și m, — masa neutronului. Pentru comoditate 
în calcule, se utilizează formula : 


ACieg = IZMaGH) + (A — Z)ma — Ma(A, Ze, (4b) 


deoarece în tabele sînt date de obicei masele atomilor neutri. Energia de le- 
gătură specifică a unui nucleon în nucleu se exprimă prin : 


elo, 
A 


J 
Stabilitatea unui nucleu este determinată de faptul că masa excede saw 
nu compunerea maselor diferitelor particule în care el se poate dezintegra. 
Inegalitatea 


(5) 


M(Z A) > M(Z — 2, A 4) + Mne (6) 
corespunde instabilității a gi : : 
M(Z, A) > MZA ANED ZA — AY), (7 


7 1 x 
unde Z! x z2 Și A! a, corespunde fisiunii spontane ; 


ad 


î My > zf My-ı (8) 
corespunde emisiei p_, nucleul cel mai greu prezentind o instabilitate f - 
îMy >z-My (9) 


corespunde capturii unui electron atomic şi nuclidul cel mai greu este instabil 
în raport cu procesul de captură electronică ; 


4My > z-i Mynyr H 2me (10) 
corespunde cazului cînd'emisia B, devine posibilă din punct de vedere ener- 
getic și emisia pozitronilor rivalizează cu captura electronică, 
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Energia de separație reprezintă energia necesară pentru a smulge un nucleon 
dintr-un anumit nucleu. De exemplu, energia de extragere a neutronului, 
pentru nucleul (A, Z), este: 


e, = [m + M(A — 1, 2) — M(A, Z) = Adiel A, Z)— Aĉe (A — 1, 2), 
iar energia de extragere a protonului în nucleu este : 
cep= [m + M(A— 1, Z—1)— M(A, Z= Abu (4, Z)— 
INAN A Si) (12) 


Dacă se efectuează procesul invers, de „legare“ a nucleului (A — 1, Z) 
cu neutronul, se formează nucleul (A, Z) şi se eliberează o energie egală cu 
energia de extragere a neutronului e, din nucleul (A, Z), aceasta purtînd nu- 
mele de energie de alipire (sau de aderare) la nucleul (4 — 1, Z). 

Prin moment dipolar magnetic nuclear se înţelege componenta maximă 
a momentului magnetic dipolar după inducția B, notată prin u şi se exprimă 
prin : 

u = Igruy, (13) 


unde raportul giromagnetic al nucleului g depinde ca mărime şi semn de 
structura nucleului, 


ca (14) 
ZN 2mp 


este magnelonul nuclear şi T este spinul nucleului. 


Momentul electric cvadrupolar se manifestă cînd repartiția protonilor 
în nucleu nu are o simetrie sferică. Se arată că: 


eQ = fp(32 —r?) d0, (15) 


unde p este densitatea de sarcină. , l 

Întrebările referitoare la structura şi proprietăţile nucleului atomic 
(tipurile de nuclee, tipul de radioactivitate, T,/,, forma spectrului, raza R, 
momentul cvadrupolar Q, 'partitatea P etc.) nu găsesc răspuns într-o teorie 
unitară şi nu pot fi explicate decît cu ajutorul diferitelor modele ale nucleului 
atomic (modelul în picătură al nucleului, modelul gazului Fermi nuclear, 
modelul păturilor nucleare, modelul generalizat de nucleu etc.). Modelul în 
picătură conduce la formula semiempirică a lui Weizsäcker pentru energia 
de legătură și masa nucleului : 


ga 
z? 2 
AGueg = 4A — BA — Ya UZ Hasi (16) 
şi 
; 2 
M(A, Z)= Zm; + (4A—2m, — aA + BAR + rar as 
a 
($ a z) : 
+% i 7 — dar, (17) 
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unde a =15,7b MeV, 6 =17,8 MeV; y=0,71 MeV; t=04,8 MeV, 
I| = 34 MeV, (= +]8| pentru nucleele par-pare; 5=0 pentru A impar 
şi ð = —|8| pentru nucleele impar-impare). i ; i 

Principalele proprietăți ale forfelor nucleare (adică, ale forțelor dintre 
perechi de nucleoni) sînt : se manifestă la distanțe mici ; au o mare intensitate , 
sînt aproximativ independente de sarcină ; depind — într-o oarecare măsură — 
de spin și se saturează. A x ; 

ir dezintegrarea radioactivă simplă, legea de variație a numărului de 
nuclee radioactive în timp este : 


unde à este probabilitatea dezintegrării radioactive în unitatea de timp. Legă- 
trva dirtre constanta de dezintegrare A și timpul de înjumătățire T2 este: 


100 În 2. (19) 


În cazul dezintegrărilor radioactive, A este constantă şi MN, = N, (ecuația 
seculară). 

Explicarea reacţiilor nucleare se bazează pe legile de conservare ale sarcinii 
electrice, numărului de nucleoni (a sarcinii barionice), energiei şi impulsului, 
momentului cinetic, parităţii şi spinulul izotopic. 

Prin fisiune se înţelege reacția de despicare a nucleului atomic (în general, 
greu) în două părți de mărimi aproximativ egale, numite fragmentele fisiunii. 
Nucleele grele fisionează atit în urma unei excitări prealabile (fisiunea pro- 
vocală), cît şi fără o excitare prealabilă, adică de la sine (fisiunea spontană). 
Sinteza nucleelor ușoare (reacţiile de fisiune) constituie, de asemenea, un 
mod de eliberare a energiei nucleare. 


PROBLEME 


Problema 16.1. Pentru a explica cantitatea mare de energie radiată de 
către Soare, Weiszăcker şi Bethe au imaginat următorul ciclu 
de reacţii, în care carbonul intervine în calitate de catalizator: 

SC HIH EN + y; BN BCA pty: SCHH HNE N HH >B0-Hy; 
30 > SN + Bt y: IN 1H > 4C +4He. a) Să se arate că ciclul lui 
Bethe se reduce la fusiunea a 4 protoni într-o particulă a. b) Să se exprime 
energia eliberată în acest mod de către 1 kg de hidrogen. c) Să se interpreteze 
în aceeași manieră ciclul »Proton-proton“: 1H +1:H —-7H-+B*+v; 
iH +1H —3He + y; aHe + He — 4He + 1H +1H. d) Emitanţa energe- 
tică a Soarelui fiind 6-107” Wm-2, să se calculeze, pe baza ciclului lui Bethe, 
cantitatea totală de hidrogen consumată. Raza Soarelui este: R = 7:109 m. 


Solufie. a) Adunind membru cu membru, ciclul lui Bethe se reduce la 
reacţia fictivă: 41H > sHe + 2B* -+ 26 MeV (bilanţul maselor). Detectul de 
masă este egal cu 4:1,00759 — 4,00275 = 0,02761 u. Acest ciclu conduce la 
formarea 4He cu reconstituirea 1. Într-adevăr, rezultă : *C(p, N(8+, 
v CCP, )N(p, vY OBH, v N(p, ac. 

De = 1,8+10* kWh pentru 1 kg de hidrogen. 

c) Ciclul „proton-proton“ se reduce la; IH + iHe — iHe + B+ (avînd 
loc la T = 107 K), 


d) Am = ghs x 5,5101 kgss7t, 
c 


40 — Culegere de probleme de fizică — cd, 138 625 


Problema 16.2. Se dau masele 
atomice M(4He) =4,0026031 u, MIEL) = 
= 6,0160038 u şi M(2U) = 235,1175 u. 
a) Să se exprime energiile de legătură 
în MeV /nucleon, explicîndu-se de ce 
se utilizează particula œ în cazul expe- 
vienţelor de difuzie Rutherford. b) Să 
se compare, în calitate de proiectile, 
particula « și deuteronul [MCH) = 
= 2,0151022 u]. c) Să se calculeze ener- 
giile de separație ale neutronilor cei 


DESRENA cO 90 D GO O20 %0 mai slab legaţi în 4He, $Li și 8U, 

Fig. 16.2 ştiind că se cunosc masele atomice : 

MGÈHe) = 3,0160297 u; M($Li) = 

= 6,0160039 u şi MXU) = 234,1141 u. d) Ce se poate spune de ȘLi, ştiind 

că M(SLi) = 5,00293 u ? e) Plecind de la graficul (e, A) din figura 16.2, 

să se determine energia eliberată de un atom de 25U în cursul procesului de 

fisiune SU + în > HBa + KT + llon. f) Într-o sferă de rază 1 m, înnegrită 

în exterior, explodează 10 kg %U. Să se calculeze temperatura atinsă de 
suprafața sferei, presupunind că energia se disipă într-o secundă. 


Solutie. a) Pentru energia de legătură a nucleului, relativă la toţi nucleonii 
componenți, se utilizează expresia : AC [ZM GH) + (A—Z)ma Mai A, Z)le* 
şi pentru energia de legătură specitică a nucleonului în nucleu se utilizează 


relaţia : € -2 - Se consideră: Mp, 3 1,00867. u = 939,55.: MeV şi 
Ma:(@H) = 1,0078252 u = 938,77 MeV. Efectuîndu-se calculele, rezultă : 
eHe) = 28,29 MeV; e(%2U) = 7,59 MeV/nucleon; e($Li) =5,33 MeV] 
nucleon ; e(?8U) = 7,59 MeV/nucleon. Se observă că particula a este puternic 
legată şi se comportă ca un proiectil indisociabil în experienţa Rutherford. 

b) MCH) = (2,0151022 + 1-107) u. Rezultă: CH) = 1,11 MeV /nu- 
cleon. Dacă este utilizat. deuteronul ca proiectil, la energie joasă, acesta ìn 
apropiere de nucleul-țintă lasă mai ușor neutronul pe care îl conține să 
pătrundă în nucleu şi protonul este expulzat prin repulsia electrosta- 
tică (fenomenul de ruptură în zbor sau de „stripping“). În cazul în care 2H se 
utilizează ca ţintă, acesta permite să se studieze interacţiunile asupra neutro- 
nilor aproape liberi (experienţele de structură nucleonică fixă ale lui 
Hofstadter). 

c) Energia de separație es este energia care trebuie furnizată pentru a 
smulge un nucleon dintr-un anumit nucleu. Pentru orice nucleu se distinge 
energia de separație pentru un neutron, es, şi pentru un proton, Ssp: Energia 
de separație (extragere) a neutronului, pentru nucleul (A, Z), se defineşte 
prin; €an = [Mm + M(A:— 1, 2)— M(A, Ze. Astfel : es (He) = [ma t 
+ MCHe)— MCHe)]e? =(1,0086852 + 3,0160297 —4,0026031)931 =~ 20,57 MeV; 
Caa(3Li) = 5,3 MeV; ds (RU) = 5,4 MeV. 

9) s Li) = mpi MGHe) = MGLi)]e? = (1,007276 + 4,0026031 — 

— 5,00293)931 = 6,47 MeV., 
Deci, $Li apare ca fiind foarte instabil în raport cu procesul fli = iHe + AH 
(timpul mediu de viaţă fiind 10” s). 


626 


e) Figura 16.2 permite să sa doducă masele atomice. Bilanţul reactiei 
de fisiune duce la defectul de masi; AM = MONU) - màn) — MBa) 
— MR d — 11 mün) = 295,12 -+ 1,009 198,05 85,04 — 11+ 1,009 = 
== 0,14 u a 130 MeV pe atom, 


Ñ) Pe baza procesului do fisiune descris la e), explozia a 10 kg 24U elibe- 


J 
Name m(eV) [= 


V i 
teazăà energia G = LO 7 a 50n J. 
Zz energia ó MORU) 
Dk ez 
S mm ARR? dnm; 0 = LS A = 0,0: 102 Wm™K=, 
80. 30? 
AT ASI 
, pai ERE VARUL, a 1,6010 K. 
S o A'm: 0,6 


Problema 16.3. Se cero să se calculeze: a) volumele ocupate de nucleele 
de IH, RAI şi BU; d) densitatea do muterie nucleară pentru cele trei nuclee ; 
c) densitatea de materie corespunzătoare, dacă se admite noţiunea de „rază 

SNN i 149% 15 
clasică” a electronului, m = ——-— = 2,8:10- m; d) energia care trebuie 

ATey mce? 
comunicată {He pentru a-l aduce în contact cu un nucleu de #B, 


Soluţie. a) Considerind modelul care admite densitate constantă, volumul 
nuclear este: V -2 nR -l TR A -4 m(1,2+ 10-15)%Am2; N -2 = 
= 1,38-10* nucleoni m~, Această valoare corespunde numai pentru nucleele 
foarte uşoare. Rezultă: VGH) = 1,81:10-% m; V(83Al) = 4,887.10% m; 
VCRU) = 4,2510 m. 

b) Considerînd că masa nucleonică M = 1,67:10-% kg, rezultă: 
D = N-M = 1,38- 10%*.1,67-107% = 2,3-107 kg m~’. 


2 
c) Volumul clasic al electronului este: V, = 4r = = 9* 1044 m? și D, = 


Mi 


== 10:5 kg mas. 
e x z x E sr. z 7 g 
d) Energia comunicată {He pentru a-l aduce în contact cu UB este dată 


op 
de înălțimea barierei de potenţial “ coulombian : 1__,_3,32se 1 


4mso Rit Ra 7 4reo 
3,32. l 


Cta dai tii E Ik - 10—as H i A 
RAGH) F ARGB) AAT I Ta AN 

Problema 16.4. Nucleul de !$B suferă două tipuri de transmutații sub 
acțiunea bombardării cu particulele œ emise de plutoniu: reacția 32B -+ 
+ $He > MC 4-3H, care este în competiţie cu reacția 18B + $He— IN 
+ n, aceasta fiind urmată de dezintegrarea radioactivă ÎN ic + 
+ 6% v. Transformarea borului în carbon-l3 trebuie să elibereze 
aceeași energie (energie cinetică -+ energie de „masă') în cele două moduri. 
Dinamica reacțiilor. poate fi rezumată astfel: 19B -+ {He -H 2a =50+ 
+iH ++ reour: 2B + iHe sir, Ca sa BA -+ òn ae B* a p max le Én -+ Vreoule 
a) Să se arate că dacă se cunosc energiile d (Cpmax = Cpt cy): este posibil 


AȘ. 
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să se calculeze masa neutronului fără a interveni masa exactă a vreunu 
nucleu, în afară de cea a protonului. b) Irène Curie și Frederic Joliot- 
Curie au analizat la fel reacţiile : ZAIL + a şi Mg + «œ. Să se indice ecuaţiile 
de transmutaţie obișnuite. c) Rezultatele experimentale sînt grupate în 


următorul tablou. 


8 8 ; ð 

| [Mev] | (MeV) de Chas [Mev] 
Bo 2,05: 0,23 3,3 0,59 i 15 
Al 7,56 ke | 5250 0,33 3,0 
Mg 4,82 0,21 1,0 0,48 1,5 


Să se deducă masa neutronului. 


Soluţie. a) Considerînd cele două ecuaţii de sinteză, 19B + 4He +H2s = 
ERC PIH P op F Creon și Bret, = 80 Hand BHE Comat 
+ n + recu Şi scăzînd membru cu membru, rezultă : Mm, = mp — Mg, + 
A+ Vp + recul — Ön TTY recul Ter óg max (1). Ă 

b) În cazul reacției 27A1-+- a, rezultă : 2A1 + 4He— Si + 1H şi AI -+ 
+ îHe > XVP + în, aceasta din urmă fiind urmată de dezintegrarea ft a 
radiofosforului, 382P — Si + Bt +v. 

În cazul reacției 4Mg + «, rezultă: 24Mg + 3He — BAI + 1H şi %Mg -+ 
-+-4He > 2Si + în, aceasta din urmă fiind urmată de dezintegrarea f* a 
radiosiliciului, Si — ZAI + B+ +v. ; 

. c) Utilizînd datele din tablou şi relația (1), rezultă: m, =.1,0098 u în 
cazul B, m, = 1,0092 u în cazul Al şi mp = 1,0089 u în cazul Mg. Ultimele 
două rezultate sînt mai puțin precise, datorită impreciziei experimentale 

asupra energiei neutronilor obținuți din bombardamentul Al și datorită impre- 
; ciziei experimentale asupra energiei protonilor obținuți din Mg. În momentul 
| actual, se admite că: m, = 1,008276 u şi m, = 1,00867 u. 

Problema 16.5. Într-o experiență de difuzie, un fascicul de protoni, de 
energie d, = 1 MeV, loveşte normal o foaie de aur, de grosime g = 10 mm 
(p = 19 320 kg-m-3). a) Care este probabilitatea ca un anumit proton să fie 
difuzat la unghiul 0, = 138 în interiorul unghiului solid AQ, = 10-2 stera- 
dianí ? b) Se măsoară numărul de particule difuzate între 30° şi 90” și respectiv, 
între 90” şi 150°. Care este raportul acestor două numere ? c) Plecîndu-se de la 
expresia generală a lui Rutherford, să se determine secţiunea eficace de retro- 
difuzie în sistemul laboratorului (0 > 90°). d) Să se determine raportul dintre 
cea mai mică distanţă de apropiere a protonilor şi raza unui proton, precum 
şi cea mai mică distanță de apropiere a deuteronilor de aceeaşi energie. 


Solujie, a) În formula Rutherford, I(0) = are) 1 
2Mv° 


, ținta compor- 


sins? 
tă X =N, N. g=5,9:10% atomi pe m-f, N, fiind numărul lui Avogadro, 
N — numărul de atomi pe unitatea de volum şi g — grosimea foiţei. În cazul 
difuziei simple coulombiene, raportul probabilității elementare de deviere AP 
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p N-gZiztei 
la unghiul solid elementar AQ este Aa m și o 


64 m2eâm?vi sints 


referindu-se la particula incidentă cu sarcina Ze = e (în cazul protonului). 
Pentru proton, 0 = 138, AQ = 10 steradiani și rezultă: 


AP =6:10-*. 
r/2 
f dP 
b) R = — =14. 


ZZren 
mvo? 4T 
d) În cazul ciocnirii frontale, distanța minimă de apropiere este: 
222 | 
Rota = AZ € 2 2,28107 m, 
A4zsomv? 


2 
c) Secţiunea eficace de retrodifuzie este : ora -( ) =10718 m?. 


Kmin.proton 2 Rminzdeuteron: 


Problema 16.6. Se consideră difuzia unei particule incidente de masă m, 
pe o țintă de masă m,. a) Să se stabilească relația dintre unghiul 0 de difuzie 
în sistemul laboratorului şi unghiul ®© corespunzător în sistemul centrului 
de masă. b) Să se calculeze raportul secţiunilor eficace diferenţiale de difuzie 
în cele două sisteme. c) Să se studieze cazul particular m, = ma = m. d) Să se 
arate că în cazul difuziei coulombiene, cînd parametrul de ciocnire este egal 


A che Ă i E Tk MEA T 
cu jumătate din lungimea caracteristică. „diametrul de ciocnire“, © Ea 


Soluţie. a) În sistemul laboratorului se scriu următoarele relații de con- 
servare (figura 16.6, a): 


mv; cos 6 + Mav, COS e = MV, (la) 
mv; sin 6 + mv, sin e =0 (1b) 
şi 
mb? F mv? = m, u? (e) 
Din relaţiile (1) rezultă : 
G 2 
V3 2 ARA cos Go) (2) 
mi + Ma 
Raportul relațiilor (1a) şi (1b) este: 
ip 2 oala T e UE (3) 
MaVa SIN 9 
Ținîndu-se seama de (2), (3) devine: 
ctg 0 = — ct ete Miz E 
Ma Sin” e 
sau 
1 
ctg = pt m = ctg 29 (4) 


ma sin” q 
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Fig. 16.6 
IMaVa 


m, + Ma 
Dacă mărimile indicate se raportează la centrul de masă, atunci, înainte de 
ciocnire, Die = Dı — Do ŞI Vee = Vo, iar după ciocnire, Ujo Şi Vzc În sistemul 
centrului de masă (figura 16.6, b), ecuaţiile (1) devin: Mabie cos © + 
+ aie cos W =0 a’ a); M,d sin 0 + Mavs sin Y =0 (1b) şi miie + 
F Mab, = MW + M (1 c). Din (l'a) şi (1b) rezultă: tg0 =— tg, H 
şi V+O=r. Relaţia GU c), combinată CU. Mag = Mase ŞI IMabie = Maze 
conduce la : Vie = Vie ŞI Voce = ae: 

Dar (figura 16.6, c), Vos =Vo, deci Ve= V Şi triunghiul OAB este isoscel. 


Viteza centrului de masă în sistemul laboratorului (L) va îi: Vvo = 


Deci 4 — o =, adică, y =2g. Xian Ba Ia pe 9 4 în (4), se obţine: 


ctg 0 = ra iâete3t ctg yV (5). Deoarece Vy+-O =z, rezultă: ctg 0 = — i 
ma sin V „sin 0 


+ctg © (6). 
b) Raportul intensităților de difuzie este: K Biz 3 490) _ sin0.dO _ 
I, dQ(0) sin dð 


-— 


-rL (7). Diterenţiind pe (6), se obţine: — dð ¿m „—00:cos0 
sin ð sin? 0 ma sin: o 
a = (8). Din (7) şi (8) rezultă :R = 40 Sein 0 pete 
sin” 0 dð  sin?0 Ii T ego 
mO" 
3 
iK Beno 1 
anes 1+ — cos® 
mz 
c) Pentru m, = m, = m, avem: ctg 9 A O 1 +cos® = 
sin ® sin Q 


(0) 
-ai „ Deci: 0 -2 și K =4 cos l. 
d) În cazul difuziei Coulomb ( problema lui Rutherford), parametrul de 


ciocnire x este legat de diametrul de ciocnire b prin relația: ES RET 
pr a 


á 


Astle], dacă 0 =Z A 
2 


(d 


Problema 16,7, Un nucleu atomic, cu masa de repaus Mo, aflat întrepaus 
trece dintr-o stare excitată în starea fundamentală, emiţind o cuantă y. 
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Da. N 


„IEC IRI TA o a A rT 


a) Să se scrie expresia energiei cuantei y și a energiei de recul ór, dacă energia 
de excitație este 21a. b) Să se calculeze energia de recul pentru nucleul de In? 
știind că a = 129 keV. s : 
Soluţie. a) Procesul de emisie a cuantei y trebuie să respecte legile de 
conservare a energiei şi impulsului. Cuanta y fiind o particulă relativistă, 
legile de conservare se scriu : Moc? + Via = ho + r + Moc? (1) pentru energie, 


şi pa S + Ď pentru impuls, unde Mc? este energia de repaus a nucleului, 
g . . ` . 
åw energia fotonului y, iar óg energia de recul a atomului după emisia cuantei y. 


- 1 ZISA a LB A Îw 
Din teoria relativităţii ştim că: p = V ROMo + R). Atunci, ET = 


= 1 [ROMe + R) (2). Din relaţiile (1) şi (2): Va =Cua — ho şi energia 
c 


E A 812 Moc? F bia) ; Ă dio 

cuantei y va fi: ho = -S _ " iar energia de recul, ór = ——————. 
' (Mo? F Sya) ; XMa? F En) 

b) În cazul nucleului de “Ir, energia de recul va fi: g =7,36:10-4 J. 


Problema 16.8. Proporţionalitatea dintre volumul substanţei nucleare și 
numărul nucleonilor se exprimă printr-o relaţie de forma: R = rA!/%, care 
leagă raza nucleului R de numărul nucleonilor, A. Datele experimentale 
(împrăștierea electronilor pe nuclee) conduc la valoarea rọ = 1,2:10-1% m. 
Să se calculeze impulsul limită al nucleonilor din substanța nucleară. 

Solutie. Volumul din spaţiul fazelor corespunzător nucleonilor aflaţi în 
unitatea de volum din spaţiul fizic și avînd impulsurile p < po este egal cu 
(47/3)p8. Împărţind acest volum cu hè se obţine numărul „celulelor“ astfel 
ca în fiecare celulă să se poată găsi simultan doi protoni şi doi neutroni. Punînd 
condiţia ca numărul protonilor plus cel al neutronilor să fie egal cu A, rezultă : 


4 3 
rea) LA unde. V este volumul nucleului. Considerînd nucleul sferic, 


y 

4 4r , ) MEON 

ps = ERA şi atunci : po El E = 1,3-10- kg-m/s. Acestui 
3 3 Aro \ T? 
impuls limită îi corespunde o energie d = = 30 MeV şi o viteză 
mp 

D= Po a Ca ; 

mp 4 

Problema 


16.9. O foiţă de aur este bombardată cu particule œ, avînd 
energia cinetică 6, =5 MeV (Zau, = 79). Datorită respingerii electrostatice se 
observă o deviaţie maximă a helionilor, D = 150*(figura 16.9). Să se calcu- 
leze raza nucleului de aur, admiţind 
că intersecţia S a celor două asimp- 
tote se află pe sfera de rază R, 

care reprezintă nucleul. 

Soluţie. Particula « se apropie 
paralel cu direcţia Ox cu un impuls 
Bo avînd modulul pọ = (2mT)"?. În 
prezența nucleului atomului de aur, 
asupra particulei  « acționează 
forța de respingere electrostatică Fig. 16.9 
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4  2Ze 


„ unde r este distanţa de la particula æ la nucleu. Particula va 


și ds à F 

descrie o traiectorie hiperbolică. Variația impulsului intre poziţiile extreme 
A şi B este dată de : = P, — Pe = | Fat (1). Ìn poziţiile extreme A şi B, 
interacțiunea este practic neglijabilă, astfel că energia particulei se reduce la 
energia cinetică: pa = p = (2mT). Proiectind relația (1) pe bisectoarea 


Qx, se obține: 
D Fă i Sal 2ze dt 

2p, cos — -| F cos 6 dt sau 2(2m6 2 E LA cos 0 —— d9 (2). 
2 2 Axe dð 


Într-un cîmp de forțe centrul, momentul cinetic se conservă. Dacă notăm 
cu d distanţa cea mai mică la care se apropie particula a de nucleu, conservarea 


momentului cinetic se serie : pł = mr —, de unde 2 SE ORE E RE 
at dt  d(2m8.) 
ză + DR 
laţia (2) devine: (2m0):£ cos-2- za Aia Zece A | cos © dð, adică 


4xeod(2m6 i: 
4 Zea meN 
ID a Axel > d = te — . Din fisura 16.9 se vede că raza 
2 Ze AR. 2 
d Ze 1 


sin (D2 frad. cos(D/2) 


Problema 16.10. Să se calculeze numărul atomic Z al nucleului cel maì 
stabil pentru un număr de masă A dat, dacă energia de legătură are expresia ° 
Cig = hA — aA — as3Z AP — a(N — Z) A~, cunoscîndu-se coefici- 
enţii experimentali a, = 0,711 MeV şi a, = 23,702 MeV (modelul picătură al 
nucleului). 

Solutie. Nucleul cel mai stabil este acela care are energia de legătură 


maximă, deci: tos = — 2a,Z A~ + 4a (A — 2Z)A-1 =0. Înlocuind va- 
lorile experimentale ale lui as şi aj, rezultă: Z i II + Pentru 
2 + 0,0157 A: 


tg 


nucleului este: R = = 3,5-10" m. 


nucleele uşoare, putem neglija termenul al doilea de la numitor şi Z -2 z 


rezultat confirmat experimental. 


„__ Problema 16.11. a) La moleculele biatomice, formate din două nuclee 
identice (molecule homeopolare), se observă o alternanță de intensitate a 
radiațiilor succesive dintr-o bandă. Se arată că raportul dintre intensitatea 
„unei radiaţii „tari“ şi intensitatea unei radiaţii „moi“ este: 

I—-1 


R = 


no este spinul nuclear, În cazul moleculei de azot ionizate, (N“N™)*, 
se í rvă că R =2. Să se arate că acest rezultat contrazice o structură 
pro ono-electronică a nucleului atomic. b) Să se arate dacă neutronul, al cărui 
spin este semiintreg, poate fi considerat ca fiind o stare legată de o particulă 
compusă, formată dintr-un proton și un electron, 
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Soluţie. a) Din R = 2 rezultă că: 
1 


=1 
Raa 


Dacă se acceptă pentru 4N o structură protono-electronică cu 14 protoni 
şi 7 electroni, ar rezulta un spin nuclear semiîntreg (teorema 
Ehrenfest-Oppenheimer). 

b) O particulă compusă, formată dintr-un proton și un electron, ar avea 
un spin întreg. Neutronul este un fermion care se dezintegrează conform 
schemei: în > tp -+ e- -+ v, unde v este neutrin, o particulă cu masa nulă 
şi spinul semiîntreg. Forma spectrului energetic al radiațiilor 8- indică pre- 
zența unei a treia particule. 


Problema 16.12. Muonul este o particulă cu masa de repaus m, =207 m,, 
spinul 1/2 şi sarcina egală cu cea a electronului. Muonul negativ, dacă este 
foarte lent, se poate fixa pe o orbită Bohr a unui atom de plumb, formînd 
un atom nou. a) Care este raza orbitei K a acestui nou atom „„mezonic“ ? 
b) Toate stările energetice ale noului atom fiind neocupate, muonul negativ 
se deplasează „în cascade“ spre starea cu energia cea mai mică. Care este 
energia fotonului emis în tranziţia 2Paja = Saya, care corespunde razei XKgı 
pentru electron ? 3 


Solvļie. a) Muonul negativ avînd același spin şi aceeaşi sarcină ca și 
electronul, se poate deplasa pe orbite Bohr, a căror rază are expresia: 
4reon?h2 
LL RE 
2 
LUA 
Valoarea minimă se obţine pentru n =1: Ti =3+10-% m. Această 
valoare minimă este mai mică decit raza nucleului de plumb, ceea ce 
înseamnă că muonul se poate „deplasa“ și prin interiorul nucleului de plumb 
(Tauoreu = 1,2- 10-15 A1/8 m). Muonul se comportă ca un electron greu ale cărui 
interacțiuni necoulombiene cu nucleonii sînt foarte slabe. El apare ca un 
explorator al distribuţiei de sarcină electrică din interiorul nucleului ; nivelele 
energetice ale muonului nu sînt determinate decît de cîmpul electric al 
nucleului. 
b) Energia fotonului emis în tranziţia n = 1 — n = 2 a nucleului de 2%Pb, 
neglijînd efectele structurii fine, este: 


T mé : 
A = [a E —14 MeV. 
(Amen [12 2) 


Valoarea experimentală a acestei energii este de 6 MeV, ceea ce indică că 
deplasarea izotopică micşorează Şi mai mult raza Bohr mezonică. 


Problema 16.13. Se consideră un nucleu de uraniu (%8U) ca o îngrămă- 
dire de particule « (de masă 4M, sarcină 2e) într-o groapă de potenţial rectan- 
gulară, de rază Re (figura 16.13, a). În afara gropii, interacțiunile sînt coulom- 
biene, a) Se constată că nucleul emite particule a a căror energie cinetică 
este Caz =4,2 MeV. La ce înălţime a barierei de potenţial, Uo, trebuie să ajungă 
particula pentru a scăpa ? Particulele traversează bariera prin etect tunel 
(se va considera bariera ca fiind cu pereţi drepţi, de grosime a şi că particula 
oscilează între pereţii gropii cu viteză uniformă, corespunzind energiei 
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Fig. 16.13 


a =4,2 MeV (figura 16.13, b). b) Să se determine forma funcţiilor de undă : 
în regiunea I(—R <r < R), în regiunea JI (Ro <T < R, + a) şi în re- 
. gìiunea III (r. > R, + a). c) Să se deducă posibilitatea de traversare a barierei 
„de către particulele «. d) Să se deducă probabilitatea peniru ca un nucleu 
-să piardă o particulă « într-o secundă. | 
Scluție. a) În interiorul nucleului (|r| < Ro), energia potenţială de 
“interacţiune între nucleul de sarcină Ze și particula a, de sarcină 2e, este: 
jo e ea a sli AE 
U(r) = = —. 


Areo T Deo P 


La marginea gropii, în B (r = Ro), potențialul va fi: 


E A 
U(Ro) = . 
2T E0 Ro 
Rezultă că o particulă « a nucleului este separată de interior prin po- 
#tențialul : S 
ză HSS rata iii si 3 3 iluga Ze? 
e aie lo UR ca Mar 
i iii a E d o) e a 2m Ro. 5 


b) În regiunea J, unde potențialul este presupus nul, particula « oscilează 
:avînd o energie 2 < Uo. Funcţia de undă care descrie starea particulei este 
-soluție a ecuației Schrödinger : 


ESEE dia aie dai Ata isca A e 


2 
“Ay, + edi TO; 


Ținînd seama că Yr depinde doar de r şi notînd r= rr, se obține: 
dOr , 2m 
„i T der pull 
Soluţia acestei ecuaţii este: 
“Oa = As exp [ikr] + Bu exp [—ikr], 


ai 
i i p mó 
pi he 


. 
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În regiunea JJ, ecuaţia Schrödinger se scrie: 


2 9 
d Our  2mUe Du m0, 
dr? h’ 


unde Dar = rý., Notind x% = JEn , soluția se scrie: 


Oy = 4 F Be, 
În regiunea JJI, soluția ecuației Schrödinger este de forma : 
Qir = Age. 
c) Constantele A,, Bı Az Bz, Ag se determină din condiţiile de conti- 


nuitate ale funcției de undă în punctele r = Re și r= R, +r, iar probabili- 
tatea de traversare a barierei este : 


la a A a a ct 
|4]? Aa Be Aa a + etae E a ARPS ju A ez 
xX 


d) Viteza fiecărei particule a în nucleu este: 


e DĂ 


v =— 


m 


O particulă « oscilează în interiorul nucleului cu o viteză constantă în lungul 
diametrului 2R,. Într-o secundă, fiecare particulă a« descrie n diametre 2R, 
l-v= n 2Ro. Rezultă că particula a întilneşte bariera de potenţial de n ori pe 
secundă. Deci probabilitatea ca o particulă să piardă o particulă pe secundă 


este P, =nP, unde n TAN 


Ro 


Problema 16.14. Cunoscînd energia de legătură a deuteronului Ciee = 
= —2,23 MeV, să se calculeze valoarea potențialului Us, numit adîncimea 
gropii de potenţial nuclear, în aproximaţia unei gropi dreptunghiulare 
(figura 16.14), de lăţime a —2:10-:5 m. Masa nucleonului este M = 
= 1,67-10-% kg. Se consideră deuteronul în starea s (l =0) şi astfel că 
vectorul de stare asociat depinde doar de r. Soluţiile aproximative ale ecuaţiei 
tgx = — 2,15 z sînt: 


T 
2 =(2 1)—, 
(cae i 


unde n =0, 1,2... 


Soluţie, Deuteronul este format dintr-un 
proton şi un neutron, cu masele aproximativ 
gaa (M). Deci, masa redusă a deuteronului 
va Íl: 


Ee M? m M 
MEM? ` Fig. 16.14 
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Scriem vectorul de stare sub forma ®(r) =r-y(7) şi ecuaţia lui Schrödinger 
se scrie : 


2m 
CĂ diva Se U(r)]y =0, 
unde 
PRR e DECE 
dr? r dr 
Deci : 
dð M 
—— + —[6— U(r)]b=0. 
de. are LO)! 


Pentru r <a, U(r) = U, şi ecuaţia lui Schrödinger se scrie: 
0) 
dr? 


e E 0, 0: 
= 


Soluţia acestei ecuaţii trebuie să satisfacă condiţia ca W = O/r să fie finită 
pentru r > 0. Atunci soluţia rămîne : 


O = A sin kr, 
unde 


R = VAD RUS) az 
Pentru r> a, U(r) =0 şi ecuaţia lui Schrödinger se scrie: 
d’ My 
— + 
dr? î? 


O =0, 


cu soluţia e = B exp [r/e], unde 
ăia 
J= ME 


Condiţiile de centinuitate ale funcției de undă şi derivatei acesteia, în 
punctul r =a, se scriu: 


A sin ka = B exp [—a]p]; kA cos ka = sef. exp pi i 
e e 
Împărţind membru cu membru aceste relaţii, rezultă : 
tg ka = —-P. ka. 
aA a 
În cazul numeric considerat, = = 2,15 şi tg ka = — 2,15 ka. Soluțiile 
a 


:aproximative ale acestei ecuații sînt: 


ka =(2n+ £., 
Pot 1-2 
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ks i 

soluția n =0, adică ka = 7/2 și atunci, za) =, de unde 
i Li 

mah? 


U, =0— 
4Ma? 


unde n =0, 1, 2, ... Deuteronul nefiind într-o stare excitată, se alege 
= —28 MeV, 

Problema 16.15. a) Să se calculeze nivelele de energie ale unui nucleu 
al cărui număr cuantic de spin este J, și deci momentul magnetic este ur 
în cîmpul magnetic de inducţie B. b) Folosind regula de selecție AM; = +1, 

i să se evalueze frecvența unghiulară corespunzătoare tranziţiei cuantice care 
l face ca sistemul să treacă de la o orientare la alta și să se compare această 
i frecvenţă cu frecvenţa de precesie Larmor nucleară. 

Soluţie. a) Considerîndu-se un nucleu de moment cinetic 7 = 7*h într-un 

l cîmp magnetic de inducţie B, proiecția lui I“ pe B este cuantificată : 
; I*h cos 0 = M; ħ. Numărul cuantic magnetic poate lua 27 + 1 valori (—I, 
| —I +1, ..., I— 1, +I). I nu poate lua decît valorile definite de cos 6 = 


M ca Wag j > ; E 
A (cuantificare spațială). În cîmpul magnetic de inducție Ë, energia 


potenţială a lui m este, ca pentru un magnet : 


E M 
Én = BI =—u:Bcos0 = B Tah 
Deoa rece 
u =yrI;I =Fh; ul, 
atunci, 
e 
d = Yh BMI = r 2M ñBM,. 


b) Două stări energetice consecutive, m şi u+ sînt separate prin: 
AG = Jm — Cu: 
“Tranziţia spectrală între aceste două stări are frecvenţa 


Ad 


o ==, 


Deci : 


| e uN 
l E E a ice daf ji 
i e Co A aia) TN 


Problema 16.16. Se consideră nucleul de Li, care are numărul cuantic 


magnetic de spin I -2 şi pentru care rezonanța are loc la frecvența vw = 


RE = 5,585 MHz şi la B = 0,3385 T. a) Cite poziţii cuantice poate lua acest 
? mucleu într-un cimp magnetic, de inducţie B? b) Să se calculeze factorul 
E Landé nuclear și momentul magnetic nuclear up pentru şi. 
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i : 3 | ia e 
Soluţie. a) Dacă zac + my ES EiT RTS adică, I poate lua 


- 


2] + i =4 orientări. 
b) e = BI, adică gr = 2,16. 
ù 


ur = pri Şi ur = gta IU + 1)= 4,19 ux. 


Problema 16.17. Se ştie că o particulă cu sarcină electrică descrie o orbită 
circulară într-un cîmp magnetic avind viteza unghiulară numită frecvența 
ciclotronică a particulei în cîmpul considerat. a) Să se arate că se poate determina 
momentul magnetic al protonului cu precizie, comparînd frecvenţa sa Larmor 
şi frecvenţa sa ciclotronică în același cîmp. b) Să se calculeze inducția cimpului 
magnetic al momentului magnetic dipolar al protonului up = 2,79 uy la nivelul 
ecuatorului protonului şi la o distanță egală cu raza primei orbite Bohr a 


hidrogenului. 
Solutie. a) we =>. DE SA =evB rezultă: 
v eB 
Oc ==] . 
R M, 


l 1 EE A 
OL -= B. În cazul protonului, T E şi valoarea maximă a momentului 


cinetic este — h. Deci: 


b) În planul ecuatorial, 


Ape 9.0.50:10-2A-m2 
Biju, şi B=uo Hp Sa Um Om E | ALOST 
4Tr? 4x(10-5% 


La nivelul primei orbite Bohr: 
. 7. a —26 

r = 0,5:10-x m, a OLEO = 1,128-10-2 T = 113 Gs. 
47(0,5)+10-% 


Problema 16,18. Se consideră că într-un nucleu există o densitate de 


sarcină constantă în tot volumul p sa ae . a) Să se arate că un nucleu de 
© 


densitate de sarcină omogenă și de moment de cuadrupol Q nenul, nu poate 
fi sferic, b) Să se determine Q în cazul formei nesferice cea maì simplă, 
un elipsoid de revoluţie de axă Oz cu semiaxa b în această direcție şi cu semi- 
axele egale cu a în direcţiile Ox şi Oy. c) Detinind raza nucleară medie, fm 
prin, a F Dhima 2rm Să se exprime Q în funcţie de Z, ru şi de parametrul 
h iat, d) Presupunind că elipsoizii sînt obținuți deformind sferele de 
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vază R = Rp AYV?, fără a face să varieze volumul, să se calculeze raportul a/b 
în cazul Lu (Q = 7,0:10-% cm?) şi în cazul 181 (Q == —0,6:10-* cm). 


Solutie. a) 0-24 (322 — r°)dx dy dz, În cazul unui nucleu sferic, 
© 


r/2 R 
A Í. (32°r°) dO = Í | 27r$(3 cos? 0 — 1) sin 0 d0 dr = 
—x/2 0 


£ 7/2 
9 
= 2TA |3 cos? 0- sin 0 dð = 0. 
9 
—x/2 


2 o e 
b) ep = const. ; v=4 nèb şi Q eo A — a). 


4 
©) Q= — rZ:Trm: 
5 
d) În general, avem un nucleu aproape sferic. Deci, a = d(1 + d), unde 
2 Q 


2 
SAVR a) termenii în CAN CE =— 2b°d. 
5 mip 5 


d < 1. Neglijînd. în Q = Z 


E 5 
Pentru 10Lu, b? 4 R? = 7,02:10-5 şi d= Dea ~0,18. Rezultă : 
4Z R° 


a a 
a Sa (=) 2230.97: 
e b I 


Deci, chiar pentru valorile extreme ale momentelor de cuadrupol elec- 


a 
tric FA 1 sînt foarte apropiaţi de unitate. 


Problema 16.19. Un nucleu, aflat într-o stare energetică excitată, poate 
emite o radiaţie electromagnetică, revenind în starea sa fundamentală, Se 
consideră nucleul de 5Fe într-o stare excitată şi se presupune nucleul aflat 
inițial în repaus. În urma emisiei radiaţiei electromagnetice, nucleul suferă 
un recul în sens opus direcţiei de emisie a fotonului. a) Să se calculeze frecvența 
unui foton cu energia de 14,4 keV şi lungimea de undă corespunzătoare, 
b) Să se calculeze impulsul p de recul al nucleului, la emisia unei radiaţii 
de frecvenţă ow. c) Să se exprime energia de recul €, a nucleului în funcţie de 
masa M a nucleului şi de energia €, a totonului şi să se calculeze valoarea 
sa în cazul nucleului de “Fe. 

d) Nivelurile energetice ale nucleului prezintă o lărgime finită A£, legată 


de timpul mediu de viaţă At al nivelului prin relația de incertitudine : 
AAA. 
2 

Să se calculeze lărgimea Ac a nivelelor energetice ale nucleului, precum Şi 


lărgimea spectrală a spectrului de emisie, În acest caz, radiațiile emise nu 
mai pot fi reabsorbite de nucleul aflat în starea sa fundamentală, deoarece. 
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A8 & e O metodă pentru compensarea acestei diferențe este de a imprima 
sursei o viteză relativă în raport cu absorbantul. Să se calculeze Viteza ne- 
cesară în cazul nucleului de “Ie, Se cunoaşte pentru fier, 


AL = 1,45107 s. 


e) Mössbauer a observat că în cazul emisiei radiației de către 
cristale, impulsul de recul este preluat de cristal, ca un întreg și nu de 
un nucleu izolat. La temperatura camerei, 70% din fotonii emiși transmit 
un recul cristalului. Să se calculeze energia de recul d, pentru un astfel 
de foton, dacă masa cristalului de fier este 


mM=lg. 


£) Să se calculeze variaţia relativă a frecvenței radiaţiei emise după căderea 
pe suprafaţa Pămîntului de la înălțimea H =30m. Care este ecartul de frec- 
venţe pentru un foton cu energia de 14,4 keV. 


d 
Solutie. a) Energia fotonului emis este 2; = ħw, de unde œ% e == 


= 2,196+1019 s-1, iar lungimea de undă, A = hat = 0,86:10-4 m. Radiația 


| (0) 
electromagnetică emisă de nucleu se află în domeniul de frecvenţe al radia- 
ţiilor y. 

b) Fotonul emis are un impuls py = plc. Nucleul aflindu-se inițial în 
repaus, legea conservării impulsului se scrie (figura 16.19): pn + P; =0 saw 


Dna = —By, ceea ce înseamnă că impulsul nucleului este egal în valoare absolută 

cu cel al fotonului emis, adică p 26r LAS 7,6810- lkg-m /s. 
@ c 

| ó ; : 
c) Nucleul are o viteză de recul dată de v Es DES şi atunci ener- 
i M Me 
Aai a” é ofte pa 
gia de recul a nucleului va fi: 2, = Mo = S z» care, în cazul fierului, 


este: d, = 2:10-6 eV. 


R 
d) Intervalul dintre nivelurile energetice nucleare este: Ad = AR 
adică AV = 4,5:10- eV. Se observă că Ad < 2, Lărgimea spectrului de emisie 
este: Aw -5 ra = 4,88110% sri. Absorbantul deplasindu-se față de 
i 


sursă cu viteza v, spectrul de absorbţie se deplasează cu Awp, datorită elec- 


tului Doppler; TEI =. Pentru a observa fenomenul de absorbție trebuie 
W c 


! 5 Nucleu în stare excilată Emisia unei unde 
că F E 7 electromagnetice f 
E S S ecului 

k i „nueleului ) 
Îi fear Fig, 16,19 
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di E SED a nt ti aie E ae n 


ca spectrul de emisie să coincidă, cel puțin parțial, cu spectrul de absorbție, 
deci trebuie lărgit spectrul de emisie astfel ca Ac să ajungă de același ordin 


de mărime cu €,, adică: 


AG = Îwp ed d, 
sau 
Aon „br br 
&) = l0) f 
şi atunci, 
AOp Ör 
= = 0 —— 
GQ) br 
sau 
v= Si = 0,387 m/s. 
2Me 


e) Fotonul este emis cu un impuls p = %y/c şi acelaşi impuls este comunicat 
ansamblului de nuclee și nu doar nucleului emiţător. Viteza de recul a crista- 
lului în ansamblu va fi: 


ó 
pi e IE 
san me 
`» 
iar energia de recul a cristalului va îi: 

azi o3 

d e a 
2 2mc? 


În cazul numeric considerat, m = 10-2 kg şi d; —1,9:10-% eV. 

f) Fotonul emis de nucleu, avînd energia ño =mc?, are masa m = 
= holc?. Rezultă că el posedă o energie potenţială în cîmpul gravitațional 
terestru. Conform legii conservării energiei, aplicată fotonului, ho = ho + 


memg de unde o, — o Ñ og -of ni i Variația relativă a 
(£ Cii 


$ Ă f Aw JE page 
frecvenţei fotonului y este = şi în cursul căderii are loc o creştere 
o c 


4 H vw tf <A 
a frecvenței cu: Ao = o E . În cazul numeric considerat, 


și Ad = 7,25. 10% Sal. 


= 3,3-10 


& 


Problema 16.20. Nucleul %4Cm emite particule « de energie cinetică 
Cea = (5,8012 +- 0,0002)Me V. Să se deducă diferența de masă AM = Maopu sti 
= M oai 


Solufie. Reacţia de dezintegrare « este: 24iCm — He + ku. Legea 


de conira a energiei (maselor nucleare în unități c°, în absența radiații- 
lor y) ne dă; 


AM = 4cm —4pPu = Ma + Sat da = Mat do unde de = 


5 MAM = (4,0091139) 0,0000006) u. 


41 — Culegere de probleme de fizică — cd. 138 


e 
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Problema 16.21. Se aminteşte formula semiempirică Bethe-Weizsăckerz 


(N — Aj 
A 


ĉie (A, Z) = 15,826 A — 17,970 A: — 23,517 —0,7183 Z7 A1 — 


— òlA, Z), unde (4, Z) = +11,2 A-1/2 și ieg (4, Z) se exprimă în MeV 


a) Să se determine energia cinetică Vu, în funcţie de A, utilizînd Z4 de cea 
mai mare stabilitate. 

b) Care sìnt cei dci cmiţători « cei mai uşori ? 

c) Să se justifice absenţi generală a emiţătorilor « pentru A < 200. 

Soluţie. a) Pornind de la relaţia [M(A, Z) — ZMa + (A — Z)m,]c? = 
= Cos A + GA? + Ca C + C,Z? A-1 + (A, Z), energia de dez- 


integrare 2 este definită de: M (A; Z) =M(A— 4, Z— 2) + 
+ Mae:c? + o, presupunind y= 0 (tranziții între nivelele fundamentale). 
Din bilanțul dezintegrării d, = Q, ținînd seama de expresia energiei de legă- 
tură diels, Z) = |ZMa + Nm, — M(A, Z)]c?, se obţine: 


Q Tri ieg A rer 4, Z— 2) => Ciega = Oies(A, Z). 


Emisia e nu modifică semnul termenului de paritate (A, Z); variaţia rela- 
tivă a numitorului. A1/2 este slabă. Se poate serie: 


QX bie — dieg AAE Obieg Mea 2.4 diel A, A a 2 ĉdiegl A. Z) 
A oZ ; OA ôZ 
adică 
ERRES i; Z PZN 
U iei cai, = Ge + scz:a>rfi = m 4C, ( ia a 
HOTOT PERONIE Olg pla Ti 
SERF IS Ve = că ó 
A i ue i 


Pentru A dat, izobarul cel mai stabil este definit prin ( A =0 
i d 
şi rezultă formúla Metropolis : 


Zem M A 


a E ET 
- b) Emiţătorii « elina ușori sînt : 

Me (dep =1,5 MeV; T= 5:10% ani) NA (eg = 1,9 MeV; 
Dero an) şi Sm (dy = 22 MeV; Trs 1,2102 ani): 


© Se obține Q > 0 pentru A > 150 (dezintegrare x spontană, energetie 
posibilă), Dezintegrarea a nu se observă ușor decit ducă Q > 4 MeV, ceea ce 
are loc mai ales pentru A > 200, În plus, radioactivitate» a poate fi mascată 
de o dezintegrare f mai rapidă, 
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ERIT TA cea 


n Slatinei Răi 
„raza 


ai SN n atacă it 


Problema 10.08, Un faneloul de pai 
ticule a, monoanorgetina [an Mu M M t 
(energia cinetică în alatomul laboratorului L) 
soseşte pe o țintă auhţire formată dintro 
colecție de nuclee AA Mu V, = 0, Pi = 
= 0, 6 = 0], So consideră, în aproximațin 
nerelativistă, reacția nucloară i M A= 
~ Aa t aa adhematizată pe figura 16,82 
a impulsurilor în alatemul Æ. Ba nolează 
prin Qa bilanțul reacției și prin w sauma Pig, 1642 
energiilor de excitare eventuala ale pros i 
duşilor aş şi Aa în raport ou nivelul Jor fundamental, a) Bă se exprime Qs = 
= Q+w în functie de energiile cinetica e, ay și de unghiul de emisie O, $h 
se rezolve ecuaţia obţinută în raport cu a/ fa gi pA se arate cú s 


J 23 iii IE N A PERI AIE VAENE, 
JẸ = Vam yz 00A Oa | | L l A Lui BI 008? d, bi af- s Qg. 
mat- Ma Mit my (Matea)? | M t Ma 


b) Să se deducă ca şi 0. c) Considerindu-se reactii exoenergetice, Qg > 0, 
să se arate, în cazul emisiei de particule câtre Inapoi (0, > m), că o creștere 
a lui e, antrenează o creștere a vitezei lor în sistemul centrului de masă (C) 
şi o creştere a vitezei Vm a centrului da masă în sistemul L, Să se arate care 
este posibilitatea de a obţine un fascicul de neutroni cvasimonoeromatiei 
pentru cazul utilizării țintelor groase, d) Considerindu-se reacții endoener- 
getice, Qs -< 0, să se determine pragul tim (0) și pentru ce valoare a lui 0, el 
este minim. Să se studieze evoluția rencțiel cind e, crește plecind de la prag. 


Seluţie. a) Din legile de conservare, 


e ma Cal Qa; (1) 
Pi = Pa |- Bi, (2) 
) 
tinind seama de e, = ACTE a (| 1, 2), Qom(m + Mm — 
an; á ș 


i 
— MAC şi PI = pl + pt — 2pipa cos Oa, se obține: , 


Mat Ma : M.—m 2/ mime, e, 3 
= E Ca e, = cos 6, 3 
Qs M, a YIT M, 1 M 2 ( ) 


2 
Rezulvînd ecuaţia (3) în raport cu e, rezultă: 


— A mamse, | M~m mMM ` M: 
Ve EEE P e a EONA À a [în mM, (4) 
b) Ecuația (1) permite să se calculeze €,. Pe de altă parte, se obține: 


Mala | 
sin Qs aaa sin Ôa (5) 
Astfel, rezultă : 
M, 
(iz OAS, ti Iata Ema e 6 
Meno Iei ni (6) 
; ca +M, ' 
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TIE e, 


c) În cazul reacţiilor exoenergetice, Qs > 0 şi ținîind seama de (4), nu 


este posibilă decit o singură valoare reală a lui v êz, adică, o singură valoare 
fizică posibilă pentru orice valoare a lui cos 9; şi pentru orice valoare pozitivă 
a lui je, e [0, œ). Atunci, în (4), în faţa radicalului se consideră semnul 


pozitiv. În plus, (1) arată că există un unghi de emisie 02> 5 pentru care 


variația primului termen din partea dreaptă a lui (4) aproape compensează 
variația celui de-al doilea termen, astfel încit e, aproape nu depinde de e, 
într-un interval Ae, relativ larg. Rezultă posibilitatea de a obţine un fascicu? 
aproape monocinetic de neutroni, chiar cînd utilizarea unei ținte groase 
etalează energiile incidente. Acest fapt este legat de compensarea, în cazul 
particulelor emise către înapoi, dintre creşterea vitezei lor vz în sistemul 
centrului de masă şi creşterea vitezei va centrului de masă în sistemul L, 
Bi + Pa 


cînd e, creşte. Se amintește expresia clasică a lui Vm :Um = Ep con- 
mMm, T 


stantă a ciocnirii. 
d) În cazul reacțiilor endoenergetice, Qs < 0. Aceste reacții nu sint 
posibile decît dacă energia incidentă e, este superioară unui oarecare prag Ey 
pentru care Vi e, este real şi pozitiv. Din (6) se observă că ery (0.) este minimă 

pentru 02 = 0°, adică: 

Ma + m Mm, 
er (0) = se y , 
M, + m, — m, Mı 


ținînd seama de M, + m, S M, + m». Astfel : 
— cînd energia particulelor incidente depăşeşte puțin pragul, parti- 
culele secundare a, sînt emise în direcția înainte (0, =0), cu energia 


(7) 


Cap (0 o aa OR 


În aceste condiţii, particulele a, sînt emise cu o energie neglijabilă în 
sistemul centrului de masă și energia (8) este datorată vitezei Vm a centrului 
de masă în sistemul L; 

— cînd e, creşte ușor, particulele a, sînt emise către înainte, după gene- 
ratoarele unui con al cărui unghi este dedus din (6) după substituirea lui er- 
Pentru orice unghi 0, interior la acest con, se obţin două grupuri de particule 
(semnele +1), corespunzînd la particule emise în două direcţii diferite în 
sistemul C, identitatea direcţiei lor în sistemul L provenind din compunerea 
vitezelor cu v (mărimile din G au indicele x) ; 

— cînd e, crește, conul precedent se lărgeşte, energia unuia din cele 
două grupuri de particule secundare a, creşte, în timp ce energia celuilalt 
grup descrește și se anulează pentru 


-H (8) 


QM (9) 


li = bim (90° E, 
Ma — Mı 


valoare pentru care conul include emisfera înainte, Pentru energii superioare 
acestei valori, se reţine numai semnul (+) din (4) şi particulele a, sìnt emise 
în orice direcţie 0,, cu o energie unică. 
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Ecuația (9) defineşte pragul de emisie de neutroni monocinetici în siste- 
mul L, în cazul cînd sînt produși prin reacţii endoenergetice. Cind particulele 
incidente au energia (9), particulele secundare a, emise în direcţia Inainte 
au energia: 


IM Mig 
tM: — m M+ m 


Problema 16.23. Un radioizotop A, de constantă de dezintegrare h se 
transformă într-un radioizotop As de constantă de dezintegrare ha. Admițind 
că la momentul inițial, preparatul nu conține decit nuclee ale izotopului As 
să se determine : a) acumularea izotopului A, funcție de timp ; b) intervalul 
de timp la capătul căruia activitatea radioizotopului A, atinge maximul său. 


Cpm = — Os 


dN 
Soluţie. a) D =N; ; N, (t) = Nio exp [—)t] ; TA =A N; — Na pă 
dN, 
dé 


Această ecuaţie are ca soluție generală N; =C; exp [—ħ;t]9i ca soluție: 
particulară pe N, = C, exp [—ñ:t]. Deci, pentru t = 0, C,(ñz — h1) = 1 No 


adică a= Nio. Soluţia completă va fi: Nz(() = C, exp [—àzt] + 


-+ ANa = No exp [=t]. 


DAER 
+ Dara Nio exp [—t]. La t= 0, Nao = 0. Deci, 0 = (Ga + ha Nic» 
Aa — Àr a — ha 
adică C) =— Na: Soluţia finală va fi: 
oz dA) 


MO N (exp [~t] — exp[—>:t]). 


Activitatea eșantionului A, va fi: 


Ra = hN, = Nue (exp [—ħt] — exp [—:]). 
mA 


2 
d 
b) Maximul activității produsului de filiație A, are loc la a = 0, 
adică : 
N Anda 


exp [—ħtm] + 
EEE Plin IER 


exp [— Atm] a 0 ; 
1 


exp lOa — Ala] = A; ee In(àa/^) 


Ai Àa Saal Ai ? 

Problema 16,24, Un radioizotop A, suferă un lanț de transformări 
Aso Aa As (stabil), de constante de dezintegrare A, şi respectiv, àr Admi- 
țind că la £ = 0, nucleele izotopului A, sînt în cantitate de No, să se stabi- 
lească legea de acumulare a izotopului stabil As. 


„dA AN AN 
Soluție, =F Na m Na — ai ETA = ANa. 
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A 
pa 27 pi 
(exp [—Aat] —exp [—20]) ; 


Deoarece, conform problemei anterioare, N,(() =No 


Ada 
A Ft Ai 


(expl —ht]) — 


AN 
— expl — ħat]), atunci, T DNS 


t 


A 
Na() = | Nu (exp [—Aî] — exp [—a4]) di = 
2 Edil: 


FON je Auda | 1 — exp [— àt] 1 — exp [—à:t] 
= No |], 
a Az 


„a 


Deoarece, conform problemei anterioare, N,(() =No 


— expl — dat]), atunci, 


da 
2—Hh 


(exp [—t] —exp [—1(]); 


(exp —140]) — 


ai 


Aa 
Aa er Ài 


AA 


NLT | M 


0 


= Np 


3 


i SpA DĂ a ala 
As TA Ai 


2T ENL 


- — exp pe àt] S jka exp [—à-t] ) 
Hion FANS i 


m (exp [—àt]— exp [—2=(]) dt = 


PD ama 
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